Четырнадцатая Летняя многопредметная  школа Кировской области

Вишкиль. 3-28.VII.98 г.

Комбинаторика.

1. У Маши есть 5 разных фломастеров и 3 разных карандаша. Сколькими способами она может подарить Вите набор из одного фломастера и одного карандаша? У Маши есть еще 7 разных тетрадей. Сколькими способами она может подарить набор из одного карандаша одного фломастера и одной тетради?

2. В предыдущей задаче известно, что один карандаш, один фломастер и одна тетрадка – импортные. Сколькими способами она может подарить набор с одной импортной вещью? Двумя импортными вещами? Тремя импортными вещами?

3. Сколькими способами она может подарить набор из двух предметов? А из одного?

4. Сколькими способами можно выбрать гласную и согласную буквы в слове "верблюжонок"?

5. В стране ABC из города A в город B идет 17 дорог. Из города B в C – 5. Сколькими способами можно проехать из города A в город C?
6. В стране ABC построили город D. Из A в D идет 4 дороги. Из D в С – 8. Сколькими способами теперь можно попасть из города A в город C?
7. Коридор освещается 12 лампочками, у каждой свой выключатель. Сколько существует способов освещения коридора?

8. В каждую клетку таблицы 3x3 можно покрасить либо в синий, либо в голубой цвет. Сколько существует различных способов покраски этой таблицы?

9. Сколько существует десятизначных чисел, в записи которых есть четная цифра? (число может начинаться с 0). А если не может?

Хромой король ходит на 1 клетку вправо или на 1 клетку вверх. Занумеруем столбцы слева направо, а строки снизу вверх числами 0, 1, 2, 3… Обозначим клетку (m, n), если она находится на пересечении m-го столбца и n-ной строки. 
Пусть Сmn– количество путей, ведущих из клетки (0, 0) в клетку (m, n).
Докажите, что

10. Сm, n = Cm, n-1 + Cm-1, n
11. Сm, n = Cn, m 
12. а) Если король сделает n ходов, то окажется на n-ной диагонали.
б) Сn, 0 + Cn-1, 1 + Cn-2, 2 + … + C1, n-1 + C0, n = 2n.
13. а)  Сколькими способами можно дойти из клетки (0, 0) в (n, m) через клетку (k, t)?
б) А из клетки (0, 0) в (n, n) через клетку (k, n-k)?
в) Сn, n= Cn, 0 2 + Cn-1, 12 + … + C1, n-12 + C0, n2.
14. ЛМШ-нок Вовочка узнал, что 17 мальчиков из его отряда сегодня идут в баню. Сколько существует способов составить группу для помывки, если всего в отряде 35 мальчиков?

15. Имеется 9 карандашей, 5 из них нужно покрасить в синий цвет, а 4 - в красный. Сколькими способами это можно сделать?

Обозначение: 
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18. Сm, n=
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20. Пользуясь соответствующим тождеством для чисел Cm, n, докажите, что 
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21. В некотором государстве не было двух жителей с одинаковым набором зубов. Какова может быть наибольшая численность населения этого государства? (комбинаторный способ доказательства предыдущего тождества)
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23.  Доказать двумя способами:
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Делимость, остатки, алгоритм Евклида.

1.
Найдите остаток от деления 27+28+29+210 на 5.

2.
Найдите остаток от деления 57-75 на 3.

3.
Найдите остатки от деления чисел 81998 и 81999 на 7 и на 9.

4.
Докажите, что 2343+4323 делится на 66.

5.
Докажите, что n5+4n делится на 5.

6.
Докажите, что n3+2 не делится на 9.

7.
Докажите, что произведение четырех последовательных чисел делится на 24.

8.
Докажите, что 

a)
p2-1 делится на 24 для любого простого p > 3;

b)
p2-q2 делится на 24 для любых простых p > 3 и q > 3.

9.
x2+y2=z2. Докажите, что x,  y или z делится на 3.

10.
a+b+c делится на 6. Докажите, что a3+b3+c3 тоже делится на 6.

11.
Найдите последнюю цифру числа

a)
19991998;

b)
777.

12.
Может ли 

a)
сумма квадратов двух нечетных чисел

b)
сумма квадратов трех нечетных чисел

быть квадратом целого числа?

13. Пусть P и Q – различные простые числа. Сколько делителей у числа 1) PQ; 2) P2Q; 3) PQ2; 4) PnQm ?
14. Докажите, что число, имеющее нечетное число делителей – точный квадрат.

15. Известно, что 56А = 65В. Докажите, что А+В – составное число.

16. Докажите, что для любых натуральных чисел А и В верно равенство НОД(A, B) НОК(A, B)=АВ

17. Пусть А делится на В. Докажите что НОД(А,В)=В

18. Пусть А < В. Докажите, что НОД(А, В)= НОД(А, В-А)

19. Пусть В = КА + R, где R < А – остаток от деления В на А. Докажите, что НОД(А, В)=НОД(R, А)

20. Найдите НОД следующих чисел: 1) 1998 и 8991; 2) 7387 и 82861; 3) 409457 и 938561.

21. Найдите наибольший общий делитель чисел 2А+13 и А+7

22. Найдите НОД(2100-1, 2120-1)
23. Петя и Вася рвут газету: Петя на 5 кусков, Вася на 10 кусков. Сколько кусков у них может получиться?

24. Тот же вопрос при условии, что Петя и Вася не только рвут, но и склеивают куски обратно (числа соответствующие).

25. Кузнечик прыгает по прямой на 15 см или на 21 см (в любую сторону). Куда он может попасть?

26. При каких n сократима дробь (n2+1)/(n+1)?

27. Найти НОД двух чисел, одно из которых записано 55-ю единицами, а другое – 15-ю единицами.

28. При каких n сократима дробь (n3+2n2+1)/(n2+n+1).

Теорема о линейной комбинации.:

Для любых натуральных чисел m и n существуют такие целые числа ( и ( такие, что (n+(m=(n, m).

1. Найти такие целые числа ( и (, что 55(+89(=1. А чтобы 469(+142(=1?

Индукция.

1. Из квадрата клетчатой бумаги размером 16(16 вырезали одну угловую клетку. Докажите, что полученную фигуру можно разрезать на "уголки" из трех клеток.

2. Докажите, что число 111…11 (десятичная запись которого состоит из 27 единиц) делится на 27.

3. (Игра "Ханойская башня") Имеется пирамида с n кольцами возрастающих размеров и еще два пустых стержня той же высоты. Разрешается перекладывать верхнее кольцо с одного стержня на другой, но при этом запрещается класть большее кольцо на меньшее. Докажите, что переложить все кольца с первого стержня на один из пустых стержней можно за 2n-1 перекладываний.

4. Плоскость поделена на области несколькими прямыми. Докажите, что эти области можно раскрасить в два цвета так, чтобы любые две соседние области были раскрашены в различные цвета. (Соседние – это области, имеющие общий участок границы.)

5. 1+2+3+…+n=n(n+1)/2

6. 1+3+5+…+(2n-1)=n2
7. 12+22+32+…+n2=n(n+1)(2n+1)/6

8. 1/(1(2)+1/(2(3)+1/(3(4)+…1/((n-1) (n)=(n-1)/n

9. (1-1/4) ( (1-1/9) ( (1-1/16) (…( (1-1/n2)=(n+1)/2n

10. 13+23+33+…+n3=(1+2+3+…+n)2=(n(n+1)/2)2
11. n3+(n+1)3+(n+2)3 делится на 9
12. 4n+15n-1 делится на 9
13. 11(n+2)+12(2n+1) делится на 133

14. 32n+2+8n-9 делится на 9.

15. 111(22n+4+666n+222 делится на 1998.

16. Докажите, что 1(2+2(3+3(4+…+(n-1)n=(n-1)n(n+1)/3.
17. У бородатой прямой с одной стороны растет щетина. На плоскость бросили 1998 бородатых прямых общего положения (то есть никакие три прямые не пересекаются в одной точке и никакие две не параллельны). В результате плоскость оказалась разбита на некоторое число частей. Докажите, что хотя бы одна из частей окажется бородатой изнутри.
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