*Четырнадцатая Летняя многопредметная  школа Кировской области

Вишкиль. 3-28.VII.98 г.

Программа зачета. 7 класс. Группа № 1

Теория чисел

1. Делимость. Определения и простейшие свойства. Теорема о делении с остатком.

2. Определение НОД.  Простейшие свойства НОД двух чисел.

3. Алгоритм Евклида и его следствия.

4. Свойства взаимнопростых чисел.

5. Определение НОК.  Свойства НОК двух чисел.

6. НОК и НОД нескольких чисел. Выражение через НОК и НОД двух чисел.

7. Определение и свойства простых чисел. Критерий простоты числа.

8. ОТА. Каноническое разложение на простые множители.

9. Целая и дробная часть числа, их простейшие свойства. Каноническое разложение 

       числа 
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10. Сравнения. Определение и свойства.

11.  Полная система вычетов и ее свойства. 

12.  Понятие функции. Мультипликативные функции. Определение и простейшие свойства.

13.  Сумма мультипликативной функции по всем делителям числа. 

14. Количество натуральных делителей числа.

15. Сумма натуральных делителей числа.

16. Теорема об арифметической прогрессии.

17.  Мультипликативность функции Эйлера.

18.  Явный вид функции Эйлера.

19.  Количество чисел, имеющих фиксированный НОД с данным.

20. Сумма функции Эйлера по всем делителям числа.

21. Приведенная система вычетов и ее свойства.

22. Теорема Эйлера. Теорема Ферма, как следствие теоремы Эйлера.

23. 
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.  Другой способ доказательства теоремы Ферма.

24.  Линейное представление НОД.

25.  Линейные диофантовы уравнения.

26.  Решение сравнения 
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27. Китайская теорема об остатках.

Геометрия

1. Внутри треугольника АВС выбрана точка Е. Докажите, что АЕ+ЕС< АВ+ВС.

2.  Докажите неравенство ломанной.

3.  Докажите, что перпендикуляр короче наклонной. Докажите, что из двух наклонных короче та, которая ближе к перпендикуляру.

4.  Докажите, что в треугольнике против большей стороны лежит больший угол, а против большего угла лежит большая сторона.

5. Докажите, что наибольший отрезок, содержащийся в треугольнике – его большая      

       сторона.

6. Докажите, что площадь треугольника равна половине произведения основания на высоту.

7. Докажите, что площадь параллелограмма равна произведению основания на высоту.

8. Докажите, что площадь трапеции равна половине произведения суммы двух оснований на высоту.

9. Отношение площадей треугольников с равными углами.  Отношение площадей треугольников с углами, дополняющими друг друга до развернутого.

10. Теорема Фалеса. 

11. Дополнение к теореме Фалеса. 

12. Обратная теорема Фалеса.

13. Докажите, что отрезки касательных от одной точки до окружности равны.

14. Докажите, что вписанный в окружность угол равен половине дуги, на которую он опирается.

15.  Докажите, что медианы треугольника пересекаются в одной точке и делятся точкой пересечения в отношении 2 : 1 от вершины.

16. Выразить угол между двумя прямыми, пересекающими окружность высеченные дуги.  Угол между касательной и хордой.

17. Докажите, что биссектрисы треугольника пересекаются в одной точке. Докажите, что в треугольнике существуют и единственны вписанная окружность и вневписанная окружность для каждой из сторон треугольника.

18. Докажите, что серединные перпендикуляры треугольника пересекаются в одной точке. Докажите, что в треугольнике существует и единственна описанная окружность.

19. Теорема Вариньона.

20. Признак и свойство вписанного четырехугольника.

21. Признак и свойство описанного четырехугольника.

22. Свойство биссектрисы внутреннего угла треугольника. Свойство биссектрисы внешнего угла треугольника. 

23. Формулы для площади треугольника через радиус вписанной и через радиус вневписанной окружности.

24. Докажите, что середины оснований и точка пересечения боковых сторон трапеции лежат на одной прямой.

25.  Докажите, что высоты треугольника пересекаются в одной точке.

26. Теорема Пифагора.

27. Признак центральновписанного четырехугольника.
Комбинаторика и теория графов

1. Сто точек делят окружность на сто равных частей. Из них выбрали десять красных и десять  синих. Докажите, что существует отрезок с синими концами, равный какому-нибудь отрезку с красными концами.

3. Можно ли 13 прямыми разбить  шахматную доску на части так, чтобы центры всех клеток оказались в разных частях?

4. В семи вершинах кубика стоят нули, а в восьмой – единица. разрешается прибавлять по единице к  числам на концах одного ребра куба. можно ли добиться того, что все числа в вершинах кубика будут делиться на  три?
5. Даны n различных предметов. Сколькими способами их можно занумеровать натуральными числами от 1 до n?  

6. Даны n различных предметов. Сколькими способами из них можно выбрать k предметов?

7.  Докажите, что 
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8.  Докажите, что 
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  не используя формулу для 
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9. (Бином Ньютона) Докажите, что 
[image: image8.wmf]k

n

k

n

k

k

n

n

y

x

C

y

x

-

=

×

=

+

å

0

)

(

.

10.  Найдите суммы:
a)      
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b)      
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11. В левом нижнем углу клетчатой прямоугольной доски 
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 стоит фишка. Она может ходить на одну клетку вверх или на одну клетку вправо. Сколькими способами фишка может пройти в правый верхний угол? 

12. За два года работы в парламенте каждый из 100 депутатов подрался не менее чем  с 67 коллегами. Докажите, что можно составить согласительную комиссию из четырех депутатов, любые двое из которых уже подрались.

13. (Комбинаторное доказательство теоремы Ферма) Окружность разбита р точками на равные части (р – простое число). Рассмотрим все возможные  раскраски этих точек в n цветов. Две раскраски считаются существенно различными, если одна из них не переходит в другую поворотом окружности. Сколько существует существенно различных раскрасок окружности?  Вывести  из этого  малую теорему Ферма.

14. В стране 1998 городов. Из столицы выходит 239 городов, из города Тьмутараканьска – одна дорога, а из всех остальных городов – по 20 дорог. Докажите, что из столицы можно попасть в Тьмутараканьск.

15. Между 40 городами существует 742 двусторонние авиалинии (любая авиалиния соединяет два города, никакие два города не соединены более, чем  одной авиалинией). Докажите, что из любого города можно долететь до любого другого.

16. Докажите, что в компании из трех человек есть либо трое попарно знакомых, либо торе попарно незнакомых.

17.  Докажите, что среди 9 человек есть либо трое попарно знакомых, либо четверо попарно незнакомых.

18. Определения: граф, путь, цикл, связный граф, компонента связности, дерево, лес.

19.   Докажите, что в дереве с n вершинами ровно n-1 ребро.  Докажите, что в любом дереве есть не менее двух 

висячих вершин.

20.  Докажите, что из любого связного графа можно выделить дерево, содержащее все его вершины. Докажите, что в связном графе с n вершинами не менее, чем  n-1 ребро.

21. Докажите, что из любого связного графа можно удалить одну вершину так, чтобы связность сохранилась.

22. Докажите, что в связном графе эйлеров цикл существует тогда и только тогда, когда степени всех вершин графа четны.

23. Докажите, что в связном графе эйлеров путь существует тогда и только тогда, когда в   

       нем  есть не более двух вершин нечетной степени.

24. Пусть  
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вершины раскрашены в 
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цветов. Докажите, что в этом графе есть одноцветный треугольник.

25. Любые два города в государстве соединены прямым рейсом одной из двух авиакомпаний. Докажите, что одну из авиакомпаний можно закрыть так, чтобы из любого города можно будет добраться до любого другого не более чем с двумя пересадками рейсами другой авиакомпании.

Неравенства

26. Докажите неравенство Бернулли.

27. Докажите, что 
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