Четырнадцатая Летняя многопредметная  школа Кировской области

Вишкиль. 3-28.VII.98 г.

Программа зачета. 7 класс. Группа № 1

Теория чисел

1. Делимость. Определения и простейшие свойства. Теорема о делении с остатком.

2. Определение НОД.  Простейшие свойства НОД двух чисел.

3. Алгоритм Евклида и его следствия.

4. Свойства взаимнопростых чисел.

5. Определение НОК.  Свойства НОК двух чисел.

6. НОК и НОД нескольких чисел. Выражение через НОК и НОД двух чисел.

7. Определение и свойства простых чисел.

8. ОТА. Каноническое разложение на простые множители.

9. Критерий простоты числа (если у числа n нет делителей от 1 до 
[image: image1.wmf]n

, то это число – простое).

10. Целая и дробная часть числа, их простейшие свойства. Каноническое разложение 

       числа 
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 .

11. Сравнения. Определение, связь с остатками, простейшие свойства (сложение, умножение и возведение в степень сравнений).

12.  Свойства сравнений.

13.  Полная система вычетов и ее свойства. 

14.  Понятие функции. Мультипликативные функции. Определение и простейшие свойства.

15.  Сумма мультипликативной функции по всем делителям числа. (Если f – мультипликативная функция, то 
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 – тоже мультипликативная функция.)

16. Количество натуральных делителей числа.

17. Сумма натуральных делителей числа.

18. Теорема об арифметической прогрессии. (Если 
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 есть ровно 
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 чисел, взаимнопростых с b.)

19. Мультипликативность функции Эйлера.

20.  Явный вид функции Эйлера.

21.  Количество чисел, имеющих фиксированный НОД с данным.

22. 
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23. Приведенная система вычетов и ее свойства.

24. Теорема Эйлера. Теорема Ферма, как следствие теоремы Эйлера.

25. 
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. Другой способ доказательства теоремы Ферма.

26.  Линейное представление НОД.

27.  Линейные диофантовы уравнения.

28.  Решение сравнения 
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29. Китайская теорема об остатках.

Геометрия

1. Внутри треугольника АВС выбрана точка Е. Докажите, что АЕ+ЕС< АВ+ВС.

2.  Докажите неравенство ломанной.

3.  a) Докажите, что перпендикуляр короче наклонной.

       b) Докажите, что из двух наклонных короче та, которая ближе к перпендикуляру.

4. a) Докажите, что в треугольнике против большей стороны лежит больший угол.

      b) Докажите, что в треугольнике против большего угла лежит большая сторона.

5. a) На стороне АС треугольника АВС выбрана точка Е. Докажите, что ВЕ меньше одной из сторон АВ или ВС.

      b) Докажите, что наибольший отрезок, содержащийся в треугольнике – его большая      

       сторона.

6. В квадрат со стороной 1 вписан четырехугольник. Докажите, что его периметр

      не меньше удвоенной диагонали квадрата.

7. Докажите, что площадь треугольника равна половине произведения основания на высоту.

8. Докажите, что площадь параллелограмма равна произведению основания на высоту.

9. Докажите, что площадь трапеции равна половине произведения суммы двух оснований на высоту.

10. (Отношение площадей треугольников с равными углами)

     а) На луче АС выбрана точка С1, а на луче АВ выбрана точка В1. Докажите,     

          что
[image: image10.wmf].
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     b) На луче АВ выбрана точка В1,а на прямой АС точка С1  выбрана так, что А лежит    

         между С     и   С1. Докажите, что
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11.  (Теорема Фалеса.) Три параллельные прямые пересекают стороны угла в точках A и D, 

       B и E, C и F соответственно. Докажите, что 
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12. (Дополнение к теореме Фалеса.) Две параллельные прямые пересекают стороны угла с вершиной  O в точках A и C,  B и D соответственно (то есть, 
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[image: image14.wmf]CD

AB

OD

OC

OB

OA

=

=

.

13.  (Обратная теорема Фалеса) Стороны угла с вершиной O пересечены n прямыми в точках
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 соответственно, причем    
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 (то есть, отношения отрезков, высекаемых  

      прямыми на сторонах угла равны). Докажите, что все эти прямые параллельны.

14.  Пусть АВ и АС – касательные к одной окружности. Докажите, что АВ=АС. 

15.  Докажите, что вписанный в окружность угол равен половине дуги, на которую он опирается.

16.  Докажите, что медианы треугольника пересекаются в одной точке и делятся точкой пересечения в отношении 2 : 1 от вершины.

17.  а) Две хорды окружности пересекаются внутри нее. Докажите, что угол между ними равен полусумме двух дуг окружности, на которые он опирается.

       b) Две хорды окружности пересекаются вне нее. Докажите, что угол между ними равен 

      половине разности  большей и меньшей дуг окружности, на которые он опирается.

      с) Докажите, что угол между хордой и касательной равен  половине дуги, на которую он 

      опирается.

18. а) Докажите, что биссектрисы треугольника пересекаются в одной точке. 

      b) Докажите, что серединные перпендикуляры треугольника пересекаются в одной точке.

19. Докажите, что в треугольнике существуют и единственны:

a) вписанная окружность;

b) описанная окружность;

 с) для каждой из сторон треугольника – вневписанная окружность.

20. (Теорема Вариньона) 

      а) Докажите,  что фигура, образованная серединами сторон четырехугольника –  

      параллелограмм.

      b)Докажите, что площадь этого параллелограмма  равна половине площади исходного 

      четырехугольника.

     (Исходный четырехугольник не обязательно выпуклый.)

21.  а) Докажите, что во вписанном четырехугольнике сумма противоположных углов равна      

           1800.

       b) Докажите, что четырехугольник, сумма противоположных углов которого равна 1800 

            –  вписанный.

22.  а) Докажите, что в описанном четырехугольнике суммы длин противоположных сторон равны.

      b) Докажите, что четырехугольник, суммы противоположных сторон которого равны –

      описанный.

23. В треугольнике АВС проведена 

а) биссектриса BD 

      b) биссектриса внешнего угла BD (где D – точка пересечения этой биссектрисы со  

           стороной   AС). 
     Докажите, что 
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24. Пусть p – полупериметр  треугольника со сторонами a, b и c,   r – радиус вписанной в него окружности, а ra – радиус вневписанной окружности со стороны a. Докажите, что

      а) 
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25. Докажите, что середины оснований и точка пересечения боковых сторон трапеции лежат на одной прямой.

26.  Докажите, что высоты треугольника пересекаются в одной точке.

27.  (Теорема Пифагора) Докажите, что в прямоугольном треугольнике сумма квадратов длин катетов равна квадрату длины гипотенузы.

      а) при помощи площадей;   b) при помощи подобия.

28. Докажите, что четырехугольник ABCD является центральновписанным с центром А тогда и только тогда, когда 
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Комбинаторика и теория графов

1. Сто точек делят окружность на сто равных частей. Из них выбрали десять красных и десять      синих. Докажите, что существует отрезок с синими концами, равный какому-нибудь отрезку с красными концами.

2. Есть шоколадка 
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долек. Малыш и Карлсон играют в следующую игру: каждый из них своим ходом может разломать один из имеющихся кусков по линии, причем один из образованных после этого кусков можно съесть (а можно и не есть). Первым ходит Карлсон, а проигрывает не имеющий хода. Кто выигрывает при правильной игре? 

3. Можно ли 13 прямыми разбить  шахматную доску на части так, чтобы центры всех клеток оказались в разных частях?

4. В семи вершинах кубика стоят нули, а в восьмой – единица. разрешается прибавлять по единице к  числам на концах одного ребра куба. можно ли добиться того, что все числа в вершинах кубика будут делиться на  три?
5. В лагерь на k дней приехало n  детей. Каждый вечер один их них должен мыть холл.

a) Сколькими способами можно составить график уборки холла?
b) Назовем график справедливым, если никто не работает более одного раза. Сколько     

c) существует справедливых графиков?

6. Даны n различных предметов. Сколькими способами их можно занумеровать натуральными числами от 1 до n?  

7. Даны n различных предметов. Сколькими способами из них можно выбрать k предметов?

8.  Докажите, что 
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 не используя формулу для 
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9.  Докажите, что 
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  не используя формулу для 
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10. (Бином Ньютона) Докажите, что 
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11.  Найдите:
a)      
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b)      
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12. В левом нижнем углу клетчатой прямоугольной доски 
[image: image30.wmf]n
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 стоит фишка. Она может ходить на одну клетку вверх или на одну клетку вправо. Сколькими способами фишка может пройти в правый верхний угол? 

13. За два года работы в парламенте каждый из 100 депутатов подрался не менее чем  с 67 коллегами. Докажите, что можно составить согласительную комиссию из четырех депутатов, любые двое из которых уже подрались.

14. (Комбинаторное доказательство теоремы Ферма) Окружность разбита р точками на равные части (р – простое число). Рассмотрим все возможные  раскраски этих точек в n цветов. Две раскраски считаются существенно различными, если одна из них не переходит в другую поворотом окружности. Сколько существует существенно различных раскрасок окружности?  Вывести  из этого  малую теорему Ферма.

15. В стране 1998 городов. Из столицы выходит 239 городов, из города Тьмутараканьска – одна дорога, а из всех остальных городов – по 20 дорог. Докажите, что из столицы можно попасть в Тьмутараканьск.

16. Между 40 городами существует 742 двусторонние авиалинии (любая авиалиния соединяет два города, никакие два города не соединены более, чем  одной авиалинией). Докажите, что из любого города можно долететь до любого другого.

17. В левом нижнем углу клетчатой прямоугольной доски 
[image: image31.wmf]n
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 стоит фишка. Она может ходить на одну клетку вверх или на одну клетку вправо. Сколькими способами фишка может пройти в правый верхний угол? 

18. Докажите, что в компании из трех человек есть либо трое попарно знакомых, либо торе попарно незнакомых.

19.  Докажите, что среди 9 человек есть либо трое попарно знакомых, либо четверо попарно незнакомых.

20. а) Докажите, что из любого связного графа можно выделить дерево, содержащее все его вершины.

b) Докажите, что в дереве с n вершинами ровно n-1 ребро.

      с) Докажите, что в связном графе с n вершинами не менее, чем  n-1 ребро.

21. Докажите, что из любого связного графа можно удалить одну вершину так, чтобы связность сохранилась.

22. а) Докажите, что в связном графе эйлеров цикл существует тогда и только тогда, когда степени всех вершин графа четны.

      b) Докажите, что в связном графе эйлеров путь существует тогда и только тогда, когда в   

       нем  есть не более двух вершин нечетной степени.

23. Пусть  
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вершины раскрашены в 
[image: image35.wmf]n

цветов. Докажите, что в этом графе есть одноцветный треугольник.

24. Любые два города в государстве соединены прямым рейсом одной из двух авиакомпаний. Докажите, что одну из авиакомпаний можно закрыть так, чтобы из любого города можно будет добраться до любого другого не более чем с двумя пересадками рейсами другой авиакомпании.

Неравенства, индукция и прочее

1. Найдите формулу  суммы арифметической прогрессии.

2. Найдите формулу  суммы геометрической прогрессии.

3. Доказать формулу : 
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4. На какое наибольшее число частей могут разбить плоскость n прямых?

5. На плоскости проведено несколько  прямых и окружностей. Доказать, что части, на которые они делят плоскость можно покрасить правильным образом.

6. Докажите, что 
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7. Найдите сумму 
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 EMBED Equation.3  [image: image39.wmf] 

8. Найдите сумму:

      а) 
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9.  (Неравенство Бернулли) 
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 EMBED Equation.3  [image: image44.wmf](
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10.  Пусть pn -  n-е простое число. Докажите, что при n>12 выполняется неравенство:

       pn>3n.

11. Докажите, что 1.011000 > 1000.

12. Докажите, что 
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