Четырнадцатая Летняя математическая школа Кировской области

Вишкиль. 3-28.VII. 98 г.

Серии КП

1. Найти суммы:
a) 1+2+3+…+n

b) 2+4+6+…+2n

c) 1+3+5+…+2n-1

d) a1+(a1+d)+…+(a1+(n-1)d)

2. Доказать формулу : 
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3. На какое наибольшее число частей могут разбить плоскость n прямых?

4. На плоскости проведено несколько a)  прямых

окружностей

 Доказать, что части, на которые они делят плоскость можно покрасить правильным образом.
5. Верен ли признак равенства треугольников по двум сторонам и углу не между ними?

6.
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7. ABCD – квадрат. На его смежных сторонах  во внешнюю сторону построены правильные треугольники ADL  и  CDK . Доказать, что треугольник BKL - правильный.

8. В треугольнике ABC  угол ACB  равен 600;   АА1  и ВВ1 – его высоты; АС1=ВС1.  Доказать, что треугольник АВС – правильный.

9.
[image: image6.wmf];
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для любых пар i и j известно, что 
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. Доказать, что 
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10. Решить уравнение в целых числах.

a) 
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c) 
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11. n2+1 – десятизначное число. Докажите, что оно имеет две одинаковые цифры.

12. a, b, c – стороны треугольника. Докажите, что 
[image: image13.wmf]c
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13. Внутри треугольника АВС выбрана точка Е. Докажите, что АЕ+ЕС< АВ+ВС.

14. Докажите неравенство ломанной.

15. a) Докажите, что при n>2 выполняется неравенство: 
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      b) 
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 EMBED Equation.3  [image: image17.wmf](
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16. Найдите сумму 
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 EMBED Equation.3  [image: image19.wmf] 

17. Сто точек делят окружность на сто равных частей. Из них выбрали десять красных и десять      синих. Докажите, что существует отрезок с синими концами, равный какому-нибудь отрезку с красными концами.

18. Докажите, что у любого составного числа n есть собственный делитель, не превосходящий 


[image: image20.wmf]n

.

19. a) Докажите, что перпендикуляр короче наклонной.

      b) Докажите, что из двух наклонных короче та, которая ближе к перпендикуляру.

20. a) Докажите, что в треугольнике против большей стороны лежит больший угол.

      b) Докажите, что в треугольнике против большего угла лежит большая сторона.

21. a) На стороне АС треугольника АВС выбрана точка Е. Докажите, что ВЕ меньше одной из сторон АВ или ВС.

      b) Докажите, что наибольший отрезок, содержащийся в треугольнике – его большая сторона.

22. Точку М, лежащую внутри угла, отразили симметрично относительно сторон этого угла, в результате чего получились точки М1 и М2. Докажите, что внутри угла содержится не более половины отрезка М1М2.

23. На плоскости проведено 7 прямых, никакие две из которых не параллельны. Докажите, что какие-то две из этих прямых образуют угол меньше 260.

24. Докажите иррациональность следующих величин:

a) 
[image: image21.wmf]2

 

b) 
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25. Решите в простых числах уравнения:

a) 
[image: image24.wmf])
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26. Пусть pn -  n-е простое число. Докажите, что при n>12 выполняется неравенство:

pn>3n.
27. В квадрат со стороной 1 вписан четырехугольник. Докажите, что его периметр

a) больше 2;

b) не меньше удвоенной диагонали квадрата.

28.

a) Докажите, что площадь прямоугольного треугольника равна половине произведения катетов.

b) Докажите, что площадь остроугольного треугольника равна половине произведения основания на высоту.

c) Докажите, что площадь тупоугольного треугольника равна половине произведения основания на высоту.

29.

a) Докажите, что площадь параллелограмма равна произведению основания на высоту.

b) Докажите, что площадь трапеции равна половине произведения суммы двух оснований на высоту.

 30.

В прямоугольном треугольнике АВС точка D – середина стороны ВС. Угол С равен 300. На стороне АС взята точка Е такая, что ЕD перпендикулярно ВС. Докажите, что ЕD равно ВС/3.

31. В парламенте n депутатов. Сколькими способами можно избрать:

a) спикера, первого зама и просто зама;

b) спикера и двух его замов;

c) комиссию из трех депутатов.

32. Является ли 
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 простым числом ?

33. Можно ли 13 прямыми разбить  шахматную доску на части так, чтобы центры всех клеток оказались в разных частях?

34. На столе лежат 500 спичек. Двое играющих ходят по очереди. За один ход можно взять со стола любую степень двойки спичек. Проигрывает не имеющий хода. Кто выигрывает при правильной игре ?

35. Внутри квадрата отметили две точки, каждую из которых соединили со всеми вершинами.

Могут ли все получившиеся девять частей быть равновеликими ?

36. (Отношение площадей треугольников с равными углами)

 а) На луче АС выбрана точка С1. Докажите, что
[image: image27.wmf].
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 b) На луче АС выбрана точка С1, а на луче АВ выбрана точка В1. Докажите, что
[image: image28.wmf].
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с) На луче АВ выбрана точка В1,а на прямой АС точка С1  выбрана так, что А лежит между С и   С1. Докажите, что
[image: image29.wmf].
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37. Даны вещественные числа a, b, c, и d такие, что 
[image: image30.wmf].
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 а) если 
[image: image31.wmf]0

¹

+

d

b

, то 
[image: image32.wmf] 
[image: image33.wmf]d

b

c

a

b

a

+

+

=

; 

 а) если вещественные числа k и  m таковы, что 
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38. В лагерь на k дней приехало n  детей. Каждый вечер один их них должен мыть холл.

 а) Сколькими способами можно составить график уборки холла?
 b) Назовем график справедливым, если никто не работает более одного раза. Сколько существует справедливых графиков?

39. Даны n различных предметов. Сколькими способами их можно занумеровать натуральными числами от 1 до n?  

40. Даны n различных предметов. Сколькими способами из них можно выбрать k предметов?

41. Является ли число 210+512 простым?
42. Есть шоколадка 
[image: image37.wmf]1995
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долек. Малыш и Карлсон играют в следующую игру: каждый из них своим ходом может разломать один из имеющихся кусков по линии, причем один из образованных после этого кусков можно съесть (а можно и не есть). Первым ходит Карлсон, а проигрывает не имеющий хода. Кто выигрывает при правильной игре? 

43. Докажите, что простое число p входит в разложение на простые множители n! с показателем
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44. Докажите, что 
[image: image39.wmf]2
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при всех натуральных n, больших двух.

45. (Теорема Фалеса.) Три параллельные прямые пересекают стороны угла в точках A и D, 

B и E, C и F соответственно. Докажите, что

 а) если АВ=ВС, то DE=EF;

 b) если 
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 с) Докажите равенство  
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 в произвольном случае.

 46. (Дополнение к теореме Фалеса.) Две параллельные прямые пересекают стороны угла с вершиной  O в точках A и C,  B и D соответственно (то есть, 
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47. Пусть S – площадь треугольника со сторонами a, b и c. Докажите, что 

 а) 
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48. Внутри выпуклого четырехугольника выбрали точки A1, B1, C1 и D1 так, что вершины четырехугольника A, B, C и D лежат на прямых A1B1,  B1C1, C1D1 и D1A1 соответственно, причем  AA1 =A1B1,  BB1=B1C1,  CC1=C1D1,  DD1=D1A1. Найдите отношение площадей 

четырехугольников ABCD и A1B1C1D1.

49. Докажите, что 
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 а) подсчетом

 b) не используя формулу для 
[image: image48.wmf]k

n

C

.  

50. Докажите, что 
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 а) подсчетом

 b) не используя формулу для 
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51. Докажите, что 1.011000 > 1000.

52. Докажите, что 
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53. Найдите сумму последовательных членов геометрической прогрессии.

54. a) (Теорема Эйлера) Даны взаимнопростые натуральные числа a и n. Докажите, что     
[image: image52.wmf])
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 b)  (Теорема   Ферма)  Пусть р – простое число. Докажите, что 
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55. Докажите, что для любого натурального числа n выполняется равенство 
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56. (Обратная теорема Фалеса) Стороны угла с вершиной O пересечены n прямыми в точках
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 соответственно, причем 
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 (то есть, отношения отрезков, высекаемых прямыми на сторонах угла равны).

Докажите, что все эти прямые параллельны.

57. Пусть АВ и АС – касательные к одной окружности. Докажите, что АВ=АС. 

58. Докажите, что вписанный в окружность угол равен половине дуги, на которую он опирается.

59. Докажите, что медианы треугольника пересекаются в одной точке и делятся точкой пересечения в отношении 2 : 1 от вершины.

60. (Бином Ньютона) Докажите, что 
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61. Найдите:
 а) 
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62. Дано простое число р. 

 а) Докажите, что для любого натурального k, меньшего, чем p, 
[image: image61.wmf]p
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 b) Докажите, что для любых целых чисел a и b, 
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 с) Выведите из этого малую теорему Ферма.

63. За два года работы в парламенте каждый из 100 депутатов подрался не менее, чем  с 67 коллегами. Докажите, что можно составить согласительную комиссию из четырех депутатов, любые двое из которых уже подрались.

64.Найдите НОД двух последовательных чисел Фиббоначи.

65. а) Две хорды окружности пересекаются внутри нее. Докажите, что угол между ними равен 

полусумме двух дуг окружности, на которые он опирается.

 b) Две хорды окружности пересекаются вне нее. Докажите, что угол между ними равен 

половине разности  большей и меньшей дуг окружности, на которые он опирается.

 с) Докажите, что угол между хордой и касательной равен  половине дуги, на которую он опирается.

66. а) Докажите, что биссектрисы треугольника пересекаются в одной точке. 

 b) Докажите, что серединные перпендикуляры треугольника пересекаются в одной точке.

67.  Докажите, что в треугольнике существуют и единственны:

 a) вписанная окружность;

 b) описанная окружность;

 с) для каждой из сторон треугольника – вневписанная окружность.

68. (Теорема Вариньона) 

 а) Докажите,  что фигура, образованная серединами сторон четырехугольника – параллелограмм.

 b)Докажите, что площадь этого параллелограмма  равна половине площади исходного четырехугольника.

(Исходный четырехугольник не обязательно выпуклый.)\

69. а) Окружность разбита р точками на равные части (р – простое число). Рассмотрим все возможные  раскраски этих точек в n цветов. Две раскраски считаются существенно различными, если одна из них не переходит в другую поворотом окружности. Сколько существует существенно различных раскрасок окружности? 

b) Вывести  из предыдущего пункта малую теорему Ферма.

70. В стране 1998 городов. Из столицы выходит 239 городов, из города Тьмутараканьска –

одна дорога, а из всех остальных городов – по 20 дорог. Докажите, что из столицы можно попасть в Тьмутараканьск.

71.Между 40 городами существует 742 двусторонние авиалинии (любая авиалиния соединяет два города, никакие два города не соединены более, чем  одной авиалинией). Докажите, что из любого города можно долететь до любого другого.

72. Найдите НОД чисел из m единиц и из n единиц.

73. а) Докажите, что во вписанном четырехугольнике сумма противоположных углов равна 1800.

b) Докажите, что четырехугольник, сумма противоположных углов которого равна 1800 –

вписанный.

74. а) Докажите, что в описанном четырехугольнике суммы длин противоположных сторон равны.

b) Докажите, что четырехугольник, суммы противоположных сторон которого равны –

описанный.

75. В треугольнике АВС проведена 

 а) биссектриса BD 

 а) биссектриса внешнего угла BD (где D – точка пересечения этой биссектрисы со стороной АС). 
Докажите, что 
[image: image63.wmf]DC
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76. В левом нижнем углу клетчатой прямоугольной доски 
[image: image64.wmf]n
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 стоит фишка. Она может ходить на одну клетку вверх или на одну клетку вправо. Сколькими способами фишка может пройти в правый верхний угол? 

77. Докажите, что в компании из трех человек есть либо трое попарно знакомых, либо торе попарно незнакомых.

78. а) Докажите, что из любого связного графа можно выделить дерево, содержащее все его вершины.

 b) Докажите, что в дереве с n вершинами ровно n-1 ребро.

 с) Докажите, что в связном графе с n вершинами не менее, чем  n-1 ребро.

79. Докажите, что 

 а) если 2k -1 – простое число, то k – простое число;
 b) если 2n+1 – простое число, то n – степень двойки.

80. Пусть p – полупериметр  треугольника со сторонами a, b и c, r – радиус вписанной в него окружности, а ra – радиус вневписанной окружности со стороны a. Докажите, что

  а) 
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81. Докажите, что середины оснований и точка пересечения боковых сторон трапеции лежат на одной прямой.

82. На острове живут 13 серых, 15 бурых и 17 малиновых хамелеонов. При встрече двух хамелеонов  разного цвета, оба от испуга перекрашиваются в третий цвет. могут ли все хамелеоны в некоторый момент оказаться одного цвета?
83. Докажите, что из любого связного графа можно удалить одну вершину так, чтобы связность сохранилась.

84. а) Найдите 
[image: image67.wmf])
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      b) Найдите 
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85. Докажите, что среди 9 человек есть либо трое попарно знакомых, либо четверо попарно незнакомых.

86. Пусть 
[image: image69.wmf]c
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 –  высоты  треугольника со сторонами a, b и c, r – радиус вписанной в него окружности, а ra – радиус вневписанной окружности со стороны a. Докажите, что

  а) 
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87. Можно ли разрезать квадрат на несколько тупоугольных треугольников?
88. Докажите, что высоты треугольника пересекаются в одной точке.

89. (Теорема Пифагора) Докажите, что в прямоугольном треугольнике сумма квадратов длин катетов равна квадрату длины гипотенузы.

 а) при помощи площадей;   b) при помощи подобия.

90. а) Докажите, что в связном графе эйлеров цикл существует тогда и только тогда, когда степени всех вершин графа четны.

 b) Докажите, что в связном графе эйлеров путь существует тогда и только тогда, когда в нем          есть не более двух вершин нечетной степени.

91. Докажите, что  совершенное число не может быть точным квадратом.

92. Пусть 
[image: image72.wmf]n

n

n

n

S

n

2

1

3

1

2

1

1

1

+

+

+

+

+

+

+

=

L

. 

 а) Докажите, что 
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 b) Докажите, что 
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93. Докажите, что у любого шестизначного числа менее 2000 делителей.

94. Известно, что 
[image: image75.wmf]CDE
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, точка М – середина отрезка BD. Докажите, что АМ = МЕ.

95. Докажите, что круги, построенные на сторонах выпуклого четырехугольника, как на диаметрах, покрывают этот четырехугольник целиком.

96. Три внутренних угла невыпуклого четырехугольника равны по 450. Докажите, что середины его сторон образуют 

 а) прямоугольник;     b) ромб.

97. a) Семнадцать ученых ведут переписку по трем темам (каждые двое переписываются по одной из тем).  Докажите, что найдутся трое ученых, ведущих переписку по одной теме.

 b) Пусть  
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вершины раскрашены в 
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цветов. Докажите, что в этом графе есть одноцветный треугольник.

98. Найдите сумму:

 а) 
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99.В семи вершинах кубика стоят нули, а в восьмой – единица. разрешается прибавлять по единице к  числам на концах одного ребра куба. можно ли добиться того, что все числа в вершинах кубика будут делиться на  три?
100. Докажите, что уравнение 
[image: image82.wmf]2
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 а) при 
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 с) при любом натуральном а, не являющимся точным квадратом.

101. Точка  О лежит внутри треугольника ABC, а точки 
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 соответственно. Известно, что четырехугольники 
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102. Постройте циркулем и линейкой трапецию по данным основаниям и боковым сторонам.

103. Докажите, что четырехугольник ABCD является центральновписанным с центром А тогда и только тогда, когда 
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104. В выпуклом четырехугольнике ABCD окружности, вписанные в треугольники ABC и ADC касаются друг друга. Докажите, что окружности , вписанные в треугольники ABD и BDC также касаются друг друга.

105. Докажите, что если
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106. Докажите, что 
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107. Докажите, что 
[image: image94.wmf]1
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108. Любые два города в государстве соединены прямым рейсом одной из двух авиакомпаний. Докажите, что одну из авиакомпаний можно закрыть так, чтобы из любого города можно будет добраться до любого другого не более чем с двумя пересадками рейсами другой авиакомпании.
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