Шестнадцатая Летняя многопредметная школа Кировской области
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I неделя

3 июля

Тест.

1. Что такое sin ( и cos (, где ( — острый угол.

2. Что означает, что a(b (mod m)?

3. Сформулируйте а) малую теорему Ферма; б) Теорему Эйлера.

4. Сформулируйте Теорему Вильсона.

5. а) Сколько инверсий в перестановке 612435?

б) Сформулируйте теорему об инверсиях.

6. а) Что такое вектор?

б) Что такое сумма двух векторов?

в) чему равна разность 
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7. Сформулируйте неравенство о среднем арифметическом и среднем геометрическом для n чисел.

8. Точка A имеет координаты (1,5), а точка B – координаты (4,1). Найдите длину отрезка AB.

9. а) Что такое компонента связности графа?

б) Что такое дерево?

в) Что такое эйлеров путь в графе и когда он существует?

г) Что такое двудольный граф?

10. Напишите алгоритм Евклида для чисел 94, 41.

11.  Поделите многочлен x4+2x3+3x2+3x+2 на многочлен x2 +2x+4 с остатком.

12. а) Назовите какой-нибудь признак вписанности четырехугольника.

б) Назовите какой-нибудь признак описанности четырехугольника.

4 июля

Вступительная олимпиада.

1. Квадрат 100(100 разбит двумя горизонтальными и двумя вертикальными линиями на 9 прямоугольников (не обязательно по клеточкам). Стороны центрального прямоугольника равны 45 и 30. Найдите сумму площадей угловых прямоугольников.

2. На доске написаны 100 чисел. Среди всех их попарных произведений ровно 2000 отрицательных. Сколько из исходных чисел равны 0? 

3. Клетчатый прямоугольник разбит на уголки из трех клеток так, что никакие два уголка не образуют прямоугольника 2(3. Докажите, что площадь прямоугольника делится на 12.

4. В XXI уральском турнире матбоев в г. Кирове участвовало 3n команд. После турнира И.С. Рубанов похвастался, что ровно n из них побывало перед этим в ЛМШ и эти команды одержали ровно 7/12 всех побед. Докажите, что в этом турнире участвовало всего 9 команд.

5. На сторонах AB и BC квадрата ABCD выбраны точки X и Y так, что (AXD=(DXY. Найдите величину угла YDX.

6. В таблице 100(100 закрашено 99 клеток. Докажите, что перестановками строк между собой и перестановками столбцов между собой можно добиться того, чтобы все эти клетки оказались ниже главной диагонали.

7. Кузнечик прыгает по целым точкам числовой прямой. Длина каждого прыжка — не более 100. Первый прыжок он делает как хочет, а далее вступает в силу правило, которое по длине и направлению предыдущего прыжка позволяет однозначно определить направление и длину следующего прыжка. Докажите, что кузнечик не сможет побывать во всех целочисленных точках.

5 июля.

Метод математической индукции.

1. Доказать, что доску a) 4(4; b) 8(8; c) 16(16; d) (
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) с вырезанной угловой клеткой можно разрезать на уголки из трех клеток.

2. Плоскость поделена на области несколькими   а) прямыми;   б) окружностями. Докажите, что эти области можно раскрасить в два цвета так, чтобы любые две соседние области были раскрашены в различные цвета. (Соседние области – это области, имеющие общий участок границы.)

3. (Игра "Ханойская башня") Имеется пирамида с n кольцами возрастающих размеров и еще два пустых стержня той же высоты. Разрешается перекладывать верхнее кольцо с одного стержня на другой, но при этом запрещается класть большее кольцо на меньшее. Докажите, что a) можно переложить все кольца с первого стержня на один из пустых стержней; 

b) это можно сделать за 
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4. Докажите, что 1+2+3+…+n = [image: image6.wmf]2
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6. 1+3+5+…+(2n-1)= n2.

7. Докажите, что при всех натуральных  n>2    
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Описанная окружность треугольника

1. Докажите, что точка М пересечения серединного перпендикуляра к стороне ВС треугольника АВС и биссектрисы угла А принадлежит описанной окружности.

2. Докажите, что биссектриса прямого угла прямоугольного треугольника делит пополам площадь квадрата, внешне построенного на гипотенузе.

3. Построить квадрат, если дана его вершина и две точки, лежащие на сторонах, не проходящих через эту вершину, или их продолжениях.

4. Построить равносторонний треугольник так, чтобы его вершины лежали на трех данных параллельных прямых (не используя поворот).

6 июля.

Основные ГМТ

1. Найти ГМТ, равноудаленных от двух данных прямых.

2. Найти ГМТ середин отрезков с концами на двух данных параллельных прямых.

3. Дан отрезок АВ. Найти ГМТ Х таких, что  а) АХ=ВХ, б) АХ≥ВХ.

4. Найти ГМТ, из которых данный отрезок АВ виден под данным углом.

5. Дан отрезок АВ. Найти ГМТ С таких, что треугольник АВС 

а) прямоугольный, б) остроугольный, в) тупоугольный.

6. Дан треугольник АВС. Найти ГМТ Х плоскости, для которых АХ≥ВХ≥СХ.
7. Внутри выпуклого многоугольника взяты точки P, Q. Доказать, что существует вершина многоугольника, менее удаленная от Q, чем от P.

Метод ГМТ в задачах на построение

8. Построить треугольник по стороне а, высоте ha и углу А.

9. Построить треугольник по стороне а, высоте ha и радиусу описанной окружности R.

10. Даны прямая и окружность, не имеющие общих точек. Постройте окружность данного радиуса R, касающуюся их.

11. Дана окружность и две точки А и В внутри нее. Впишите в окружность прямоугольный треугольник так, чтобы его катеты проходили через заданные точки.

Метод математической индукции (продолжение).

1. Доказать, что при любом натуральном n число 11n+2+12 2n+1 делится на 133.

2. Последовательность an  задана правилом: a1=1, a2=3, а каждый член, начиная с третьего, вычисляется по формуле an+1=2an+1. Докажите, что an=2n–1.

3. На сколько частей делят плоскость n прямых, среди которых нет параллельных и никакие три не пересекаются в одной точке (прямые "общего положения")?
4. Доказать, что при любом натуральном n 
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 делится  на 3n+1.

5. Фальшивомонетчик Вася напечатал купюры в 4 и 7 рублей. Доказать, что он может уплатить без сдачи любую сумму, начиная с 20 рублей.

6. Число x+1/x – целое. Докажите, что для любого натурального n число xn+1/xn тоже целое.

7. Докажите, что сумма углов выпуклого n-угольника равна 1800((n-2).

8. По кругу стоят 25 машин с одинаковым расходом бензина. Суммарного количества бензина хватает на один круг. Докажите, что можно выбрать одну из машин и проехать один круг.

9. На фестивале военно-морской песни собрались 100 хоровых коллективов из разных стран. Каждый хор поет три песни подряд и тут же уезжает. Жюри, ознакомившись с текстами, выяснило, что каждая песня оскорбительна ровно для одной из стран-участниц. Докажите, что можно составить их расписание выступлений так, чтобы никому не пришлось выслушивать более трех оскорбительных для него песен.

7 июля. 

Повторение арифметики остатков

1. Доказать, что при любом натуральном n 
a) n7+2n делится на 3;

b) n5+4n делится на 5;
c) n3m5+2m3n делится на 3 при любых натуральных m, n.
2. Докажите, что число и сумма его цифр дают одинаковые остатки при делении на 9.

3. Про семь натуральных чисел известно, что сумма любых шести из них делится на 5. Докажите, что каждое из этих чисел делится на 5.

4. Докажите, что уравнение 3x2+1=5y не имеет решений в целых числах.

5. Докажите, что если x2+y2 делится на 7, то x и y оба делятся на 7. 
6. X, Y, Z – натуральные числа, причем X2+Y2=Z2. Докажите, что XY делится 

a) на 6; 

b) на 12.

7. Докажите, что 2343 + 4323  делится на  
a) 3;
b) на 6;
c) на 66.
8. Какой остаток может давать число при делении на 30, если при делении на 15 оно дает остаток 7, а при делении на 6 – остаток 4?

9. Определить  наименьшее значение

a) 
[image: image10.wmf]n

m

5

-

9

 при натуральных  m и n;

b) 
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EMBED Equation.3[image: image12.wmf] при натуральных m и n.

Разнобой.

1. 25 восьмиклассников стоят в ряд. Самый левый восьмиклассник выше самого правого. Докажите, что найдется восьмиклассник у которого левый сосед выше правого.

2. [image: image1.png]Sl 2000



На отряде 8 класса 93 человека. 57 человек подали заявку на чемпионат по футболу, 39 – по волейболу, 30 – по настольному теннису. 12 человек будут играть в футбол и настольный теннис, 33 – в футбол и в волейбол, 11 – в волейбол и настольный теннис. Причем оказалось, что 5 восьмиклассников участвуют во всех трех видах соревнований. Сколько восьмиклассников не принимают участие ни в каком виде соревнований?

3. План дорог города Кварта имеет структуру, изображенную на рисунке. Сколько существует разных маршрутов минимальной длины, ведущих из А в В?

4. 10 комнат в 18 корпусе занумерованы числами от 1 до 10. 

a) Сколькими способами можно расселить по этим комнатам 44 ЛМШонка, так чтобы ни одна из комнат не оказалась пустой?

b) Сколькими способами можно расселить это же количество ЛМШат (некоторые комнаты могут оказаться пустыми)?

5. В комнате Насти собралось 16 человек, каждые двое из которых либо дружат, либо враждуют. Приходя в   комнату, каждый из них на двери комнаты записывает количество уже пришедших друзей, а уходя – количество оставшихся врагов. Чему может равняться сумма всех записанных чисел, после того, как сначала все пришли, а затем все разошлись?

6. НОК некоторых двух натуральных чисел в 16 раз больше их НОД. Докажите, что одно из этих чисел делится на другое.

7. Доказать, что 

a) уравнение x2=2y2 не имеет решений в целых числах;

b) число 
[image: image13.wmf]2

 иррационально;

c) число 
[image: image14.wmf]6

 иррационально.

8. Точки P, Q, R, S – середины соответствующих сторон AB, BC, CD, DA выпуклого четырехугольника ABCD. M –точка внутри этого четырехугольника, такая, что APMS – параллелограмм. Докажите, что CRMQ тоже параллелограмм. 

9. На поле брани встретились армии Толстых и Тонких, по 1000 человек в каждой. Сначала каждый Толстый выстрелил в одного из Тонких. Затем каждый уцелевший Тонкий выстрелил в одного из Толстых. Затем у армий кончились патроны. Докажите, что в живых осталось не менее 1000 солдат.

10. Предыдущая задача при условии, что произошел третий залп, когда каждый уцелевший Толстый выстрелил в Тонкого. Докажите, что осталось в живых не менее 500 солдат.

II неделя

9 июля.

Неравентва-1.

1. Основные неравенства. Докажите, что:

а) для произвольных x и y выполняется
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б) для неотрицательных x и y выполняется 
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в) для положительных x и y выполняется 
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г) для положительных x и y выполняется 
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2. Честный купец обнаружил, что его чашечные весы неисправны: левое плечо короче правого. Он решил, чтобы не обманывать покупателей, взвешивать половину товара на правой чашке, а другую половину на левой. Кого он в итоге обманывает?
3. Для неотрицательных чисел a, b и c докажите 
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4. Докажите неравенство: 
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5. Для неотрицательных чисел a, b и c докажите 
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6. Для любых a, b и c выполняется 
[image: image22.wmf]).
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7. Докажите двойное неравенство: 
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8. Докажите неравенство для отличных от нуля a, b, c: 
[image: image24.wmf].
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9. Неравенство Бернулли: при x>-1 и натуральном n выполняется 
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10. Докажите, что а) 1,1100(10, б) 1,1100(1000.

11. Сумма двух чисел a и b равна единице. Найдите:

а) наибольшее значение ab;

б) наименьшее значение a2+b2;

в) наименьшее значение a4+b4.

12. Для произвольного натурального n>1  докажите, что 
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13. Для натуральных n докажите, что 
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Задачи на построения – метод подобия

1. Постройте треугольник АВС с заданной биссектрисой угла А, если известно, что он подобен заданному треугольнику A1B1C1.
2. Постройте треугольник АВС по углу А, медиане, проведенной из вершины В и заданному отношению двух сторон: АВ:АС=1:3.
3. Построить окружность, вписанную в данный угол и проходящую через заданную точку.
4. Построить трапецию ABCD по углу А и боковой стороне СD, если известно, что AB:BC:AD=1:1:2.
5. Постройте треугольник, если известно, что его высоты ha, hb, hc связаны соотношением 2ha=3hb =4hc и задана биссектриса угла А.

6. Построить треугольник по трем высотам.
7. *Дан остроугольный треугольник АВС. Построить точки X, Y на сторонах АВ и АС так, что AX=XY=YC.
8. *Вписать в треугольник две равные окружности, каждая из которых касается двух сторон треугольника и другой окружности.

Сравнения

Определение: числа a и b сравнимы по модулю m (a(b (mod m)), если  a–b делится на m, т.е. существует такое целое число c, что a–b=c(m.

1. Доказать по определению: если a(b (mod m), c(d (mod m), то ac(bd (mod m).

2. Доказать: a) a5–5a3(–4a(mod 3);b) a5–5a3(–4a (mod 4);c) a5–5a3(–4a(mod 12).
3.  Докажите, что 

a) 71999–1 делится 6;  

b) 51999+1 делится на 6; 
c) 2100(3100 по модулям 5, 13, 211;
4. Докажите, что an–bn делится на a–b при помощи сравнений.

5. Доказать: a) 1110 – 1 делится на 100; b) если a(b (mod m), то am(bm (mod m2).

6. Докажите, что среди чисел от 1 до 100 количество таких чисел n, что n2+1 делится на 101, четно.

7. Докажите, что при любом натуральном n число (2n –1)n –3 делится на 2n–3.

10 июля.

Неравенства-2.

1. Докажите, что
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 a) при n=4; б) при n=2k .
2. Докажите, что произведение n положительных чисел с фиксированной суммой максимально, когда они все равны между собой. 

3. Докажите, что при a, b, c >0 верно неравенство 
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4. Докажите, что  при a, b, c>0 выполняется  неравенство 
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5. Докажите неравенство 
[image: image31.wmf]5
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6. Докажите, что при натуральных m и n выполнено неравенство 
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7. Докажите, что при a, b, c
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[image: image34.wmf]выполнено неравенство 
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8. Известно, что a1,a2,…,an>0,  a1+a2+…+an=1. Докажите, что 
[image: image36.wmf]
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Метод алгебраического анализа в задачах на построение

1. Дан отрезок АВ. Построить на нем точку Х так, что а) АХ:ВХ=m:n, б) АХ:ВХ=CD:EF, где CD и EF – данные отрезки. 
Пусть даны отрезки длин a, b, c.
2. Построить отрезки длин a+b, a–b, ab/c.

3. Построить отрезки длин 
[image: image38.wmf]).
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4. Построить отрезок длин 
[image: image39.wmf]ab
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5. Дан единичный отрезок. Построить отрезки, длины которых равны корням квадратного уравнения х2-5х+5=0.

6. Построить прямоугольный треугольник по катету и разности гипотенузы и другого катета.

7. Дана окружность и точка А вне нее. Построить луч с началом в точке А, пересекающий окружность последовательно в точках В и С таких, что АВ=ВС.

8. Построить треугольник по биссектрисе и отрезкам, на которые основания биссектрисы делят стороны треугольника.

11 июля.

Подстановки

1. В городе N разрешены только парные обмены квартир. а) Докажите, что с их помощью можно совершить любой обмен. б) Указом мэрии были запрещены все парные обмены, в которых не участвует мэр города. Докажите, что несмотря на произвол властей любой обмен по-прежнему возможен.

2. Взвод солдат выстроен в шеренгу. По уставу старшина может менять местами любых двух солдат, стоящих рядом. Докажите, что он может построить взвод по росту, не нарушив устава.

3. Имеется головоломка, состоящая из кольца, внутри которого могут двигаться разноцветные шарики, и шарнира, меняющего местами два находящихся в нем шарика. Докажите, что шарики можно расположить в любом порядке.

4. По кругу стоят 6 послушных мальчиков, держащих в руках по мячу. По команде "Оп!" каждый из мальчиков кидает мяч одному из своих товарищей так, что после этого снова у всех в руках оказывается по мячу. а) Докажите, что после нескольких команд у всех мальчиков окажутся те же мячи, что и вначале (мальчик на каждую команду кидает мяч одному и тому же товарищу). б) Докажите, что после 60 команд это случится.

5. Проказница Мартышка, Осел, Козел и косолапый Мишка, а также Коза с баяном расселись, чтобы сыграть концерт. Играли они отвратительно, и потому дважды менялись местами. Сначала Мартышка села на место Осла, Осел – на место Козла, Козел – на место Козы, а Коза – на место Мишки, а Мишка – на оставшееся место. Затем Коза поменялась местами с Ослом, а Козел – с Мартышкой. Выясните, кто на чьем месте в итоге оказался.

6. Перемножить подстановки:

7. а) (132)(45)( (14235); б) (123456)( (135)(246); в) 
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8. Верно ли, что для любых двух подстановок a и b выполняется равенство ab=ba?

9. Докажите, что в городе N из задачи 1 до выхода указа мэрии любой обмен можно было произвести в два дня при условии, что за один день каждый житель может совершать не более одного переезда на новую квартиру.

Разнобой-2

1. a) Доказать, что число anan–1…a1a0 сравнимо с a0–a1+a2–…+(–1)nan по mod 11.

b)сформулировать признак делимости на 11

2. Сумма цифр чисел A и 2A равны. Доказать, что A делится на 9.

3. Сколькими способами можно расселить 12 разных детей в 3 комнаты a) поровну; b)произвольным образом; c)так, чтобы в каждой комнате жил хотя бы один ребенок.

4. Сколькими способами можно раздать 12 детям 100 одинаковых пирожных так, чтобы первый ребенок получил хоты бы одно пирожное, второй – хотя бы 2, …, двенадцатый – хотя бы 12?

5. Пусть ABCD – квадрат, E – середина AD, K – точка на диагонали AC, такая, что AK/KC=3. Доказать: (BKE=90o. 

6. Может ли медиана треугольника с целыми сторонами иметь длину 1?

7. Двое по очереди ставят коней в клетки доски 8(8 так, чтобы они не били друг друга. Проигрывает тот, кто не может ходить. Кто выиграет при правильной игре?

8. В начале игры имеется кучка из 27 камней. Двое по очереди берут из нее от 1 до 4 камней. Выигрывает тот, у кого в конце останется четное число. Кто выиграет при правильной игре?

9. В квадрате 25(25 стоят числа +1 и –1. Вычислили все произведения этих чисел по строкам и по столбцам. Доказать, что сумма этих произведений не равна 0.

10. Можно ли в таблице 6(6 расставить числа 0, 1 и –1 так, чтобы все суммы чисел по вертикалям, горизонталям и двум главным диагоналям были различны?

Контрольная работа

1. Докажите, что при любом натуральном n 
[image: image44.wmf]1

+

2

2

+

2

2

+

1

+

2

2

×

3

+

2

×

5

n

n

n

n

 делится на 19

a) методом математической индукции, 

b) при помощи сравнений.

2. Докажите, что при x >0, y >0, z >0 выполняется неравенство: 
[image: image45.wmf].
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3. Построить окружность, касающуюся двух данных параллельных прямых и окружности, пересекающей каждую из данных прямых в двух заданных точках.

12 июля.

Четность подстановок

Определение: Пусть 
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– некоторая подстановка. Говорят, что пара чисел (k,l) образует беспорядок, если k<l, но ik>il. Четностью подстановки называется четность числа имеющихся в ней беспорядков. 

1. Найдите четность следующих подстановок:
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а) транспозиции (k,l); б) цикла (12…n); в) квадрата подстановки из предыдущего пункта; 
г) 
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2. Число беспорядков в подстановке 
[image: image48.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

31452

12345

равно числу точек пересечения линий в диаграмме (см. рис.) Докажите, что это не случайно.

3. Докажите, что четность произведения двух подстановок равна сумме их четностей. 

4. Около столовой стоят в ряд и ждут завтрака 93 школьника. Время от времени кто-нибудь из них от нетерпения перепрыгивает через своего соседа. Смогут ли они войти в столовую в том же порядке, в котором подошли к ее дверям, если до этого будет совершено ровно 239 прыжков?

5. В городе Маклерске разрешены только тройные обмены квартир (по циклу). Однажды выяснилось, что горожане Дилер и Брокер хотят поменяться своими квартирами, а все остальные жители при этом не хотят никуда переезжать. Докажите, что этот план невыполним.

6. После переименования города N в город Маклерск любой обмен квартир, для которого требовалось совершать нечетное число парных обменов, стал казаться гражданам противоестественным. а) Докажите, что любой благопристойный обмен можно осуществить, совершая лишь тройные обмены с участием гражданина Дилера. б) Докажите, что того же можно добиться, совершая лишь тройные обмены с одновременным участием Дилера и Брокера.

7. Игра "15". На клетках таблицы 4(4, кроме правой нижней, расставлены (слева направо в строчках и сверху вниз) квадратики с написанными на них числами 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 15, 14. Разрешается передвинуть на свободную клетку квадратик из любой клетки, примыкающей к ней по стороне. Докажите, что с помощью таких операций нельзя поменять местами числа 14 и 15.

III неделя

14 июля.

Метод последовательных приближений

1. Построить треугольник по двум углам и сумме высот. 

2. Доказать, что 

a) концы самого длинного отрезка в треугольнике лежат на его сторонах;

b) самый длинный отрезок в треугольнике выходит из вершины;

c) самый длинный отрезок в треугольнике совпадает с наибольшей стороной.

3. Существует ли треугольник, для которого 

a) высота в 10 раз короче биссектрисы из той же вершины;

b) дополнительно та же биссектриса в 10 раз короче медианы из той же вершины;

c) дополнительно та же медиана в 10 раз короче радиуса описанной окружности.

4. Построить окружность радиуса R, вписанную в угол с вершиной в точке А и величиной (.

5. Через данную точку A провести окружность данного радиуса так, чтобы из другой данной точки B она была видна под данным углом.

Метод спрямления и сближения

1. а) По разные стороны б) по одну сторону от прямой расположены две точки A, B. Где на прямой надо поставить точку M, чтобы сумма AM+MB была наименьшей.

2. Дорога AB пересекает под острым углом, меньшим 450, реку BC. Человек находится в точке M внутри угла ABC. а) как человеку быстрее попасть на дорогу? б) а если ему надо сначала напиться в реке?

3. Внутри прямого угла находятся бильярдные шары A и B. Построить траекторию шара A, чтобы после двух отражений относительно сторон угла он попал в B, если это возможно.

4. а) Две деревни A и B расположены по разные стороны от реки ширины a. Выбрать место для моста CD, чтобы маршрут ACDB был минимален. б) Две деревни A и B расположены по одну сторону от прямолинейной железной дороги. Выбрать на дороге место для платформы CD данной длины a, чтобы маршрут ACDB был минимален.

5. На листе нарисован угол. Его вершина O не поместилась на бумагу. Внутри угла нарисована точка M. Построить отрезок равный по длине OM, не используя вершину O.

6. а) Доказать, что сумма боковых сторон трапеции больше разности ее оснований; б) сумма диагоналей больше суммы оснований.

7. Внутри остроугольного треугольника найти точку, сумма расстояний от которой до вершин минимальна.

Транс-неравенство

1. Пусть a1>a2, b1>b2. Что больше: a1b1+a2b2 или a1b2+a2b1?

2. Пусть a1>a2>a3, b1>b2>b3. Что больше: a1b1+a2b2+a3b3 или a1b2+a2b3+a3b1?

3. Докажите транс-неравенство: пусть a1(a2(…(an, b1(b2(…(bn, c1, c2,…, cn – некоторая перестановка чисел b1, b2, …, bn. Тогда a1b1+a2b2+…+anbn ( a1c1+a2c2+…+ancn ( a1bn+a2bn–1+…+anb1.

4. Для произвольных чисел a, b, c докажите неравенство a4+b4+c4(a3b+b3c+c3a.

5. Для положительных a, b, c докажите неравенство 
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6. (Неравенство Чебышева) Докажите, что для чисел a1(a2(…(an(0, b1(b2(…(bn(0 выполнено неравенство (a1+a2+…+an)(b1+b2+…+bn)(n(a1b1+a2b2+…+anbn).

7. Для положительных чисел x, y, z докажите неравенство 
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8. Докажите, что для неотрицательных a, b, c выполняется 
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1

1

1

1

1

+

+

+

+

+

+

+

+

³

+

+

c

)

a

(

c

b

)

c

(

b

a

)

b

(

a

c

b

a

.

9. Пусть a(b>0, ( (( >0, (( =1. Докажите, что a+b( (a+ (b.

10. *Докажите, что для неотрицательных a, b, c выполнено 
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11. *Пусть a, b и c – длины сторон треугольника; (, ( и ( – величины противоположных углов. Докажите, что (a+(b+(c(1/2((b+(c+(a+(c+(a+(b). 

12. *Докажите, что для любого набора неотрицательных чисел a1, a2,..., an выполнено неравенство 
[image: image53.wmf]å

<

å

=

-

£

j

i

n

i

i

a

n

j

a

i

a

1

2

1

.

15 июля.

Зацикливание

1. а) Найдите последнюю цифру числа 2100. б)*Найдите первую цифру этого числа.

2. Один преподаватель оставил на дверях всех комнат записки следующего содержания: «Я в комнате № …» и исчез в неизвестном направлении. (Разные записки могут сообщать разную информацию). Некоторый школьник начал поиски преподавателя, руководствуясь этими указаниями. а) Докажите, что с некоторого момента он начнет двигаться по циклу. б)Можно ли утверждать, что школьник когда-нибудь вернется в комнату, с которой начал поиски?

3. В условиях предыдущей задачи все записки, оставленные преподавателем, различны. Докажите, что школьник когда-нибудь вернется в исходную комнату.

4. На бесконечной ленте записаны в ряд 3 цифры. Справа к ним приписывают цифру, на которую оканчивается их сумма, а первую цифру после этого стирают. а) Докажите, что после некоторого числа таких операций на ленте снова будут записаны те же цифры, что и вначале. б) Докажите, что для этого потребуется не более 1000 операций.

Числа Фибоначчи – это последовательность целых чисел { un }, заданная следующими правилами. Первые два числа равны единице, а
[image: image54.wmf]каждое следующее число равно сумме двух предыдущих: 
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5. Докажите, что последние цифры чисел Фибоначчи образуют периодическую последовательность.

6. Могут ли два соседних члена последовательности Фибоначчи делиться на 93?

7. Докажите, что существует член последовательности Фибоначчи, делящийся на 93.

8. Минотавр живет и работает в лабиринте, состоящем из нескольких комнат соединенными коридорами. В каждой комнате лабиринта сходятся ровно три коридора. Минотавр начал обходить лабиринт из главной комнаты, руководствуясь следующим правилом: если в предыдущей комнате поворачивал налево, то в этой – направо, и наоборот. Докажите, что когда-нибудь минотавр снова окажется в главной комнате.

9. Почему рациональное число записывается периодической десятичной дробью?

10. В каких случаях десятичная запись рационального числа не имеет предпериода?

Метод преобразования в задачах на построение

1. Через точку A внутри угла провести прямую, чтобы

a) отрезок заключенный между сторонами угла делился точкой A пополам;
b) эта прямая отсекала от данного угла треугольник наименьшей площади.
2. Построить треугольник ABC, если даны точки A, B и прямая, на которой лежит биссектриса угла C.

3. Постройте треугольник по следующим данным :
a) сторонам a, b и разности углов A–B; 
b) стороне c, разности сторон a–b и углу C.

4. Построить отрезок данной длины с концами на сторонах данного угла и параллельный данной прямой.

5. Даны две окружности и прямая m. Проведите прямую n параллельно m, чтобы

a) расстояние между точками пересечения с окружностями имело заданную величину a; 
b) окружности высекали на n равные хорды.
6. Построить квадрат, три последовательные вершины которого лежат на трех данных  параллельных прямых

Метод преобразования в задачах на доказательство

1. Через диаметрально противоположные точки A, B окружности проведены параллельные хорды AC, BD. Доказать что CD – диаметр этой окружности.

2. На стороне угла AOC последовательно отложены отрезки OA, AB, а на стороне OC – отрезки OC=OA, CD=AB. Q –точка пересечения AD и BC. Доказать, что OQ – биссектриса угла AOC.

3. Пусть AD и BC – основания равнобедренной трапеции ABCD, O – точка пересечения ее диагоналей. Докажите, что окружности, описанные около треугольников AOB и COD, проходят через центр описанной окружности трапеции.

4. Две окружности равного радиуса касаются внешним образом в точке A. На одной из них взята точка B, на другой – точка C, чтобы угол BAC был прямым. Доказать, что отрезок равен диаметру окружностей.

5. Две равные окружности пересекаются в точках M, N. Точки P, Q этих окружностей принадлежат их линии центров и лежат по одну сторону от MN. Доказать, что MN 2+PQ2 не зависит от расстояния между центрами окружностей.

6. Точка B лежит между A и C. В полуплоскости с границей AB построены правильные треугольники ABM и BCN. Точки P, Q – середины отрезков AN, MC. Доказать, что треугольник BPQ – правильный.

7. Треугольник A1B1C1 симметричен прямоугольному треугольнику ABC относительно биссектрисы прямого угла C. Доказать, что медиана CM треугольника ABC перпендикулярна A1B1.

16 июля.

Арифметика вычетов

1. Составьте таблицы сложения и умножения вычетов по модулям 6 и 7.

2. Докажите следующее свойство таблицы: умножения по простому модулю: в каждой ее строке, кроме нулевой, все вычеты встречаются по одному разу. Обладают ли этим свойством вычеты по составному модулю?

3. Докажите, что для любого целого числа a, не кратного p, и любого целого b существует такое целое x, что ax(b(mod p). Опишите все решения этого сравнения.

4. Малая теорема Ферма. Для любого простого p и целого a, не кратного p, имеет место сравнение 
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5. Теорема Вильсона. Для любого простого p имеет место сравнение 
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6. Найдите остаток от деления числа 2123 на 41.
7. Докажите, что остаток от деления числа 244 на 89 равен либо 1, либо 88.

8. а) Докажите, что период десятичной записи дроби 1/p,при p(2, p(5 равен наименьшему натуральному n, для которого 
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. б) Докажите, что этот период является делителем числа p-1.
Инварианты и полуинварианты

1. На доске записаны числа 1, 2,…,2000. Разрешается заменить любые два числа a и b на числа  
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. Можно ли такими операциями получить набор чисел 0, 1, …1999?

2. На шее статуи бога пьянства висит ожерелье из 12 бутылок. Одна из них повернута горлышком вверх, а остальные – горлышком вниз. Разрешается перевернуть три подряд висящие бутылки. Можно ли повернуть все бутылки горлышком вниз?

3. По кругу записаны 15 натуральных чисел. Между каждыми двумя соседними вписывают их среднее арифметическое, а старые числа стирают. Через 2000 операций оказалось, что по кругу записан тот же набор чисел, что и вначале. Докажите, что все эти числа равны.

4. На доске записано несколько натуральных чисел. Разрешается заменить числа a и b на НОК(a, b) и НОД(a, b). Доказать, что когда-нибудь набор чисел на доске перестанет изменяться.

5. а) В таблице 4(4 одна  клетка покрашена в черный цвет, а остальные – в белый. Разрешается выбрать любую горизонталь или вертикаль и изменить цвета всех стоящих в ней клеток на противоположные. Можно ли за несколько таких операций добиться того, чтобы все клетки стали белыми? б) Тот же вопрос про таблицу 3(3 с одной черной клеткой.

6. У подножия Олимпа лежат три кучи камней. Сизиф занимается перетаскиванием камней, а наблюдающий за ним Зевс оплачивает его работу. Каждый раз Сизиф получает количество драхм, равное разности числа камней в той куче, в которую он перекладывает камень и числа камней в той куче, из которой он берет камень (до совершения перетаскивания). Если разность отрицательна, то соответствующая сумма вычитается из зарплаты Сизифа. В некоторый момент количество камней в кучах стало таким же, как и вначале. Докажите, что зарплата Сизифа в этот момент равна 0.

Инвариантность и равенство фигур при преобразованиях

1. Найдите все преобразования, переводящие в себя

a) правильный треугольник;
b) квадрат;
c) правильный пятиугольник. 
2. Доказать, что если пятиугольник переходит в себя при повороте вокруг некоторой точки на 720, то он  правильный.
3. В правильном пятиугольнике проведены все диагонали. Докажите, что их точки пересечения также являются вершинами правильного пятиугольника.
4. Доказать, что касательная к окружности переходит в параллельную касательную при центральной симметрии относительно центра.

5. Доказать, что противоположные стороны шестиугольника, образованного сторонами треугольника и касательными к его вписанной окружности, параллельными сторонам, равны.

6. Дан параллелограмм  ABCD и точка M. Через точки A, B, C, D проведены прямые, параллельные MC, MD, MA и MB соответственно. Доказать, что они пересекаются в одной  точке.

7. Внутри прямоугольника ABCD дана точка M. Постройте выпуклый четырехугольник с перпендикулярными диагоналями длины AB, BC, стороны которого равны AM, BM, CM, DM.
8. *Внутри квадрата ABCD взята точка M. Из вершины A опущен перпендикуляр на BM , из B на CM, из C на DM, из D на AM. Докажите, что все четыре перпендикуляра пересекаются в одной точке.

17 июля.

Графы

1. 20 школьников решали 20 задач. Каждый решил ровно 2 задачи, и каждую задачу решили ровно двое. Доказать, что можно устроить разбор задач так, чтобы каждый рассказал одну решенную им задачу.

2. Из полного 100-вершинного графа выкинули 98 ребер. Доказать, что он остался связным.

3. В стране 101 город, некоторые из них соединены дорогами. Может ли из каждого города выходить ровно 3 дороги?

4. В некоторой стране из столицы выходит 99 дорог, из города Дальний – 1 дорога, из остальных городов – по 20 дорог. Доказать, что из столицы можно проехать в Дальний.

5. Есть волейбольная сетка 20х300. Какое максимальное число веревок, ее составляющих, можно разрезать так, чтобы она не распалась?

6. Из проволоки сделан каркас кубика. Двое по очереди перерезают ребра кубика. Проигрывает тот, после хода которого кубик распадется на две части. Кто выиграет при правильной игре?

7. В графе каждая вершина – синяя или зеленая. При этом каждая синяя вершина соединена ребрами с 5 синими и 10 зелеными, а каждая зеленая – с 9 синими и 6 зелеными. Каких вершин больше – синих или зеленых?

8. a) Ребра полного 6-вершинного графа раскрашены в 2 цвета. Доказать, что в нем можно выбрать одноцветный треугольник. b) Ребра полного 17-вершинного графа раскрашены в 3 цвета. Доказать, что в нем можно выбрать одноцветный треугольник.

9. В школе 200 учеников. Среди любых четырех из них есть ученик, знакомый с тремя другими. Доказать: найдется школьник, знакомый со 199 остальными.

10. Каждый ученик знает хотя бы одного другого, любые двое, имеющие поровну знакомых, общих знакомых не имеют. Доказать: найдется школьник, у которого ровно один знакомый. 

IV неделя

19 июля.

Графы и не только.

1. В ЛМШ от каждого корпуса отходит не менее двух тропинок, любая тропинка ведет в какой-то другой корпус. Докажите, что неуловимый преподаватель может выйти из какого-нибудь корпуса и вернуться назад, не пройдя ни по одной тропинке более одного раза. Всегда ли он может это сделать, начав со своего корпуса?

2. а) Докажите, что в любом дереве есть хотя бы одна висячая вершина (вершина степени 1).

б) Докажите, что в любом дереве выполняется соотношение В–Р=1 (В – число вершин, Р – число ребер графа).

3. Дан связный граф, не являющийся деревом. Докажите, что в нем можно удалить одно ребро так, что оставшийся граф также будет связным.

4. Докажите, что 15-вершинный граф, в котором степень каждой вершины не меньше 7, связен.

5. В некотором государстве любые два города связаны авиалинией. При этом каждая авиалиния обслуживается только одним из двух средств передвижения: ковром-самолетом или летающей тарелкой. Докажите, что, выбрав какой-то один из этих видов транспорта, от любого города можно добраться до любого другого.

6. Сколькими способами можно раздать 20-ти школьникам по наряду, если есть 8 нарядов за нарушение отбоя, 2 наряда за самовольный спуск флага, и 10 нарядов за опоздание на обед?

7. а) За круглый стол садятся 6 человек. Сколькими различными способами они могут это сделать? (Важно не кто где сидит, а в каком порядке.)

б) Сколько различных ожерелий можно сделать из n бусинок разного цвета?

Геометрические неравенства

Оценки площадей

1. Докажите, что для любого треугольника АВС имеем: 
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 Когда неравенство обращается в равенство?

2. Дан треугольник площади 1 со сторонами  
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  Доказать, что 
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3. Докажите, что для выпуклого четырехугольника ABCD:

а) 
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4. а) Периметр выпуклого четырехугольника равен 4. Доказать, что его площадь не превосходит 1.

б) Площадь выпуклого четырехугольника равна 1. Докажите, что его периметр не меньше 4.

в) Площадь выпуклого четырехугольника равна 1. Может ли его периметр быть больше 2000?

5. В круг радиуса 1 помещено два треугольника, площади каждого из которых равны 1. Докажите, что эти треугольники пересекаются.

Неравенства для сторон треугольника

1. На доске записаны три положительных числа. Вася утверждает, что существует треугольник, длины медиан которого равны записанным числам; Петя -  что существует треугольник, длины высот которого равны записанным числам, а Коля, что существует треугольник, длины отрезков касательных от вершин до вписанной окружности которого равны записанным числам. Кто из них наверняка прав?

2. Выразите длины x, y, z отрезков касательных от вершин А, В, С до вписанной окружности через длины сторон a, b, c  треугольника.

3. Докажите, что 
[image: image68.wmf].
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4. Выразите через длины x, y, z отрезков касательных от вершин до вписанной окружности:

а) площадь S треугольника, б) радиусы R и r описанной и вписанной окружности 

5. Докажите неравенства:

а) 
[image: image69.wmf],
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 б) 
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6. Найдите треугольник фиксированной площади с наименьшей суммой квадратов сторон. 

7. Докажите неравенство: 
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Одна фигура внутри другой

1. а) Точка B1 лежит на стороне AB треугольника ABC. Докажите, что периметр треугольника AB1C меньше, чем периметр треугольника ABC.

б) Точка B1 лежит внутри треугольника ABC. Докажите, что периметр треугольника AB1C меньше, чем периметр треугольника ABC.

в) Треугольник A1B1C1 лежит внутри треугольника ABC. Докажите, что периметр треугольника A1B1C1 меньше, чем периметр треугольника ABC. 

2. Внутри выпуклого четырехугольника с суммой диагоналей d расположен выпуклый четырехугольник с суммой диагоналей d'. а) Могло ли оказаться, что d'>d ? б) Докажите, что d'<2d.

3. Докажите, что любой многоугольник периметра 1 можно поместить в круг радиуса ¼.

20 июля.

Графы на плоскости.

1. Изобразите на плоскости а) каркас куба; б) каркас октаэдра; в) два на первый взгляд различных графа.

2. а) Докажите, что в любом связном графе существует максимальное дерево (дерево, содержащее все вершины графа).

б) Выведите формулу Эйлера.
Формула Эйлера. Для любого изображенного на плоскости связного графа выполняется соотношение 
[image: image73.wmf].
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3. Докажите, что в любом выпуклом многограннике есть грань, имеющая не более пяти ребер.

4. Для любого плоского графа с более чем двумя вершинами докажите неравенство 2Р(3Г.

5. Докажите, что

а) полный граф с пятью вершинами;

б) граф "три домика и три колодца"

не может быть изображен на плоскости.

6. В графстве Липшир можно по дорогам добраться из любой усадьбы в любую другую. Докажите, что мистер Робин Гуд, борец за социальную справедливость, может сжечь одну усадьбу и перекрыть выходящие из нее дороги так, чтобы сообщение между остальными усадьбами сохранилось.
7. Пусть граф тропинок между корпусами ЛМШ обладает следующим свойством. В каком бы корпусе ни находился назойливый школьник, преподаватель может добраться от любого корпуса до любого другого, не встретившись с ним. Докажите, что преподаватель может выйти из своего корпуса и вернуться, зайдя по пути в столовую и не пройдя ни по какой тропинке более одного раза.

Геометрические неравенства-2

Треугольник и четырехугольник наибольшей площади с заданным периметром

1. Доказать, что а) произведение n положительных чисел с фиксированной суммой максимально тогда и только тогда, когда эти числа равны, а) сумма n положительных чисел с фиксированным произведением минимальна тогда и только тогда, когда эти числа равны.
2. Найти треугольник наибольшей площади с заданным периметром.

3. Найти четырехугольник наибольшей площади с заданным периметром.

Какой из n-угольников, вписанный в данный круг, имеет наибольшую площадь?

1. Круг разрезан по хорде АВ. Как вырезать из одной из полученных частей треугольник АВС максимальной площади?

2. Покажите, что неравносторонний треугольник, вписанный в круг, не может иметь наибольшую площадь среди всех треугольников, вписанных в данный круг.
3. Покажите, что неправильный n-угольник, вписанный в круг, не может иметь наибольшую площадь среди всех n-угольников, вписанных в данный круг.
4. Докажите, что площадь любого вписанного в данный круг треугольника не больше площади вписанного в этот круг правильного треугольника.

5. Докажите, что площадь любого вписанного в данный круг четырехугольника не больше площади вписанного в этот круг квадрата.

6. Докажите, что площадь любого вписанного в данный круг n-угольника не больше площади вписанного в этот круг правильного n-угольника.

Наибольший или наименьший угол

1. а) Из какой точки треугольника ABC сторона AB видна под наименьшим углом?

б) Из какой точки выпуклого четырехугольника ABCD сторона AB видна под наименьшим углом?

2. Докажите, что круги, построенные на сторонах выпуклого четырехугольника, как на диаметрах, полностью покрывают этот четырехугольник.

3. В болоте 2000 кочек, причем попарные расстояния между ними различны. На каждой кочке сидит лягушка. Испугавшись свиста стрелы Ивана Царевича, все лягушки прыгнули на ближайшую к себе соседнюю кочку. Докажите, что на каждой кочке оказалось не более 5 лягушек.
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Линейные диофантовы уравнения

1. a) Перечислите все способы заплатить 52 рубля купюрами по 3 и 5 рублей (без сдачи) 

б) Сколькими способами можно заплатить 2000 рублей купюрами по 3 и 5 рублей ?

2.  а) Докажите, что если c не делится на НОД(a,b), то уравнение ax+by =c не имеет решений в целых числах. 

б)Докажите, что если числа c и d представляются в виде ax+by, то c+d и c–d также представляются в таком виде.

в) Докажите, что уравнение ax+by =НОД(a,b) имеет решение в целых числах.

г) Докажите, что если (x0,y0) – решение уравнения ax+by=НОД(a,b), 

то пары (x0 + b, y0 – a); (x0+2b, y0–2a); (x0+3b, y0–3a); 

а также пары (x0 – b, y0 + a); (x0–2b, y0+2a); (x0–3b, y0+3a); – являются решениями уравнения.

д) Докажите, что любое решение уравнения ax+by=1, где НОД(a,b)=1, имеет вид (x0+kb, y0–ka) при каком-то целом k.

3. Найдите все решения уравнений: а)27x + 24y = 3; б) 27x + 24y = 2; в) 28x+51y = 1.

4. Найдите наименьшее натуральное n, такое, что n делится на 19, а n+2 делится на 82.
5. Решите уравнение 144x–233y=377.
6. Остап Бендер организовал раздачу слонов населению. На раздачу явилось 28 членов профсоюза и 37 не членов профсоюза, причем Остап раздавал слонов поровну всем членам профсоюза и поровну не членам профсоюза (всем хотя бы по одному слону!). Оказалось, что существует лишь один способ такой раздачи (так, чтобы раздать всех слонов). Какое наибольшее число слонов могло быть у O.Бендера? 

7. а) Существуют ли такие натуральные x, y, z, что 28x+30y+31z=365? 
б) При каком условии существует решение уравнения ax+by+cz=d? 

в)** Опишите все целые решения уравнения из пункта a) 

Изоморфные графы.

1. Корпуса в ЛМШ имеют номера от 1 до n. Сколько существует способов проложить между ними тропинки?

Два графа, вершины которых занумерованы числами от 1 до n, называются изоморфными, если существует подстановка, после применения которой к множеству вершин первого графа получается второй граф.
Другое определение: два графа с ненумерованными вершинами изоморфны, если их вершины можно занумеровать так, чтобы получились одинаковые графы.

2. Пусть K(n) обозначает количество неизоморфных графов с n вершинами. Докажите неравенства

а) 
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Заключительная олимпиада

1. Клетки квадрата 100(100 раскрашены в шахматном порядке. Этот квадрат разрезали на квадраты с нечетными сторонами и в каждом квадрате отметили центральную клетку. Докажите, что белых и черных клеток отмечено поровну.

2. Докажите, что для любых положительных a, b и c выполнено неравенство                                                                                     8(a3 + b3 + c3) ( 3(a+b)(b+c)(c+a).

3. В треугольнике ABC (A = 60о. Биссектрисы BB1 и CC1 пересекаются в точке O. Докажите, что OB1=OC1.

4. Кучка из 25 камней произвольным образом делится на две кучки, любая из имеющихся кучек снова делится на две и т. д., пока каждая кучка не будет состоять из одного камня. При каждом делении какой-либо кучки на две записывается произведение чисел камней в получающихся двух   кучках. Докажите, что сумма всех записанных чисел равна 300. 

5. На столе в столовой стоят три ведра бесконечного объема с чаем. Общий объем чая в ведрах — 22000 литров, причем в каждом ведре целое число литров. Разрешается переливать из одного ведра в другое такое количество чая, которое там уже есть. Всегда ли можно слить весь чай в одно ведро?

Вывод

6. Даны попарно взаимно простые натуральные числа x, y, z, t такие, что xy+yz+zt=xt. Докажите, что сумма квадратов каких-то двух из этих чисел ровно вдвое больше суммы квадратов оставшихся.

7. В ромб ABCD вписана окружность. Касательная к окружности пересекает стороны BC и CD соответственно в точках M и N. Докажите, что площадь треугольника ANM не превосходит половины площади ромба.

8. Каждый день в группе из нечетного числа людей трое выходят на дежурство. Докажите, что можно составить такой график дежурств, что через некоторое время любые два человека побывают вместе ровно на трех дежурствах.

23 июля.

Комбинаторика

1. Сколькими способами можно раздать 27 нарядов (различных по формулировке) Васе, Пете и Коле так, чтобы Вася и Петя вместе получили вдвое больше нарядов, чем Коля?

2. На полке стоит 12 книг. Сколькими способами можно выбрать из них 5 книг, никакие две из которых не стоят рядом?

3. Найдите количество решений уравнения x1+x2+…+xn=k а) в натуральных числах; б) в целых неотрицательных числах.

4. В выражении (1+x2+x4)2000 раскрыли скобки и привели подобные слагаемые. Найдите в получившемся выражении а) коэффициент при x101; б) при x6; в) при x7994; г) сумму всех коэффициентов.

5. Сколькими способами можно представить 1000000 в виде произведения трех множителей, если произведения, отличающиеся порядком множителей, считаются различными?
6. Имеется куб размером 10x10x10, состоящий из маленьких единичных кубиков. В центре O одного из угловых кубиков сидит кузнечик. Он может прыгать в центр кубика, имеющего общую грань с тем, в котором кузнечик находится в данный момент, причем так, чтобы расстояние до точки O увеличивалось. Сколькими способами кузнечик добраться до кубика, противоположного исходному?
7. Сколькими способами можно выбрать из чисел от 1 до 100 три числа так, чтобы их сумма делилась на 3?
Композиция преобразований.
1. а) Докажите, что композиция двух осевых симметрий с параллельными осями есть параллельный     

        перенос. 

    б) Докажите, что любой параллельный перенос можно разложить в композицию двух осевых               

        симметрий с параллельными осями. 

2. а) Докажите, что композиция двух осевых симметрий с перпендикулярными осями есть центральная        

       симметрия.

   б) Докажите, что любую центральную симметрию можно разложить в композицию двух осевых               

        симметрий с перпендикулярными осями. 

3. а) Докажите, что композиция двух центральных симметрий есть параллельный перенос.

   б) Докажите, что любой параллельный перенос можно разложить в композицию двух центральных    

       симметрий.

4. Даны три точки A,B,C. Кузнечик последовательно перепрыгивает в точку, симметричную  

   относительно A,B,C,A,B,C. Докажите, что он вернется в исходную точку.

5. Может ли многоугольник иметь более одного центра симметрии?

6. Докажите, что композиция параллельного переноса и центральной симметрии в любом порядке является центральной симметрией.

7.  Может ли фигура иметь ровно два центра симметрии?

8. Докажите, что композиция нечетного числа центральных симметрий является центральной симметрией.

9.  Даны середины сторон произвольного пятиугольника. Восстановите его вершины. 

Соревнования

Внутренний математический бой, 12 июля, обычные группы

1. Фрекен Бок испекла на свой день рождения торт. Оказалось, что торт и Малыш весят вместе столько же, сколько Фрекен Бок и Карлсон. После того, как торт съели, вес Карлсона стал равен суммарному весу Фрекен Бок и Малыша. Докажите, что кусок торта, съеденный Карлсоном, весил столько же, сколько Фрекен Бок до своего дня рождения.

2. Известно, что 
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 Чему равно 
[image: image78.wmf]b

a

c

a

c

b

c

b

a

+

+

+

+

+

?

3. Внутри квадрата ABCD найдите все такие точки X, что AX+CX = BX+DX.

4. Трое велосипедистов ездят с различными постоянными скоростями по круглому велотреку. У них есть фляжка, которая обязательно передается от одного к другому при встрече или обгоне (ситуаций, когда все трое оказываются одновременно в одном месте, не случается). Может ли оказаться, что как бы долго они ни ездили, к одному из них фляжка так и не попадет?

5. На какое количество нулей может оканчиваться число вида 
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при натуральных n? (Найдите все возможные ответы).

6. На сторонах AB и AC правильного треугольника ABC отмечены точки D и E соответственно так, что AD=CE, и в треугольнике ADE проведена медиана AM. Докажите, что BE=2AM. 

7. [image: image87.wmf]1
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В клетках таблицы 3(3 записаны числа от 1 до 9. За одну операцию разрешается умножить все числа одного столбца на ненулевое число и разделить все числа другого столбца на это же число, либо проделать то же самое со строками. Можно ли за несколько операций преобразовать одну из таблиц, изображенных на рисунке, в другую? 

8. В противоположных углах клетчатой доске 7(8 стоят черная и белая ладьи, остальные поля заняты серыми пешками. Двое играющих ходят по очереди каждый своей ладьей. Каждым ходом игрок обязан что-нибудь съесть – пешку или ладью противника. Проигрывает тот, кто не сможет сделать хода. Кто выигрывает при правильной игре?

Внутренний математический бой, 17 июля, обычные группы

1. Пусть a, b>0, 
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2. Назовем "ежом" фигуру на плоскости, состоящую из трех лучей, выходящих из одной точки под равными углами. На плоскости расположены несколько ежей так, что центр никакого из них не лежит на луче другого. Докажите, что части, на которые они разбивают плоскость, можно раскрасить в три цвета так, что любые две части, имеющие общий отрезок границы, будут покрашены в разные цвета.

3. В выпуклом четырехугольнике ABCD  (A=(D. Серединные перпендикуляры к сторонам AB и CD пересекаются в точке P, лежащей на стороне AD. Докажите, что диагонали AС и BD равны.

4. Вожатый составил расписание нарядов на 30 дней для отряда из 50 школьников, в котором каждый день наряд получают четыре школьника и у каждого школьника перерыв между нарядами не менее пяти дней. Докажите, что можно добавить в каждый день этого расписания еще по одному наряднику так, чтобы у каждого школьника перерыв между нарядами по-прежнему был не менее пяти дней.

5. Дано натуральное число n. Докажите, что уравнение 
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 имеет ровно одно решение в натуральных числах в том и только в том случае, если n – простое.

6. На доске записаны числа 1, 2,…,2000. Двое делают ходы по очереди. Ход заключается в том, что какие-то числа a и b стираются, а вместо них пишется ab. Через 1999 ходов на доске останется одно число. Если оно кончается на 2, 7 или 8, то выигрывает первый, в противном случае выигрывает второй. Кто выигрывает при правильной игре: начинающий или его партнер?

7. Два велосипедиста едут по двум пересекающимся окружностям в направлении против часовой стрелки. Каждый едет по своей окружности с постоянной скоростью. Выехав одновременно из одной точки, где пересекаются окружности и сделав по одному обороту, велосипедисты вновь встретились в этой точке. Доказать, что существует такая неподвижная точка, расстояния от которой до велосипедистов все время одинаковы. 

8. В Цветочном городе живет 2001 коротышка. У них имеется 997 монет по 10 копеек и неограниченный запас монет по 5 копеек. Иногда коротышки меняются монетами: один дает другому монету в 10 копеек и получает взамен две монеты по 5 копеек. Как-то вечером каждый коротышка заявил: "Сегодня я отдал ровно 10 монет". Докажите, что кто-то из них ошибся.

Математический марафон

Автобусная остановка

Чему равен остаток от деления 1437593649394587843767 на 9?

a) 1                угол II корпуса

b) 5                скамейка в берёзовых рядах

c) 8                угол корпуса 19

Угол корпуса 19

У меня дома есть три ведра, каждое из которых вмещает целое число литров. Если вылить полное первое ведро во вто​рое, то вода займет там ровно 2/3 его объема, а если вылить полное первое ведро в третье, то вода займет 3/4 его объема. Однажды я наполнял водой тридцатилитровую бочку, сначала вылив первое ведро, потом второе, затем третье ведро, но бочка еще не наполнилась. Сколько литров воды можно было еще в нее влить?
a) 6                 турник у корпуса 19

b) 7                 скамейка напротив столовой

c) 8                 стена с окошками рядом с корпусом 19

Скамейка напротив столовой

Сколько различных простых множителей у числа 48843?

a) 1                     задняя стенка продуктового магазина                     

b) 2                     беседка у  корпуса 43

c) 3                     стенд у столовой    

Беседка у  корпуса 43

Дан равносторонний треугольник ABC. ГМТ M таких, что треугольники ABM и BCM равнобедренные это - …?

a) одна точка                                                                       мостик у корпуса 43

b) окружность без 4 точек и 6 точек отдельно                 стена столовой

c) окружность без 3 точек и 5 точек отдельно                 угол корпуса 45 

Заколоченное окошко клуба

Чему равен остаток от деления 22000 на 5?

a) 1             стена автогородка
b) 3             карусель рядом с клубом 

c) 4             мостик по пути в клуб

Стена автогородка 

Дан квадрат ABCD. Из скольких точек состоит ГМТ X таких, что CX(AX(BX(DX?

a) 0                                               карусель детской площадки

b) 1                                               скамейка на берегу напротив столовой 
с)   бесконечно много                  стена корпуса 9

Скамейка на берегу напротив столовой

На плоскости фиксированы точки A и B. В каком случае существует ровно 2 положения точки C, таких, что высота треугольника ABC из вершины C равна h, радиус описанной окружности равен R?

a) h=2R                                      катамаран на берегу

b) h=R +
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с)   h=R ( 
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              домик на спортплощадке      
Домик на спортплощадке

Ракета из состояний покоя летит прямолинейно. Скорость ее меняется скачками через целое число секунд после старта, а в остальное время – постоянна. Скачок скорости в n-ю секунду равен n+1. Сколько метров она пролетела за пер3вую минуту?

a) 3820                       скамейка на спортплощадке

b) 37820                     автобусная остановка  

c) 38930                     столик между 18 и 52 корпусом
Столик между 18 и 52 корпусом

Ракета из состояний покоя летит прямолинейно. Скорость ее меняется скачками через целое число секунд после старта, а в остальное время – постоянна. За первые n секунд ракета пролетает n2  метров. Найти скачок скорости в n-ю секунду.

a) 2                             беседка у 16 корпуса
b) 2n+1                       угол 18 корпуса

c) n3                            беседка рядом с 18 корпусом

Угол корпуса 45 

На плоскости фиксированы точки A и B. Сколько положений может занимать точка C, если известны величина угла ACB и длина медианы треугольника ABC из вершины C?

a) 0 или 2                                                 синяя скамейка за корпусом 45 

b) 0, 2 или 4                                             беседка за корпусом 49 

c) 0, 2, 4 или бесконечно много            зеленая скамейка у корпуса 16

Стена столовой

Осталось чуть-чуть. Идите в холл 9 корпуса

Спецкурсы
План спецкурса по вычислительным методам.

1. Интерполяционный многочлен Лагранжа.

2. Задача добавления точки.

3. Интерполяционный многочлен Ньютона.

4. Факты о многочленах: теорема Безу, слабая форма ОТА.

5. Единственность интерполяции.

6. Формальная производная многочлена.

7. Свойства формальной производной: сумма, произведение.

8. Кратность корня.

9. Теорема Коши (о монотонности при знакопостоянстве производной) для многочленов. 

10. Чередование корней.

11. Подозрительные на экстремум точки. Недостаточность условия f'=0.
12. Критерий экстремума.

13. Эрмитовское интерполирование.

14. Существенность условия существования Эрмитовского интерполирования.

15. Многочлен наилучшего приближения. Формулировка, случаи степени 0,1,2.

16. Многочлены Чебышева.

17. Частные производные. Необходимость обращения частных производных в 0 в точке экстремума.

18. Применение производной в неравенствах.

19. Линейные системы. Формулы для 2*2.

20. Определитель. Простейшие свойства.

21. Метод Гаусса.

22. Метод Крамера.

Спецкурс "Теория множеств".

Занятие 1.

Понятие множества. Конечные множества, пустое множество. Принадлежность, включение, основные операции (объединение, пересечение, разность, симметрическая разность). Законы дистрибутивности, законы де Моргана. Декартово произведение. Основные множества (N, Z, Q, A, R, R+). Парадокс Рассела. Отображения множеств. Инъекция, сюръекция, биекция. Равномощность множеств.

Занятие 2.

Задача об отеле. Равномощность:

а) счетных множеств (N, Z, Q)
б) континуальных множеств (отрезка, полуинтервала, интервала, прямой).

Множество всех непересекающихся интервалов на прямой счетно. 

Счетное объединение счетных множеств счетно.

Понятие алгебраического числа. Примеры алгебраических чисел. Счетность A.

Занятие 3.


Теорема Кантора-Бернштейна и ее следствия. Любое подмножество счетного множества счетно. Равномощность отрезка и квадрата. Если отрезок представлен в виде объединения двух множеств, то одно из них континуум. Аксиома выбора и парадокс Банаха-Тарского (формулировка). Несчетность континуума. Множество 2X. Равномощность 2N и R. 

Бывают ли множества, большие, чем континуальные? Теорема Кантора (card(2X)>card(X)) (доказательство с помощью переформулировки о тайных обществах). Парадокс о множестве всех множеств. Кардинальные числа. Множество XY.

Задачи к зачету по спецкурсу.

1. Доказать, что любое подмножество счетного множества счетно или конечно.

2. Найти мощность множества чисел из (0,1), в десятичной записи которых 

а) есть хотя бы одна единица; б) нет единицы.

3. Найти мощность всех последовательностей (x1,x2,…,xn,...), где xi из а)  [0,1); б) натуральные. 

4. Можно ли на плоскости разместить несчетное количество попарно непересекающихся букв : О; С ; П ; Т ; Р .

5. Можно ли на плоскости разместить несчетное количество попарно непересекающихся квадратов, кругов, крестов, восьмерок?

6. Пусть A – произвольное бесконечное множество, B – счетное множество. Доказать, что A и 
[image: image85.wmf]U
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 равномощны.

7. Можно ли расположить на плоскости континуум попарно непересекающихся, неконцентрических окружностей ?
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