Двадцатая Летняя многопредметная школа Кировской области

Вишкиль. 2-27.VII.2004 г.  8 класс

Многочлены. Алгоритм Евклида
06 июля. Профи
Определение. Многочленом называется выражение вида P(x)=anxn+…+a1x+a0. Наибольшее такое k, что ak≠0, называется степенью многочлена P, и обозначается deg(P).

Многочлен можно рассматривать как функцию x→P(x).

Определение. Многочлены называются равными тогда и только тогда, когда равны их коэффициенты при равных степенях.

Определение. Многочлен F делится на многочлен G, если существует многочлен Q такой, что F=GQ.

Определение. Многочлен P является общим делителем многочленов F и G, если P делит F и G, и называется наибольшим общим делителем, если его степень не меньше степени любого другого общего делителя F и G.
Деление с остатком. Для любых многочленов F и G≠0 существуют единственные многочлены Q и R такие, что F=QG+R и deg(R)<deg(G), при этом многочлен Q называется неполным частным, а многочлен R ― остатком. 
Теорема Безу. 1. остаток от деления многочлена P(x) на x-a равен P(a).

2. Если а ― корень многочлена P(x), то многочлен P(x) делится на x-a.

Алгоритм Евклида. Пусть F(x) и G(x)≠0 ― многочлены. Рассмотрим последовательные деления с остатком F=Q1G+R1, G=R1Q2+R2, R1=Q3R2+R3,… Rn-1=Qn+1Rn. Тогда (F, G)=Rn.
Линейное представление наибольшего общего делителя. Для любых многочленов F и G существуют многочлены u и v такие, что uF+vG=(F,G).

0. (Упражнение.) Разделите многочлен x6-[свой номер в группе, уменьшенный на 10]x5+5x4-2x2+3 на многочлен x2-3x+5 с остатком.

1. Докажите, что а) (xm-1, xn-1)=x(m,n)-1; б) 
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=1, при m≠n.
2. Многочлен F(x) дает остаток 5 при делении на (x-2) и остаток 1 при делении на (x-3). Какой остаток дает F(x) при делении на (x-2)(x-3)?
3. При каких a а) многочлен xn-axn-1+ax-1 делится на (x-1)2, если n≥3; б) многочлены x4+ax2+1 и x3+ax+1 имеют общий корень?

4. Докажите, что наибольший общий делитель двух многочленов делится на любой общий делитель этих многочленов.
Для самостоятельного решения

5. Многочлены P(x) и Q(x) с целыми коэффициентами взаимно просты. Докажите , что найдется такое число M, для которого (P(n),Q(n))≤M при любом целом n.
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