Двадцатая Летняя многопредметная школа Кировской области

Вишкиль. 2-27.VII.2004 г.  8 класс

Индукция 3, Различные схемы индукции
06 июля
Индукционный переход от n = k – 1 и n = k к n = k + 1.

1. Про число x известно, что x+1/x=2004 Докажите, что xn+1/xn  целое.

Индукционный переход от n ≤ k к n = k + 1.

2. Стороны произвольного выпуклого многоугольника покрашены снаружи (каждая вершина считается покрашенной). Проводим несколько диагоналей многоугольника. Каждая из этих диагоналей покрашена с одной стороны. (То есть с одной стороны отрезка проведена узкая цветная полоска). Докажите, что хотя бы один из многоугольников, на которые разбит диагоналями исходный многоугольник, весь покрашен снаружи.

3. Определите сумму внутренних углов n – угольника (не обязательно выпуклого).

4.  (Неравенство Коши) Для произвольных положительных чисел a1, a2, ... an справедливо неравенство Коши 
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, причём равенство достигается только тогда, когда все числа равны между собой. Докажите это неравенство для случая 
а) n = 2, б) n = 4, в) n = 3, г) n = 2m, д) произвольного n.
Двойная индукция.

5. Докажите, что 2m + n – 2 ( mn при любых натуральных m и n.

6. Даны положительные числа a1, a2, …, am, b1, b2, …, bn, причем a1 + a2 + …+ am = b1 + b2 + … + bn. Докажите, что в пустую таблицу из m строк и n столбцов можно поставить не более m + n – 1 положительное число так, чтобы сумма чисел в i-той строке равнялась ai, а сумма чисел в k-том столбце равнялась bk.
Задачи для самостоятельного решения

7. В компании из n > 3 человек каждый узнал новый анекдот. За один телефонный разговор двое сообщают друг другу все известные им анекдоты. Доказать, что за 2n – 4 телефонных звонка все могут узнать все анекдоты.

8. Плоскость разрезана на части n > 3 прямыми общего положения. Доказать, что одна из частей треугольник.
9. В стране n городов, любые два из которых соединены авиалинией. Все авиалинии были приватизированы частными компаниями, при этом из любых трех авиалиний, образующих треугольник, хотя бы две проданы одной и той же компании. Каким может быть число компаний?

10. В каждой вершине выпуклого 2003-угольника размещены жетоны, на каждом из которых написано целое число (на разных жетонах числа могут быть и разными и одинаковыми). Сумма всех чисел равна 1. Выбирают вершину и собирают жетоны, двигаясь против часовой стрелки до тех пор, пока сумма чисел на собранных жетонах положительна. Можно ли выбрать вершину так, чтобы, стартуя с неё, собрать все жетоны?
Задачи к зачету

11. Восьмого марта каждая из n учительниц пришла в школу с букетом из одного цветка. При этом оказалось, что все цветы разные. Каждая учительница может подарить любой другой учительнице все или часть имеющихся у нее цветов. Нельзя дарить букет, если букет, состоящий из точно тех же цветов, в этот день уже кому-то дарили. Какое наибольшее количество букетов могло быть подарено?
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