Двадцатая Летняя многопредметная школа Кировской области

Вишкиль. 2-27.VII.2004 г.  8 класс

Индукция 1
04 июля
1. (Старинная задача) Вася хочет купить мороженое, которое стоит больше 8 копеек. Докажите, что он сможет заплатить требуемую сумму трех- и пятикопеечными монетами без сдачи.

2. Докажите по индукции, что сумма кубов трех последовательных натуральных чисел делится на 9.

3. На плоскости проведены n прямых, проходящих через одну точку. Докажите, что они разбивают плоскость на 2n областей.

4. Докажите, что число 11…1 (n единиц) делится на n при n = 9, 27, 81, 243.
5. Рассмотрим все обыкновенные дроби с числителем 1 и любым натуральным знаменателем (1/2, 1/3, 1/4, …). Докажите, что для любого n > 2 единицу можно представить в виде суммы n различных дробей такого вида.

6. Двое играют в игру. Игроки ходят по очереди, причем по правилам игра продолжается ровно n ходов. Ничьих не бывает. Докажите, что у одного из игроков есть выигрышная стратегия.
7. Пусть pn – n-е по порядку простое число (p1 = 2, p2 = 3, p3 = 5 и т.д.). Докажите, что при n > 12 выполняется неравенство pn > 3n.

8. Про число x известно, что x +1/x = 2004. Докажите, что xn + 1/xn – целое.
9. В трех бочках содержится в сумме 128 литров воды, причем в каждой – целое число литров. Разрешается выбрать две бочки и перелить из одной в другую столько воды, сколько там уже есть. Докажите, что можно собрать всю воду в одной бочке (если бочки достаточно большие).
Для самостоятельного решения

10. На доске написаны 100 цифр – нули и единицы (в любой комбинации). Разрешается выполнять два действия:

1)Заменять первую цифру (нуль на единицу и наоборот);
2)Заменять цифру стоящую после первой единицы.

Доказать что после нескольких таких операций можно получить любую комбинацию из ста нулей и единиц.
11. Докажите, что любое натуральное число, не превосходящее n!, можно представить как сумму не более n попарно различных слагаемых, каждое из которых является делителем числа n!

12. 2004 человека не знакомы между собой. Доказать, что их можно перезнакомить так, что ни у каких трёх людей не будет одинакового числа знакомых.

13. Из чисел от 1 до 2n – 1 выбрано n + 1 число. Докажите, что одно из выбранных чисел равно сумме двух других.

14. На сколько частей делится плоскость n прямыми общего положения?
