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Вступительный тест
2 июля
@

1. 
В каких случаях центр описанной окружности лежит а) внутри треугольника; б) вне его; в) на стороне треугольника; г) совпадает с одной из вершин?
2. Как называется отрезок, соединяющий вершину треугольника с противоположной стороной и делящий его площадь пополам?
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


3. Решите уравнение а) x2 – 4x + 3 = 0; б) x2 + 5x – 11=0; в) x2 – 4x + 5 = 0.

4. Изобразите на координатной плоскости треугольник с вершинами (4; 6), (5; – 1) и (– 2, – 2). Найдите его площадь.
5. Докажите равенство 12 + 22 + ... + n2 = n(n + 1)(2n + 1)/6.
6. Что означает 
[image: image2.wmf]k
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? Вычислите 
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7. Что означает запись a ≡ b (mod m)?

а) Решите сравнение x ≡ 2 (mod 3);

б) Решите систему сравнений x ≡ 2 (mod 3), x ≡ 3 (mod 5).
8. Что такое функция Эйлера? Сформулируйте теорему Эйлера о сравнениях по составному модулю.
9. На какую степень числа a делится N!, если а) а = 2, N = 12; б) a = 3, N = 239; в) a = 10, N = 100?
10. Найдите количество ребер в графе, в котором четыре вершины имеют степень 3, десять вершин имеют степень 4 и остальные четыре вершины имеют степень 5.
Вступительная олимпиада

3 июля
@
1. 
Дано число 123123123123. Требуется стереть одну или несколько его цифр так, чтобы оставшееся число делилось на 9. Какое наибольшее число можно получить таким образом?

2. Квадрат 100×100 разбит двумя горизонтальными и двумя вертикальными линиями на 9 прямоугольников. Длины сторон центрального прямоугольника равны 40 и 60. Найдите сумму площадей угловых прямоугольников.
3. Из шоколадки 9×12 Петя выкусывает квадратики 1×1, а Вася – уголки, состоящие из пяти квадратиков 1×1. Первым ходит Петя, ходы делаются поочерёдно. Когда Вася не может сделать ход, Петя съедает всё оставшееся. Докажите, что Вася может играть так, чтобы съесть хотя бы на 12 квадратиков больше, чем Петя.
4. В треугольнике ABC проведена биссектриса AD. Прямая, касающаяся описанной окружности треугольника в точке A, пересекает прямую BC в точке X. Докажите, что BX∙CX = DX2.
5. Существует ли такой набор из 1000 различных натуральных чисел, что сумма любых нескольких из них не является точным квадратом?

6. В отряде 8 класса 70 человек. Известно, что среди любых четверых найдется хотя бы один человек, знакомый с тремя остальными. Сколько человек могут знать всех в отряде? Укажите все варианты и докажите, что других нет.

Вводное занятие (Радиус описанной окружности)
3 июля
@

1. 
Ровно одна из следующих формул выражает радиус описанной окружности треугольника через его стороны. Установите, какая из них верна, объяснив, почему остальные формулы не могут быть справедливыми.
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; д) R = 1000000
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Задачи на построение

4 июля
@

1. 
Построить перпендикуляр к прямой, проведя две линии (не считая самого перпендикуляра).
2. («Уши Чебурашки») Построить ГМТ, из которых данный отрезок виден под данным углом.

3. Построить параллелограмм а) по углу и диагоналям, б) по двум сторонам и углу между диагоналями.

4. Дана окружность и точка Р вне ее. Провести через точку Р секущую так, чтобы она разделилась окружностью пополам.
5. Провести касательную к данной окружности из данной точки.

6. Через данную точку внутри круга провести хорду, равную данному отрезку.
7. Построить общие касательные к данным окружностям.
8. Дана окружность, прямая, проходящая через центр и точка Р вне окружности, не принадлежащая прямой. При помощи линейки опустить перпендикуляр на прямую из точки Р.
9. Докажите, что середины оснований трапеции, точка пересечения диагоналей и точка пересечения прямых, содержащих боковые стороны, лежат на одной прямой.

10. Даны две параллельные прямые и отрезок на одной из них. При помощи линейки разделить его пополам.

11. Окружности с центрами в точках O1, O2 касаются в точке А. Прямая, проходящая через точку А, вторично пересекает окружности в точках В и С соответственно. Докажите, что прямые BO1 и CO2 параллельны.

12. Даны три попарно касающиеся окружности. Построить их центры при помощи одной линейки.
13. Даны две пересекающиеся окружности. При помощи линейки построить их центры.

Для самостоятельного решения
14. Дана окружность, прямая, проходящая через центр и точка Р, принадлежащая прямой. При помощи линейки опустить перпендикуляр на прямую из точки Р.

15. Даны две параллельные прямые и отрезок на одной из них. При помощи линейки а) удвоить этот отрезок; б) разделить на три равные части.

16. При помощи циркуля и линейки вписать в данную окружность равносторонний треугольник так, чтобы одна из его сторон содержала данную точку Р.

17. При помощи циркуля и линейки построить множество середин хорд данной окружности, проходящих через заданную внутри окружности точку Р.
18. * Дана окружность, прямая, проходящая через центр и точка Р на окружности, не принадлежащая прямой. При помощи линейки опустить перпендикуляр на прямую из точки Р.
19. * При помощи одной линейки построить касательные к окружности из данной точки.

Построения одним циркулем

5 июля 
@


Теорема Мора-Маскерони: Любое построение, выполнимое на плоскости при помощи циркуля и линейки, можно выполнить одним циркулем.

20. (Удвоение отрезка) Даны точки А и В. При помощи циркуля постройте точку С такую, что В – середина АС.

21. (Деление отрезка пополам) Даны точки А и В. При помощи циркуля постройте середину отрезка АВ.

22. По отрезкам длин a, b (a > b) при помощи циркуля постройте концы отрезка длины 
[image: image13.wmf].
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23. Дан отрезок длины а. При помощи циркуля постройте концы отрезка длины 
[image: image14.wmf]3
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24. Дан отрезок длины а. При помощи циркуля постройте концы отрезка длины 
[image: image15.wmf]2
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25. По отрезкам с длинами a и b при помощи циркуля постройте концы отрезка длины 
[image: image16.wmf].
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26. По отрезкам с длинами a и b (a > b) при помощи циркуля постройте концы отрезка длины a – b.

27. По отрезкам с длинами a и b при помощи циркуля постройте концы отрезка длины a + b.

28. (Построение основания перпендикуляра). Даны точки А, В и С, не лежащие на одной прямой. При помощи циркуля постройте точку D на прямой АВ такую, что 
[image: image17.wmf].
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29. Задана окружность с центром О и точки А и В такие, что прямая АВ пересекает окружность в двух точках (сама прямая не задана). При помощи циркуля постройте точки пересечения прямой АВ и окружности.

30. Даны отрезки длин a, b, c. При помощи циркуля постройте концы отрезка длины ab/c.
31. Каждая из двух пересекающихся прямые задана двумя принадлежащими ей точками A и B, C и D. При помощи циркуля постройте точку пересечения этих прямых.

32. Докажите теорему Мора-Маскерони.

Векторы

6 июля
@

33. 
Упростите выражение а)
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34. а) В треугольнике ABC проведена медиана AM. Докажите, что 
[image: image20.wmf]2
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б) Точка M делит сторону BC треугольника ABC в отношении n : m, считая от точки B. Докажите, что 
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35. Докажите, что 
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 для любых векторов 
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. В каких случаях достигается равенство?

36. В четырехугольнике ABCD точка M — середина BC, N— середина AD. 
а)Докажите, что 
[image: image24.wmf]2
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б) 
[image: image25.wmf]2
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. Докажите, что ABCD – параллелограмм или трапеция.

37. Докажите, что сумма 
[image: image26.wmf]OB
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 двух равных по модулю векторов 
[image: image27.wmf]OB
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 направлена по биссектрисе угла AOB.

38. На плоскости заданы четыре единичных вектора, сумма которых равна нулевому вектору. Докажите, что их можно разбить на две пары противоположных  векторов.

39. По сторонам многоугольника расставлены стрелки так, что сумма всех векторов, идущих по часовой стрелке, равна нулевому вектору. Докажите, что сумма всех остальных векторов – тоже нулевой вектор.

40. На плоскости даны точки A, B, C и O. Докажите, что
а) C лежит на прямой AB тогда и только тогда, когда 
[image: image28.wmf]OC
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б) C лежит на отрезке AB тогда и только тогда, когда 
[image: image31.wmf]OC
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41. Доказать, что если O – центр правильного n-угольника A1A2…An, то 
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Для самостоятельного решения

42. Докажите, что из медиан треугольника можно составить треугольник.

43. M1, M2, M3, M4, M5, M6 – середины последовательных сторон некоторого шестиугольника. Докажите, что существует треугольник, стороны которого параллельны и равны соответственно отрезкам M1M2, M3M4, M5M6.

Движения. Параллельный перенос

8 июля

@


Определение. Движением называется взаимно однозначное отображение плоскости на себя, при котором расстояние между любыми двумя точками равно расстоянию между их образами.

Свойства движений:
44. Движение переводит любую прямую в прямую.

45. Движение переводит любой угол в равный угол.

46. Композиция (последовательное применение) двух движений есть движение.

47. Преобразование, обратное движению, есть движение.

48. Тождественное преобразование (преобразование, оставляющее каждую точку на месте) есть движение.

Определение. Совокупность преобразований, удовлетворяющая свойствам 3-5, называется группой движений.
Определение. Параллельным переносом на вектор 
[image: image35.wmf]n
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 называется преобразование плоскости, которое каждую точку А переводит в такую точку А1, что 
[image: image36.wmf]n
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49. Докажите, что параллельный перенос является движением.

50. Найдите а) композицию двух параллельных переносов;
б) преобразование, обратное к параллельному переносу.

51. Является ли множество всех параллельных переносов группой?

52. Даны две пересекающиеся прямые a и b и отрезок CD. Построить параллелограмм ABCD, вершины A и B которого лежат соответственно на a и b.

53. а) На плоскости заданы две окружности, которые  пересекаются в точках А и В, и отрезок длины а. При помощи циркуля и линейки построить прямую, проходящую через точку А и вторично пересекающую окружности в точках C и D таких, что CD = a.

б) Описать около треугольника АВС треугольник, равный данному треугольнику MNK.

54. Фигура на клетчатой бумаге имеет площадь 1. Доказать, что можно выполнить параллельный перенос фигуры так, чтобы эта фигура не накрывала ни одной из вершин клеток (клетки имеют единичные стороны).

Для самостоятельного решения

55. Даны две параллельные прямые и точка между ними. Построить окружность, касающуюся данных прямых и проходящую через данную точку.

56. Докажите, что среди всех четырехугольников с заданными диагоналями и углом между ними наименьший периметр имеет параллелограмм.

К зачету

57. Построить четырехугольник по углам и диагоналям.

58. Фигура на клетчатой бумаге имеет площадь N. Доказать, что можно выполнить параллельный перенос фигуры так, чтобы эта фигура накрывала а) не менее N вершин клеток; б) не более N вершин клеток (клетки имеют единичные стороны).

Поворот

9 июля
@


Определение. Поворотом вокруг точки О на угол ( называется преобразование плоскости, переводящее каждую точку А в такую точку А1, что ОА = ОА1 и угол между лучами ОА и ОА1 (т.е. угол, отсчитываемый против часовой стрелки от луча ОА к лучу ОА1) равен (, 0 ≤ ( ≤ 3600.

59. Докажите, что поворот является движением.

60. Докажите, что если прямая а при повороте на угол ( переходит в прямую а1, то один из углов между а и а1 равен ( при 0 ( ( < 180o и ( – 180o при 180 ( ( < 360o.

61. Докажите, что композиция поворотов вокруг точки О на углы ( и ( есть поворот вокруг О на угол ( + ( (или ( + (  – 360о).

62. Найдите преобразование, обратное к повороту вокруг точки О на угол (.

63. Является ли группой множество всех поворотов с данным центром?

64. Даны прямые a и b и точка О. Построить равносторонний треугольник ОАВ, вершины А и В которого лежат на прямых a и b соответственно.

65. В треугольнике, все углы которого меньше 120о, найти точку, сумма расстояний от которой до вершин треугольника минимальна.

66. Внутри квадрата ABCD взята точка Р. Из вершины А опущен перпендикуляр на BР, из В – на СР, из C – на DР, из D – на АР. Докажите, что все четыре перпендикуляра (или их продолжения) пересекаются в одной точке.

Для самостоятельного решения

67. Точка М лежит на дуге АВ описанной окружности правильного треугольника АВС. Докажите, что МС = МА + МВ.

68. На сторонах ВС и CD квадрата ABCD взяты точки М и К соответственно, причем ( ВАМ = ( МАК. Докажите, что ВМ + КD = АК.
69. В круге проведена ломаная с концами на его границе, делящая его площадь пополам. Докажите, что ее длина не меньше диаметра круга.

Осевая симметрия

10 июля

@


Определение. Осевой симметрией относительно прямой l называется преобразование, переводящее каждую точку А в такую точку А1, что прямая l перпендикулярна отрезку АА1 и проходит через его середину.

70. Докажите, что осевая симметрия является движением.

71. Найдите композицию осевых симметрий относительно параллельных прямых a и b.

72. Найдите композицию осевых симметрий относительно пересекающихся прямых a и b.
73. Постройте треугольник АВС, если заданы точки А, В и прямая, на которой лежит биссектриса угла С.

74. Среди треугольников с фиксированной стороной и суммой двух других сторон найти треугольник наибольшей площади.

75. На сторонах ВС, СА, АВ остроугольного треугольника АВС выбрать точки А1, В1, С1 так, чтобы периметр треугольника А1В1С1 был наименьшим.

76. Постройте треугольник АВС по сторонам a, b и разности углов А и В.

Для самостоятельного решения

77. Постройте четырехугольник ABCD, у которого диагональ АС является биссектрисой угла А, зная длины его сторон.

78. Дан острый угол MON и точки X, Y во внутренней области угла. Постройте на стороне ОМ точку А, на стороне ON – точки В и С так, чтобы треугольник АВС был равнобедренным с основанием АС, а точки X и Y лежали на его сторонах.

Классификация движений

13 июля

@


Теорема Шаля. Любое движение является либо параллельным переносом, либо поворотом, либо симметрией, либо композицией симметрии и параллельного переноса на вектор, параллельный оси симметрии (скользящей симметрией).

79. Докажите, что если движение оставляет неподвижными три точки, не лежащие на одной прямой, то оно является тождественным преобразованием.

80. Докажите, что если два движения одинаково действуют на трех точках, не лежащих на одной прямой, то они совпадают.

81. (Лемма о двух гвоздях) Даны две пары точек А, В и А1, В1, причем АВ = А1В1 > 0. Докажите, что существует не более двух движений, переводящих А в А1, В в В1, одно из которых сохраняет ориентацию, а другое меняет.

Пусть g – движение, отличное от тождественного. Тогда найдется точка А, которая не совпадает со своим образом. Пусть В = g(A), C = g(B).
82. Докажите, что если точки А, В, С не лежат на одной прямой, то g – поворот либо скользящая симметрия.

83. Докажите, что если точка С лежит на прямой АВ и не совпадает с А, то g – параллельный перенос либо скользящая симметрия.
84. Докажите, что если точка С совпадает с А, то g – поворот либо симметрия.
85. Докажите теорему Шаля.

Композиция движений

14 июля

@

86. 
Найдите композицию поворота на угол ( и параллельного переноса.

87. Представьте поворот в виде композиции осевых симметрий.

88. Найдите композицию двух поворотов с различными центрами.

89. Стороны четырехугольника проходят через вершины параллелограмма (на каждой стороне лежит одна вершина). Докажите, что если три стороны делятся соответствующими вершинами пополам, то и четвертая делится пополам.

90. На сторонах СА и CВ треугольника АВС вне его построены квадраты CAMN и CBPQ. Точка D – середина MP. Докажите, что треугольник ABD – прямоугольный равнобедренный.

91. На сторонах треугольника вне его построены равносторонние треугольники. Докажите, что центры этих треугольников являются вершинами равностороннего треугольника. 

Для самостоятельного решения

92. Докажите, что любое движение можно представить в виде композиции не более чем трех осевых симметрий.

93. Постройте выпуклый пятиугольник по серединам его сторон.

К зачету

94. Докажите, что если плоская фигура имеет ровно две оси симметрии, то эти оси перпендикулярны.

95. Докажите, что если многоугольник имеет несколько (больше двух) осей симметрии, то все они пересекаются в одной точек.

Гомотетия

18 июля
@


Определение. Гомотетией называется преобразование плоскости, переводящее точку Х в точку Х1 такую, что 
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 (точка О и число k ≠ 0 фиксированы). Точку О называют центром гомотетии,  а число k – коэффициентом гомотетии. Две фигуры называют гомотетичными, если одна из них переходит в другую при некоторой гомотетии.
96. Докажите, что при гомотетии прямая переходит в параллельную прямую или в себя.

97. Выпуклый четырехугольник разбит диагоналями на четыре треугольника. Докажите, что точки пересечения медиан треугольников являются вершинами параллелограмма.

98. Докажите, что при гомотетии окружность переходит в окружность.

99. Две окружности касаются в точке К. Прямая, проходящая через точку К, пересекает эти окружности в точках А и В. Докажите, что касательные к окружностям, проведенные через точки А и В, параллельны.

100. Найти геометрическое место середин хорд окружности, проходящих через заданную точку А окружности.

101. На окружности фиксированы точки А и В, а точка С движется по этой окружности. Найти геометрическое место точек пересечения медиан треугольника АВС.

102. Построить образ треугольника АВС при гомотетии с центром в точке пересечения его медиан и коэффициентом 
[image: image38.wmf]2
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103. Доказать, что в произвольном треугольнике точка М пересечения медиан, ортоцентр Н и центр описанной окружности О лежат на одной прямой (прямая Эйлера), причем М расположена между О и Н и МН = 2ОМ.

104. а) Докажите, что если окружность имеет общие точки со всеми сторонами треугольника, то ее радиус не меньше радиуса вписанной окружности.

б)  Пусть R и r – радиусы описанной и вписанной окружностей треугольника. Докажите, что R ( 2r, причем равенство достигается только для равностороннего треугольника.

Для самостоятельного решения

105. Дан угол АВС и точка М внутри его. Постройте окружность, касающуюся сторон угла и проходящую через точку М.

106. Докажите, что для двух неравных окружностей существуют две гомотетии, переводящие первую окружность во вторую.

107. Вписанная окружность треугольника АВС касается стороны AС в точке D, DM – ее диаметр. Прямая ВМ пересекает сторону АС в точке К. Докажите, что АК = DC. 

108. Докажите, что любой выпуклый многоугольник Ф содержит два непересекающихся во внутренних точках многоугольника Ф1 и Ф2, подобных Ф с коэффициентом 
[image: image39.wmf]2
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Ортоцентр, ортотреугольник и окружность девяти точек

19 июля
@

109. 
Пусть H – ортоцентр непрямоугольного треугольника АВС. Докажите, что каждая из четырех точек А, В, С, Н является ортоцентром треугольника, образованного тремя другими точками.

110. Докажите, что если АА1 и ВВ1 – высоты остроугольного треугольника АВС, то треугольники СА1В1 и САВ подобны.

111. Докажите, что ортоцентр остроугольного треугольника является центром окружности, вписанной в его ортотреугольник.

112. Докажите, что точки, симметричные ортоцентру окружности а) относительно середин его сторон; б) относительно прямых, содержащих его стороны; лежат на описанной окружности треугольника.

113. Пусть H – ортоцентр непрямоугольного треугольника АВС. Докажите, что окружности, описанные около треугольников АВН, ВСН, АСН, равны.

114. Пусть H – ортоцентр непрямоугольного треугольника АВС. Найдите образ при гомотетии с центром Н и коэффициентом 2 окружности, описанной около ортотреугольника треугольника АВС.

115. Докажите, что в любом треугольнике середины сторон, основания высот и середины отрезков, соединяющих ортоцентр с вершинами, лежат на одной окружности с центром в середине отрезка ОН (О – центр описанной окружности, Н – ортоцентр) и радиусом, равным половине радиуса описанной около треугольника окружности (окружность девяти точек).

Для самостоятельного решения

116. Точка М симметрична центру О описанной около треугольника АВС окружности относительно прямой ВС. Докажите, что АОМН – параллелограмм.

117. Постройте треугольник по двум углам и а) периметру, б) сумме биссектрис.

118. На описанной окружности треугольника ABC отмечена точка‎‎‏ P. Пусть A1, B1 и C1 ― основания перпендикуляров, опущенных из точки P на прямые BC, AC и AB соответственно. Докажите, что точки A1, B1 и C1 лежат на одной прямой (эта прямая называется прямой Симсона).
119. AA1 и BB1 – высоты треугольника ABC, H – его ортоцентр. Описанная окружность треугольника ABC вторично пересекается с описанной окружностью треугольника CA1B1 в точке P. Докажите, что прямая PH делит сторону AB пополам.

Индукция 1

4 июля

@

1. 
(Старинная задача) Вася хочет купить мороженое, которое стоит больше 8 копеек. Докажите, что он сможет заплатить требуемую сумму трех- и пятикопеечными монетами без сдачи.

2. Докажите по индукции, что сумма кубов трех последовательных натуральных чисел делится на 9.

3. На плоскости проведены n прямых, проходящих через одну точку. Докажите, что они разбивают плоскость на 2n областей.

4. Докажите, что число 11…1 (n единиц) делится на n при n = 9, 27, 81, 243.
5. Рассмотрим все обыкновенные дроби с числителем 1 и любым натуральным знаменателем (1/2, 1/3, 1/4, …). Докажите, что для любого n > 2 единицу можно представить в виде суммы n различных дробей такого вида.

6. Двое играют в игру. Игроки ходят по очереди, причем по правилам игра продолжается ровно n ходов. Ничьих не бывает. Докажите, что у одного из игроков есть выигрышная стратегия.
7. Пусть pn – n-е по порядку простое число (p1 = 2, p2 = 3, p3 = 5 и т.д.). Докажите, что при n > 12 выполняется неравенство pn > 3n.

8. Про число x известно, что x +1/x = 2004. Докажите, что xn + 1/xn – целое.
9. В трех бочках содержится в сумме 128 литров воды, причем в каждой – целое число литров. Разрешается выбрать две бочки и перелить из одной в другую столько воды, сколько там уже есть. Докажите, что можно собрать всю воду в одной бочке (если бочки достаточно большие).
Для самостоятельного решения

10. На доске написаны 100 цифр – нули и единицы (в любой комбинации). Разрешается выполнять два действия:

1)Заменять первую цифру (нуль на единицу и наоборот);

2)Заменять цифру стоящую после первой единицы.

Доказать что после нескольких таких операций можно получить любую комбинацию из ста нулей и единиц.
11. Докажите, что любое натуральное число, не превосходящее n!, можно представить как сумму не более n попарно различных слагаемых, каждое из которых является делителем числа n!

12. 2004 человека не знакомы между собой. Доказать, что их можно перезнакомить так, что ни у каких трёх людей не будет одинакового числа знакомых.

13. Из чисел от 1 до 2n – 1 выбрано n + 1 число. Докажите, что одно из выбранных чисел равно сумме двух других.

14. На сколько частей делится плоскость n прямыми общего положения?

Индукция 2

5 июля
@

1. 
Докажите тождества 

а) 12 – 22 + 32 – 42 + … – (2n)2 = – n(2n + 1);
б) 1 ( 21 + 2 ( 22 + … + n ( 2n = (n – 1) ( 2n + 1 + 2;

в) 13 + 23 + … + n3 = (1 + 2 + … + n)2.
2. Докажите, что при n > 4 верно неравенство 2n > 2n + 3.
3. Найдите сумму
а) 
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4. Докажите, что 4n – 3n – 1 делится на 9 при любом натуральном n.
5. (Неравенство Бернулли) Докажите, что при всех натуральных n и при x > – 1 выполняется неравенство (1 + x)n ( 1 + nx.

6. Число (
[image: image42.wmf]2
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 с целыми a и b. Докажите, что |a2 – 2b2| = 1.
7. Докажите, что для любого натурального n найдется n-значное число, составленное из цифр 1и 2, делящееся на 2n.
Для самостоятельного решения
8. Докажите, что при любом натуральном n число 11n + 1 + 122n – 1 делится на 133.

9. Найдите значение выражения 1 ( 1! + 2 ( 2! + … + n ( n!
10. При каких натуральных n верно неравенство 2n > n2?

Для зачета
11. На какую максимальную степень двойки делится число 3a – 1, где а = 22004?

12. Дана последовательность чисел а1, а2, …, аn, удовлетворяющая условиям
0 ( а1 ( а2 ( 2а1
а2 ( а3 ( 2а2
…

аn – 1 ( аn ( 2аn – 1
Доказать, что в сумме S = ( а1 ( а2 ( … ( аn можно выбрать знаки + и – так, чтобы выполнялось неравенство 0 ( S ( а1.
Индукция 3. Различные схемы индукции

6 июля
@


Индукционный переход от n = k – 1 и n = k к n = k + 1.

1. Про число x известно, что x + 1/x = 2004. Докажите, что xn + 1/xn – целое.

Индукционный переход от n ≤ k к n = k + 1.
2. Стороны произвольного выпуклого многоугольника покрашены снаружи (каждая вершина считается покрашенной). Проводим несколько диагоналей многоугольника. Каждая из этих диагоналей покрашена с одной стороны. (То есть с одной стороны отрезка проведена узкая цветная полоска). Докажите, что хотя бы один из многоугольников, на которые разбит диагоналями исходный многоугольник, весь покрашен снаружи.

3. Определите сумму внутренних углов n – угольника (не обязательно выпуклого).

4. (Неравенство Коши) Для произвольных положительных чисел a1, a2, ... an справедливо неравенство Коши 
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, причём равенство достигается только тогда, когда все числа равны между собой. Докажите это неравенство для случая 

а) n = 2, б) n = 4, в) n = 3, г) n = 2m, д) произвольного n.

Двойная индукция.

5. Докажите, что 2m + n – 2 ( mn при любых натуральных m и n.

6. Даны положительные числа a1, a2, …, am, b1, b2, …, bn, причем a1 + a2 + …+ am = b1 + b2 + … + bn. Докажите, что в пустую таблицу из m строк и n столбцов можно поставить не более m + n – 1 положительное число так, чтобы сумма чисел в i-той строке равнялась ai, а сумма чисел в k-том столбце равнялась bk.
Для самостоятельного решения

7. В компании из n > 3 человек каждый узнал новый анекдот. За один телефонный разговор двое сообщают друг другу все известные им анекдоты. Доказать, что за 2n – 4 телефонных звонка все могут узнать все анекдоты.

8. Плоскость разрезана на части n > 3 прямыми общего положения. Доказать, что одна из частей – треугольник.

9. В стране n городов, любые два из которых соединены авиалинией. Все авиалинии были приватизированы частными компаниями, при этом из любых трех авиалиний, образующих треугольник, хотя бы две проданы одной и той же компании. Каким может быть число компаний?

10. В каждой вершине выпуклого 2003-угольника размещены жетоны, на каждом из которых написано целое число (на разных жетонах числа могут быть и разными и одинаковыми). Сумма всех чисел равна 1. Выбирают вершину и собирают жетоны, двигаясь против часовой стрелки до тех пор, пока сумма чисел на собранных жетонах положительна. Можно ли выбрать вершину так, чтобы, стартуя с неё, собрать все жетоны?

К зачету

11. Восьмого марта каждая из n учительниц пришла в школу с букетом из одного цветка. При этом оказалось, что все цветы разные. Каждая учительница может подарить любой другой учительнице все или часть имеющихся у нее цветов. Нельзя дарить букет, если букет, состоящий из точно тех же цветов, в этот день уже кому-то дарили. Какое наибольшее количество букетов могло быть подарено?

Зацикливание
8 июля
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120. 
На доске написано число 76. Каждую минуту число стирают с доски и на его место записывают произведение его цифр, увеличенное на 12. Какое число окажется на доске через час?

121. ЛМШонок решил сдать Андрею Григорьевичу задачу. А.Г. оставил на дверях всех комнат корпуса №15 записки следующего содержания: «Я в комнате № …» и исчез в неизвестном направлении. (Разные записки могут сообщать разную информацию). ЛМШонок начал поиски А.Г. с 10-ой комнаты, руководствуясь этими указаниями. а) Докажите, что с некоторого момента он начнет двигаться по циклу. б) Можно ли утверждать, что ЛМШонок когда-нибудь вернётся в 10-ую комнату? в) Верно ли это утверждение, если все записки различны?

122. В тридесятом царстве ни одна из дорог не заканчивается тупиком. Рыцарь, Любящий Постоянство, выезжает из своего замка и, доезжая до любого перекрестка, едет по самой левой дороге. Докажите, что в конце концов он попадет таким образом обратно в свой замок.

123. В той же стране живёт Рыцарь, Любящий Разнообразие. Он выезжает из своего замка и на каждом перекрёстке по очереди поворачивает то на самую правую, то на самую левую дорогу. Докажите, что его маршрут зациклится, и он попадёт в свой замок.

124. Докажите, что правильная дробь со знаменателем 97 выражается десятичной дробью с периодом не более 96.

125. В последовательности 2004600… каждая цифра, начиная с пятой, равна последней цифре суммы четырех предшествующих цифр. Встретится ли в этой последовательности четверка а) ещё раз 2004, б) 2200, в) 2003?

126. Докажите, что если натуральное число n не делится ни на 2, ни на 5, то десятичное разложение дроби 1/n не имеет предпериода.

Для самостоятельного решения

127. Установлено, что погода на планете Киль-Виш в данный день полностью определяется предыдущей неделей. Варианты погоды: магнитная буря, метеоритный дождь, штиль. Последнюю неделю шел метеоритный дождь. Докажите, что «дождливые» недели всегда были и будут.

128. Некоторая комбинация поворотов граней вывела кубик Рубика из собранного положения. Докажите, что кубик можно снова собрать, повторив эту же комбинацию еще несколько раз.

129. По кругу стоит несколько коробочек. Каждая из ни может быть пустой или содержать один или несколько шариков. Сначала из какой-то коробочки берутся все шарики и раскладываются по одному по часовой стрелке, начиная со следующей коробочки. На следующем ходу раскладывают шарики из той коробочки, в которую попал последний шарик на предыдущем ходу, и т.д. Докажите, что в какой-то момент повторится начальное расположение шариков.

Задачи к зачёту

130. На проволоку, имеющую форму окружности, насажено несколько стальных шариков одинакового размера. В некоторый момент шарики начинают двигаться с одинаковыми скоростями, но некоторые – по часовой стрелке, а некоторые – против. Сталкиваясь, шарики разлетаются с теми же скоростями в противоположные стороны. Докажите, что через некоторое время расположение шариков на окружности совпадет с исходным, если: а) шарики неразличимы; б) все шарики различны (скажем, разного цвета).

Малая теорема Ферма
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131. 
Составьте таблицу умножения ненулевых остатков по модулю 4, 5, 6, 7. Почему в одних таблицах встречаются нули, а в других – нет?

132. а) Докажите, что если модуль – простой, то в каждой строке и в каждом столбце таблицы умножения остатков все числа различны. ( То есть каждая строка таблицы содержит все ненулевые остатки,  переставленные в другом порядке.)

б) Докажите, что если р – простое число, и p > а > 0 , то:
а ( 2а ( 3а ( … ( (p – 1)a ≡ (p – 1)! (mod p)
в) (Малая теорема Ферма) Докажите, что если р – простое число и а не делится на р, то ap – 1 ≡ 1 (mod p).

133. Пусть р – простое число.

а) Сколькими способами можно покрасить вершины правильного p-угольника в n цветов, где n – взаимно простое с p?

б) А если способы, отличающиеся друг от друга поворотом многоугольника вокруг его центра, считаются одинаковыми?

в) Выведите из пункта б) малую теорему Ферма.

134. Найдите остаток от деления а) 2100 на 101; б) 7102 на 101; в) 8900 на 29.

135. Докажите, что 162п + 1 + (2п + 1)16 делится на 17, если (2п + 1) на 17 не делится.

136. Докажите, что если п – натуральное число не кратное 17, то одно из чисел (п8 + 1), (п4 + 1), (п2 + 1), (п + 1), (п – 1) делится на 17.

137. Докажите, что (17120 – 1) делится на 143.

138. p – простое число большее 5. Докажите, что 11111…11 ( р – 1 единица ) делится на р.

139. (теорема Вильсона) (р – 1)! +1 делится на р тогда и только тогда, когда р – простое число.
Для самостоятельного решения

140. Докажите, что 33000 – 1 делится на 1001

141. а) Математические хулиганы Гриша и Вова катаются на лифте 17-этажного дома. Они садятся в лифт на этаже с номером n, (n ≠ 17) и едут на этаж, номер которого равен остатку от деления n2 на 17. После этого они умножают на n номер этажа, на котором оказались, и едут на этаж с номером, равным остатку от деления на 17 полученного произведения. На каком этаже может закончиться пятнадцатая поездка?

б) Вове и Грише надоело вспоминать, с какого этажа они начали путешествие, и теперь они просто возводят в квадрат номер этажа, на котором находятся, и едут на этаж с номером, равным остатку от деления результата на 17. Какое максимальное количество поездок удастся им совершить таким способом?

142. Докажите, что n2 + 1 не делится на 7, 11,… (простые числа вида 4k + 3).

Неравенства 1
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143. 
Докажите неравенства:

а) 
[image: image45.wmf];
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б) 
[image: image46.wmf]3
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144. Сравните два числа: а) 240 и 328 ; б) 2100 + 3100 и 4100.
145. 
[image: image47.wmf].
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146. Докажите, что а) 1,011000 ( 11; б) 1,011000 ( 1000.
147. а) Докажите, что для неотрицательных x и y выполняется 
[image: image48.wmf];
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б) Докажите, что для положительных x и y выполняется 
[image: image49.wmf]2
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в) Докажите, что для положительных x и y выполняется 
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148. В отряде восьмого класса было 70 человек. Разъехавшись по домам, каждая девочка отправила открытку каждому мальчику отряда. Какое наибольшее число открыток могло быть отправлено?

149. Докажите неравенство: x2 + y2 + z2 ≥ xy + yz + zx.
150. Для неотрицательных чисел a, b и c докажите (a + b)(b + c)(c + a) ≥ 8abc.
151. Докажите, что при любых положительных числах a, b, c и d выполнено неравенство:
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Для самостоятельного решения

152. Докажите, что существует такое натуральное число N, что верно неравенство 
[image: image52.wmf]2004
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153. Докажите, что для любых чисел a1, a2, …, an одного знака и больших –1 выполняется неравенство (1 + a1)(1 + a2)…(1 + an) ( 1 + a1 + a2 +…+ an.
154. Докажите, что при натуральном n имеет место неравенство 
[image: image53.wmf]n
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155. Пусть a, b, c – положительные целые числа, причем 
[image: image54.wmf]b
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156. 
Пусть x1 > x2, y1 > y2. Что больше: x1y1 + x2y2 или x1y2 + x2y1?
157. Пусть a1 > a2 > a3, b1 > b2 > b3. Что больше: a1b1 + a2b2 + a3b3 или a1b2 + a2b3 + a3b1?

158. (Транснеравенство) Пусть a1 ( a2 ( …( an, b1 ( b2 (…( bn, c1, c2, …, cn — некоторая перестановка чисел b1, b2, …, bn.  Докажите, что тогда a1b1 + a2b2 +…+ anbn ( a1c1 + a2c2 +…+ ancn ( a1bn + a2bn–1 +…+ anb1. (Обратите внимание, что в отличие от многих других неравенств здесь числа не обязаны быть положительными.)

159. Докажите с помощью транснеравенства, что при a, b, c > 0 
[image: image56.wmf].
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160. Для положительных чисел x, y, z докажите неравенство
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Неравенство Коши. Для произвольных положительных чисел a1, a2, ... an справедливо неравенство Коши 
[image: image58.wmf]n
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, причём равенство достигается только тогда, когда все числа равны между собой.
161. Докажите, что при натуральных m и n выполнено неравенство 
[image: image59.wmf]n
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162. Найдите положительное x, при котором выражение 
[image: image60.wmf]5
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163. Докажите неравенство 
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 для положительных a, b и c.
Для самостоятельного решения

164. Пусть b1, b2, …, bn произвольная перестановка положительных чисел a1, a2, …, an. Докажите, что 
[image: image62.wmf]n
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165. Докажите, что при a, b, c
[image: image63.wmf]0
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166. Докажите, что для положительных a, b и c верно неравенство

[image: image65.wmf]27
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167. 
Пусть a1, a2, …, an – положительные числа. Докажите, что 
[image: image66.wmf]n
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168. Докажите, что если сумма двух положительных чисел фиксирована, то при их сближении произведение возрастает, а сумма квадратов и сумма обратных величин убывает.

169. Пусть a1, a2, …, an – положительные числа. Докажите, что 
[image: image67.wmf]222
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170. Пусть x, y, z – неотрицательные числа, x + y + z = 1/2. Докажите, что 
[image: image68.wmf]111
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171. Для положительных чисел x1, x2, …, xn с суммой 1 докажите неравенство 
[image: image70.wmf]12
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172. a) Пусть a1, a2, …, an – положительные числа, меньшие 1. Докажите, что 
[image: image71.wmf]12
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, где s = a1a2…an;

б) Докажите, что если a1, a2, …, an больше 1, то выполняется неравенство с противоположным знаком.
173. Докажите, что 
[image: image72.wmf]27
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, где x, y, z ( 0 и x + y + z = 1.
Для самостоятельного решения

174. Докажите, что 
[image: image73.wmf]n
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, если х1, х2, …, xn – положительные числа, n ≥ 2 и х1 + х2 + … + хn = 1.
175. Пусть a1, a2, …, an – положительные числа, a1 + a2 + … + an = s. Докажите, что (1 + a1)(1 + a2)…(1 + an) ( 1 + s + s2/2! + … + sn/n!

176. Для положительных чисел x, y, z таких, что x + y + z = xyz, докажите неравенство 
[image: image74.wmf].
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Рассмотрим неравенство 
[image: image75.wmf]12n
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Определение. Неравенство называется однородным степени k, если 
[image: image76.wmf]k
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Определение. Неравенство называется симметрическим, если для любой перестановки 
[image: image77.wmf]12n
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Определение. Неравенство называется циклическим, если выполняется равенство 
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177. (Неравенства о средних) Для положительных чисел a1, a2, …, an докажите неравенства
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178. Докажите что для любых положительных чисел a, b и c выполнено неравенство 
[image: image82.wmf]444222222222
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179. Докажите неравенства для положительных чисел a и b: а) 
[image: image83.wmf]b
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180. Докажите, что

а) 
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 для положительных 
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б) 
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 для положительных 
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181. Докажите, что для любых положительных чисел a, b и c выполнено неравенство 
[image: image89.wmf]
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182. Докажите, что для любых положительных чисел a1, a2, …, an выполнено неравенство 
[image: image91.wmf]n
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Для самостоятельного решения

183. Докажите, что для любых положительных чисел a, b, c и d выполнено неравенство 
[image: image92.wmf]cd
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184. Докажите, что для любых положительных чисел 
[image: image93.wmf]123
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 выполняется неравенство 
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Геометрические неравенства
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Обозначения, принятые в листке: a, b, c – стороны ВС, АС, АВ треугольника АВС.
185. При каких значениях x, y, z:

а) существует треугольник, длины медиан которого равны x, y, z;
б) существует треугольник, длины высот которого равны x, y, z;
в) существует треугольник, длины отрезков касательных от вершин до вписанной окружности которого равны x, y, z?

186. Выразите длины x, y, z отрезков касательных от вершин А, В, С до вписанной окружности через длины сторон a, b, c треугольника.

187. Выразите через длины x, y, z отрезков касательных от вершин до вписанной окружности площадь S треугольника, радиусы R и r описанной и вписанной окружностей.
188. Докажите неравенства:
а) 
[image: image95.wmf]S
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189. Круг разрезан по хорде АВ. Как вырезать из одной из полученных частей треугольник АВС максимальной площади?

190. Докажите, что среди всех треугольников, вписанных в данный круг, наибольшую площадь имеет равносторонний.
191. Докажите, что если многоугольник со сторонами а1, а2, …, аn вписан в данный круг, то в данный круг можно вписать также многоугольник со сторонами c1, c2, …, cn , где c1, c2, …, cn – некоторая перестановка чисел a1, a2, …, an.
192. Докажите, что площадь любого вписанного в данный круг n-угольника, не больше площади вписанного в этот круг правильного n-угольника.

Для самостоятельного решения

193. Докажите неравенства:
а) 
[image: image97.wmf]222222444
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194. Найти треугольник наибольшей площади при фиксированном периметре.

195. Найти четырехугольник наибольшей площади при фиксированном периметре.

Комбинаторика-1
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Определение. Числом сочетаний из n элементов по k элементов 
[image: image99.wmf](
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 называется количество способов выбрать из множества, содержащего n элементов, подмножество, содержащее k элементов.

196. Докажите, что 
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197. Докажите, что произведение k последовательных натуральных чисел делится на k!

198. Докажите, что 
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 а) алгебраически; б) с помощью определения 
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199. Докажите, что 
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 а) алгебраически; б) с помощью определения 
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200. (Бином Ньютона). Докажите, что (a + b)n = 
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 а) алгебраически; б) с помощью определения 
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201. Докажите, что 
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202. Как с помощью формулы из предыдущей задачи записать (a + b)5, (a – b)6?
203. Вычислите 
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204. Докажите, что 
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 а) с помощью определения 
[image: image110.wmf]k
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205. Докажите, что 
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Для самостоятельного решения

206. В разложении (a + b)n по формуле бинома Ньютона второй член оказался равен 240, третий – 720, а четвертый – 1080. Найдите a, b и n.
207. Докажите, что 
[image: image112.wmf]p0p1p1p0
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208. Докажите, что 
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Комбинаторика-2
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209. 
[image: image1.jpg]


Сколькими способами, двигаясь по следующей таблице от буквы к букве можно прочитать слово «квадрат»?
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210. Докажите, что каждое внутреннее число в треугольнике Паскаля равно сумме двух чисел, стоящих над ним.

211. Докажите, что каждое число в треугольнике Паскаля равно количеству путей, ведущих к нему из вершины треугольника, если каждый ход ведет вправо вниз или влево вниз.

212. Докажите, что в любой строчке треугольника Паскаля сумма чисел, стоящих на четных местах, равна сумме чисел, стоящих на нечетных местах.

213. Докажите, что каждое число в треугольнике Паскаля равно сумме чисел предыдущей правой диагонали (линии, параллельной правой стороне треугольника), начиная с самого левого вплоть до стоящего справа над числом а.

214. Докажите, что для любого простого p и k ≠ 0, k ≠ p число 
[image: image114.wmf]k
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 делится на p.
215. а) Докажите, что 
[image: image115.wmf]1212
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 для простого числа p и целых чисел а1 и а2.

б) Докажите, что 
[image: image116.wmf]1212
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 для любого натурального n, простого числа p и целых чисел а1, а2, … аn.
в) Докажите Малую теорему Ферма, используя пункт б).

216. Докажите, что все числа
[image: image117.wmf]2
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, где 0 < k < 2n, четны, а все числа 
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Для самостоятельного решения

217. Докажите, что каждое число в треугольнике Паскаля, уменьшенное на 1, равно сумме всех чисел, заполняющих параллелограмм, ограниченный левой и правой диагоналями, на пересечении которых стоит число (сами диагонали в параллелограмм не включаются).

218. Имеется куб размером 10×10×10, состоящий из маленьких единичных кубиков. В центре О одного из угловых кубиков сидит кузнечик. Он может прыгать в центр кубика, имеющего общую грань с тем, в котором кузнечик находится в данный момент, причем так, чтобы расстояние до точки О увеличивалось. Сколькими способами кузнечик может допрыгать до кубика, противоположного исходному?

219. Сколькими способами можно пройти из левой нижней клетки в правую верхнюю на третьем рисунке, ни разу не побывав ни на одной закрашенной клетке и двигаясь только вверх или вправо?

Решение линейных уравнений в целых числах

15 июля
@

220. 
а) Докажите, что НОД любых двух чисел a и b можно представить в виде: НОД(a, b) = ax + by.
б) Найдите такое представление для НОД(115, 79).

221. а) Фальшивомонетчики Вася и Петя изготовили кучу купюр номиналом в 23 и 35 рублей. Докажите, что этими купюрами они могут заплатить друг другу любую сумму в целое число рублей, если нужно, давая сдачу такими же купюрами.
б) Окрыленные успехом, Вася и Петя нарисовали кучу купюр номиналом в 15 и 27 долларов. Докажите, что теперь уже нельзя (даже со сдачей) заплатить ими любую сумму в целое число долларов. А какие суммы все же можно ими выплатить?

222. Решите в целых числах уравнение 2x – 3у = 1:

а) найдите какое-нибудь одно решение;

б) найдите все решения.
223. а) Докажите, что уравнение ax + by = с имеет хотя бы одно решение в целых числах тогда и только тогда, когда с делится на НОД(a, b).

б) Найдите все решения уравнения ax + by = с.
224. Решите в целых числах уравнение 5x – 7у = 3.
225. Остап Бендер организовал раздачу слонов населению. На раздачу явилось 11 членов профсоюза и 15 не членов, причем Остап раздавал слонов поровну всем членам профсоюза и поровну не членам (всем хотя бы по одному слону). Оказалось, что существует лишь один способ такой раздачи (так, чтобы раздать всех слонов). Какое наибольшее число слонов могло быть у O.Бендера?

226. Отряд 8 класса ходил купаться на реку через большой песчаный пляж. Шедший последним Андрей Григорьевич для проверки численности дошедших провел на песке две черты на расстоянии 10 метров друг от друга, и насчитал между ними ровно 559 следов. Сколько восьмиклассников ходило на реку, если известно, что длина шага каждого из них составляет 55 см?

Для самостоятельного решения
227. Старательный Петя задумал натуральное число, умножил его на 51, затем поделил его с остатком на 544 и получил в остатке 13. Могло ли такое произойти?

228. На бесконечной шахматной доске стоит Бешеная Черепаха. Она может прыгать «уголком» 4 на 5 клеток. Докажите, что на какой бы клетке ни пытался укрыться от нее Олег Игоревич, она сможет укусить его за пятку.
229. Решите в целых числах уравнения:

а) – 7x + 4y + 9z = 89;
б) 10x + 13y + 8z = 143.
Последовательность Фибоначчи

19 июля
@

230. 
Фибоначчи приобрел пару кроликов. Природа кроликов такова, что каждая пара кроликов раз в месяц производит на свет еще пару кроликов, а новорожденные приносят первое потомство уже через два месяца после рождения. Сколько пар кроликов будет у Фибоначчи через год?

231. Бесконечная дорожка разрезана на квадратики. Перед первым из квадратиков стоит лягушка, которая умеет прыгать прыжками двух типов – длинным и коротким. Коротким прыжком лягушка перепрыгивает на соседний квадратик, а длинным перепрыгивает через квадратик. Найдите число различных маршрутов, которыми лягушка может допрыгать до десятого квадрата; до пятнадцатого квадрата.

Определение. Последовательность 
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 называется последовательностью Фибоначчи.

232. Докажите рекуррентные свойства чисел Фибоначчи:

а)
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233. (Формула Бине) Докажите, что 
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Свойства делимости для чисел Фибоначчи: 

234. НОД(
[image: image125.wmf]1

,

-

n

n

F

F

) = 1.

235. а) НОД
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б) НОД
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236. Докажите, что существует натуральное n такое, что 
[image: image131.wmf]n
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 кратно 2004.

Для самостоятельного решения

237. Докажите тождества:

а)
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238. Сколько есть способов разрезать прямоугольник 2(n на домино 2(1?

239. Найдите все такие натуральные n, что 
[image: image134.wmf]n
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 кратно 13.

240. Докажите, что любое натуральное число можно представить в виде суммы нескольких различных чисел Фибоначчи.
Для зачета

241.  Некто загадал натуральное число n ≤ 144. Разрешается задать ему 10 вопросов вида «верно ли, что n ≤ a?» Загадавший дает ответы с задержкой: ответ на i–й вопрос следует лишь после задания (i + 1)-го вопроса (i = 1, 2, …, 9). Ответ на десятый вопрос дается сразу после его задания. Приведите алгоритм отгадывания числа n.

Ориентированные графы
20 июля
@

242. 
Предание гласит, что в Валиноре есть озёра, соединённые между собой реками. Из каждого озера вытекает 3 реки, и в каждое озеро впадают 2 реки. Можно ли верить этому преданию?

243. В Мории некоторые подземные города соединены между собой дорогами с односторонним движением. Известно, что, выйдя из любого города, в него нельзя вернуться. Докажите, что есть город,

а) из которого не выходит ни одной дороги; б) в который не входит ни одной дороги.

244. В России некоторые города связаны между собой дорогами так, что из любого города можно добраться до любого другого. Докажите, что президент Путин может ввести на дорогах одностороннее движение так, чтобы из Москвы можно было доехать до любого города, не нарушая правил.

245. В Дойчляндии города соединены дорогами с односторонним движением так, что из каждого города выходит хотя бы одна дорога, и в каждый город входит хотя бы одна дорога. Докажите, что можно выехать из некоторого города и вернуться в него, соблюдая правила движения по дорогам.

246. Команды «Тайга» и «Тайгорубы» набрали в круговом волейбольном турнире одинаковое количество очков. Докажите, что найдутся команды A, B, и C такие, что A выиграла у B, B выиграла у C, а C выиграла у A.

247. В Акиреме n городов, каждые два из которых соединены дорогой. Президент Шуб хочет ввести на дорогах одностороннее движение так, чтобы, выехав любого города, в него больше нельзя было вернуться.

а) Докажите, что он сможет это сделать. б) Найдите количество способов таким образом ввести одностороннее движение.

248. В стране Джапан каждый город соединён с каждым дорогой с односторонним движением. Докажите, что найдётся город, из которого можно добраться в любой другой, проехав не более чем по двум дорогам.

Для самостоятельного решения

249. В пруд выпустили 40 голодных щук. Щука называется сытой, если она съела трех других щук. Съеденная сытая щука по-прежнему считается сытой. Какое максимальное число щук может насытиться?

250. Каждый из 450 депутатов Государственной Думы ударил ровно одного из своих коллег. Докажите, что можно выбрать 150 депутатов, среди которых никто никого не бил.

251. В Круизии каждый город соединён с каждым дорогой с односторонним движением. Докажите, что в Круизии существует (не обязательно замкнутый) маршрут, проходящий по разу через все города.

Игровой разнобой
21 июля

@
252. 
Илья и Женя играют в следующую игру: на доске написано число 60. За ход разрешается уменьшить имеющееся число на любой из его делителей. Проигрывает тот, кто получит ноль. Первым ходит Илья. Кто выигрывает при правильной игре?

253. Двое играют в следующую игру: первый ставит на произвольную клетку шахматной доски коня. Далее они по очереди, начиная с первого, делают ходы конем, причем первый может делать только «горизонтальные» ходы, а второй – только «вертикальные». Ни на одну клетку нельзя вставать дважды. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто выигрывает при правильной игре?

254. На доске написаны числа от 1 до 1000. Паша и Миша ходят по очереди. За ход можно вычеркнуть любое число и все его делители, которые еще не вычеркнуты. Выигрывает тот, кто вычеркнет последнее число. Первым ходит Паша. Кто выиграет при правильной игре?

255. Игра «щелк». Миша и Оля едят шоколадку размером M(N (MN ≠ 1). За один ход разрешается съесть произвольную дольку и все находящиеся левее и выше нее. Проигрывает тот, после чьего хода ничего не останется. Первым ходит Миша. Докажите, что Миша имеет выигрышную стратегию.
256. На доске написано число N. Двое играют в следующую игру: за один ход разрешается к уже имеющемуся числу добавить любой его делитель, отличный от него самого. Проигрывает тот, кто первым получит число, большее тысячи. Кто выигрывает при правильной игре, если a) N = 2; б) N = 7?
Для самостоятельного решения

257. Двойные шахматы. Двойные шахматы аналогичны обычным, но каждый из игроков ходит два раза подряд. Докажите, что играющий черными не имеет выигрышной стратегии.
258. На доске написано число N. Двое играют в следующую игру: за один ход разрешается к уже имеющемуся числу добавить любой его делитель, отличный от 1 и него самого. Проигрывает тот, кто первым получит число, большее миллиона. Кто выигрывает при правильной игре, если a) N = 20; б) N = 120?
259. На доске изображены 2n векторов. Миша и Оля по очереди берут себе по одному вектору (Миша ходит первым). Игра заканчивается через n ходов. Выигрывает тот, у кого длина суммы векторов больше. Кто выиграет при правильной игре? В каком случае возможна ничья?

Карусель
6 июля

@

Исходный этап

260. Расставьте в записи 4 ( 12 + 18 : 6 + 3 скобки так, чтобы получился наименьший возможный результат.
261. В равнобедренной трапеции со взаимно перпендикулярными диагоналями основания равны a и b. Чему равна высота трапеции?
262. Найдите все двузначные числа, у которых четвертая степень суммы цифр равна сумме цифр четвертой степени самого числа.
263. Две стороны треугольника равны 2 и 3. Какую длину должна иметь третья сторона, чтобы самый большой угол треугольника был как можно меньше?
264. Какое число стоит на 2004 месте в последовательности чисел: 1; 2; 2; 3; 3; 3; 4; 4; 4; 4; 5; 5; 5; 5; 5;…?
265. Средний возраст членов гимнастической секции – 11 лет, старосте секции – 17 лет, а средний возраст остальных членов секции – 10 лет. Сколько детей занимается в секции?
266. В первый сплав два металла входят в отношении 1:2, а в другой сплав – в отношении 2:3. Из скольких частей обоих сплавов можно получить третий сплав, содержащий эти же металлы в отношении 17:27? (Ответ дать в виде отношения долей этих двух сплавов)
267. Сумму двух трехзначных натуральных чисел поделили на модуль их разности. Получилось четное число. Какое наибольшее значение оно могло принимать?
268. Цена за вход на стадион 30 рублей. Для увеличения дохода были снижены цены, при этом количество посетителей увеличилось наполовину, а доход – на четверть. На сколько рублей была снижена цена на билет?
269. Сколько существует четырехзначных чисел, которые при зачеркивании первой цифры уменьшаются в 9 раз?
270. Разделить прямоугольник размером 18(8 на две части так, чтобы из них можно было составить квадрат.
271. Решите ребус: БАРС = (Б + А + С)4.

272. Студент за пять лет учебы сдал 31 экзамен. В каждом следующем году он сдавал больше экзаменов, чем в предыдущем, а на пятом курсе – втрое больше, чем на первом. Сколько экзаменов он сдал на четвертом курсе?
273. Найти наибольшее трехзначное число, которое при делении на 43 дает остаток, равный частному.
Зачетный этап
274. Обезьяны несли Маугли орехи. По дороге они поссорились, и каждая обезьяна бросила в каждую по ореху. В результате Маугли досталось только 103 ореха. Известно, что каждая обезьяна несла одинаковое количество орехов. Сколько?
275. Сколько вершин может иметь выпуклый многоугольник, если известно, что число его диагоналей делится на число его вершин?
276. Какое слово зашифровано в числе 222122111121, если каждая буква заменена ее номером в русском алфавите.
277. Муха в полдень села на секундную стрелку часов и поехала, придерживаясь следующих правил: если она обгоняет какую-то стрелку или ее обгоняет какая-то стрелка (кроме секундной у часов есть часовая и минутная стрелки), то муха переползает на эту стрелку. Сколько кругов проедет муха в течение часа?
278. Из единичных кубиков составлен кубик размером 5×5×5. Какое наибольшее число кубиков можно из него удалить так, чтобы при взгляде на оставшуюся фигуру вдоль любого ребра был виден квадрат размером 5×5 без просветов? (Привести пример и объяснить, почему это наибольшее число.) 
279. Вычислить 
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280. Какие натуральные числа нельзя представить в виде суммы двух взаимно простых чисел, больших 1?
281. В треугольнике АВС сторона АС – наибольшая. На ней (а не на ее продолжении) отложены отрезки АК = АВ и СМ = СВ. Угол МВК равен 20(. Найдите угол АВС.
282. Сколько существует трехзначных чисел, у которых сумма любых двух цифр делится на третью?
283. Сто туристов из ста городов (по одному из каждого города) путешествуют по этим городам. Каждые два из них знакомятся во время пребывания в городе, чужом для обоих. Турист Вася посетил городов не меньше, чем каждый из остальных. Какое наименьшее число чужих городов мог посетить Вася, если любые два туриста познакомились между собой? (Привести пример и объяснить, почему это наименьшее число).
284. Какое наибольшее число ненулевых цифр можно выбрать так, чтобы  разность любых двух выбранных была не выбрана?
285.  Доску 8(8 замостили 21 плиткой 1(3 без наложений. Сколько различных положений могла иметь непокрытая клетка?
286. Несколько (больше одного) шахматистов провели между собой матч-турнир в несколько кругов (в одном круге каждый с каждым сыграл по одной партии). Во сколько кругов прошло это соревнование, если всего было сыграно 224 партии?
287. На берегу реки отгорожено забором место с трех сторон в форме прямоугольника. Длина всего забора – 10 км. Какую наибольшую площадь может иметь этот участок?
288. Даны натуральные числа А и В. Известно, что из следующих четырех утверждений: а) A + 1 делится на В; б) А = 2В + 5; в) А + В делится на 3; г) А + 7В – простое число; три верных, а одно – неверное. Найти все возможные пары чисел А и В.
289. В треугольнике АВС средняя по величине сторона отличается от каждой из остальных сторон на 1см. Найдите эти стороны, если известно, что биссектриса угла С пересекается с медианой угла В под прямым углом.
290. В кружки буквы М впишите все цифры от 1 до 9 так, чтобы все суммы из трех чисел, стоящих по линиям буквы, были равными и наименьшими из возможных. (Приведите пример и укажите сумму)
291. Найдите значения параметра а, при котором имеют общий корень уравнения х3 + ах + 1 = 0 и х4 + ах2 + 1 = 0.
292. Найдите угол А треугольника АВС, если он в три раза меньше угла ВОС, где О – центр вписанной в треугольник окружности.
293. Найдите наименьшее значение функции f(x) = |3x – 6| – |x + 1|.
Решения, указания по задачам «Карусели».
Исходный этап
294. (4 × 12 + 18) : (6 + 3) – число, на которое делим, должно быть максимальным из всех возможных, а число на которое умножаем, должно быть минимальным из всех возможных при наших условиях.
295. Проведя высоту через точку пересечения диагоналей, замечаем, что каждый из двух получившихся отрезков равен половине соответствующего основания (это высоты из вершин прямых углов в равнобедренных прямоугольных треугольниках). Следовательно, высота равна (a + b)/2.
296. Четвертая степень двузначного числа меньше 1004, т.е. содержит не более 8 знаков, а значит, ее сумма цифр не превышает 8 ( 9 = 72. Тогда сумма цифр самого двузначного числа не более 
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, а это либо 1, либо 2. Проверяя варианты чисел 10, 11, 20, находим два ответа – 10 и 11.
297. В случае равнобедренного треугольника со сторонами 2, 3, 3, два наибольших угла будут равны между собой, а в любом другом случае угол либо напротив стороны длины 3, либо напротив третьей стороны (если она окажется больше 3) будет еще больше.
298. Число n стоит на местах с (n – 1)(n/2 + 1 по n((n + 1)/2. Значит, на 2004 месте стоит число 63.
299. Пусть в секции N детей. Тогда получим уравнение: 11N = 10(N – 1) + 17. Отсюда N = 7.
300. Пусть взяли 3А частей первого сплава и 5В частей второго сплава. Тогда получим систему из двух уравнений с двумя неизвестными: А + 2В = 17 и 2А + 3В = 27. Решая ее, находим А = 3, В = 7. Соответственно количества частей относятся как 3А : 5В = 9:35.
301. Модуль разности не может равняться 1, так как иначе получаются числа разной четности и отношение не может быть равным четному числу. Следовательно, делили максимум 999 + 997 на минимум 2, т.е. наибольшее значение отношения равно 998.
302. Доход увеличился в 5/4 раза, а посещаемость в 3/2 раза, значит, цена билета изменилась в 5/4 : 3/2 = 5/6 раза, т.е. уменьшилась на шестую часть, равную 5 рублям.
303.  Обозначив число за 
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. При значениях числа а от 1 до 7 и будут получаться трехзначные числа 
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. Таким образом, существуют 7 чисел с нужным свойством.
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304.  См. рисунок.
305. Б+А+С не меньше 
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 и не больше 
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, т.е. больше 5 и меньше 10. Проверяя в качестве суммы этих трех цифр числа 6, 7, 8, 9, находим только один подходящий вариант 2401=(2+4+1)4.
306. Если студент на первом курсе сдал не более 2 экзаменов, то за пять лет он сдал не более 2 + 3 + 4 + 5 + 6 = 20 экзаменов – противоречие. Если студент на первом курсе сдал не менее 4 экзаменов, то за пять лет он сдал не менее 4 + 5 + 6 + 7 + 12 = 34 – противоречие. Значит, на первом курсе он сдал – 3 экзамена, на пятом – 9, а за три остальных курса –19 экзаменов. При этом возможны следующие варианты 4 + 5 + 10, 4 + 6 + 9, 4 + 7 + 8, 5 + 6 + 8, из которых условию удовлетворяют только два последних, а следовательно, на четвертом курсе он сдал 8 экзаменов.
307. Надо найти наибольшее трехзначное число, делящееся на 44, а это – 968.

Зачетный этап
308. Пусть k – число обезьян, x – количество орехов у каждой обезьяны. Тогда общее число орехов равно kx, с другой стороны, каждая обезьяна бросила по (k – 1) ореху, после чего осталось еще 103 ореха. Получим уравнение kx – k((k – 1) = 103. Т.к. 103 – простое, то либо k = 103 и x – k + 1 = 1, либо k = 1, x – k + 1 = 103. В обоих случаях получаем, что x = 103.
309. Пусть N ( 3– количество вершин многоугольника, тогда число диагоналей N(N – 3)/2 должно делиться на N. А это возможно только при четном  числе N – 3, а значит, нечетном N, которое не меньше 3.
310. ФУФАЙКА
311. Замечаем, что 1, 4, 7 и т.д. обороты секундная стрелка заканчивает с сидящей мухой, а таких оборотов – 20. Кроме того, в конце 60-го оборота секундная стрелка догоняет минутную стрелку, на которой сидит муха, т.е. муха проедет 21 круг.
312. С одного направления надо видеть 25 кубиков, значит, убрать можно не более 100 кубиков. Приведем пример, как оставить ровно 25 кубиков. Раскрасим квадрат 5(5 в 5 цветов по диагоналям, тогда номер цвета клетки показывает, в каком слое должен находиться соответствующий единичный кубик в столбце, если смотреть на большой куб, например, сверху.
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313. Заменим 2000 буквой А, тогда 1999(2000(2001(2002 + 1 = (А – 1)А(А + 1)(А + 2) = (А2 + А)(А2 + А ( 2) + 1 = ((А2 + А ( 1) + 1)((А2 + А ( 1) ( 1) + 1 = ((А2 + А ( 1)2 ( 12) + 1 = (А2 + А ( 1)2 = 40019992.
314. Перебором убеждаемся, что числа 1, 2, 3, 4, 6 нужным образом представить нельзя. Остальные же натуральные числа так представить можно. Четные числа N = 2К представим в виде N = (K + 1) + (K ( 1) при четном К и в виде N = (K + 2) + (K ( 2) при нечетном К, где К ( 4 – натуральное число. Нечетные числа N = 2K + 1 представим в виде N = K + (K + 1), где К ( 2 – натуральное число.
315. Так как треугольники АВК и СВМ равнобедренные, то (АВС = 180((((ВАС+(ВСА) = 180(((180((2(АКВ+180((2(СМВ) = 2((АКВ+(СМВ)(180( = 2(180(((МВК)(180( = 2(180((20()(180( = 140(.
316. Пусть у трехзначного числа цифры А ( В ( С > 0, тогда В + С делится на А (и 2А ( В + С), значит, В + С либо равно 2А, либо равно А. В первом случае А = В = С и получается 9 трехзначных чисел с нужным свойством ( 111, 222, …, 999). Во втором случае А + С = В + 2С делится на В, следовательно, 2С делится на В ( С, значит, В = С или В = 2С. Получаем еще два случая. Наборы вида 2С, С, С (их 4) дают 4(3=12 чисел. Наборы вида 3С, 2С, С (их 3) дают 3(6=18 чисел. Всего получается 9 + 12 + 18 = 39 чисел.
317. Посетив один город, не познакомишься с туристом из этого города. Значит, каждый должен посетить не менее двух городов. Приведем пример, когда каждый посетил ровно два города. Все туристы посещают два города А и В, при этом между собой не познакомятся только туристы из этих двух городов, но они и побывали только в одном городе. Тогда они оба едут в третий город С, где и знакомятся.
318. Выбрать больше пяти цифр нельзя, так как иначе для  шести из выбранных цифр А1 > А2 > … > А6 пять разностей (А1 ( А2), (А1 ( А3), …, (А1 ( А6) принимают различные значения, а значит, какие-то из них равны цифрам из выбранных, чего быть не должно. Приведем пример выбора пяти цифр – 1, 3, 5, 7, 9. Разность любых двух четна, а значит, не выбрана.
319. Раскрасив доску в три цвета по диагоналям в двух направлениях, получим что свободная клетка должна быть одновременно цвета 2 и цвета 4, а таких клеток на доске 4 штуки.
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320. Пусть в К-круговом турнире участвовало А шахматистов, тогда они сыграли К(А((А(1)/2 = 224 партии. Следовательно, К(А((А(1) = 448 = 26(7.Так как либо К, либо А, либо А(1 делится на 7 и А, А(1 взаимно простые числа, то первый случай дает К = 224 (турнир среди двух шахматистов), второй случай невозможен, а третий случай дает А = 8 и К = 8 (турнир среди восьми шахматистов).
321. Пусть два равных участка забора равны Х км, тогда третий участок равен (10(2Х) км, а площадь равна Х(10(2Х) = (2(Х2 ( 5Х + 6,25) +12,5 = (2(Х ( 2,5)2+12,5 ( 12,5 (км2). При этом значение 12,5 достигается при Х = 2,5.
322. Так как А + 7В = (А + В) + 6В > 3 и делится на 3, если А + В делится на 3, то неверным является либо третье, либо четвертое утверждения. Значит, первые два верны. Из первого следует, что А + 1 = В(К, где К – натуральное число. Из второго В(К = А+1 = 2В+6, т.е. 6 делится на В. Проверяя варианты 1, 2, 3 и 6 для числа В, находим, что А=9, В=2 или А=17, В=6.
323. Пусть медиана ВМ пересекает биссектрису угла С в точке О. Прямоугольные треугольники ВОС и МОС равны (катет СО – общий, угол ВСО равен углу МСО), значит, ВС = СМ = а. Тогда стороны треугольника равны либо ВС = а, АВ = а – 1, АС = а + 1 = 2а, либо ВС = а, АВ = а + 1, АС = а + 2 = 2а, либо ВС = а, АС = а + 1 = 2а, АВ = а + 2. Первый вариант не подходит, т.к. получаем АВ = 0, в третьем варианте не выполняется неравенство треугольника ( стороны равны соответственно 1, 2, 3). Следовательно, возможен только третий вариант, стороны треугольника равны соответственно 2, 3, 4.
324. Сумма всех девяти чисел от 1 до 9 равна 45, а с учетом двойного повтора чисел в углах сумма уже двенадцати чисел S ( 45 + 1 + 2 + 3 = 51. Кроме того, так как все четыре суммы на отрезках равны, то S должна делиться на 4, т.е. минимальное значение S равно 52 и на каждом отрезке сумма равна 13, при этом числа 1, 2 и 4 стоят в углах. В качестве примера можно привести следующий ( 3, 9, 1, 8, 4, 7, 2, 6, 5, если идти по порядку по кружкам в данной букве М.
325. Так как Х = 0 не является корнем этих уравнений, то умножив на Х первое уравнение и приравняв левые части, получим, что Х = 1 – единственный претендент на общий корень. Тогда подставив его в уравнение, найдем а = (2.
326. Обозначим углы треугольника А = 2(, В = 2(, С = 2(, тогда 2( + 2( + 2( = 180(. Кроме того, из условия получаем (ВОС = 6(, а сумма углов треугольника ВОС равна 6( + ( + ( = 180(, так как О – точка пересечения биссектрис. Из этих двух равенств найдем ( = 18(, а угол А равен 36(.
327. Исследовав функцию на различных интервалах, найдем, что наименьшее значение ((3) она принимает в точке х = 2.
Математический бой-1
11 июля
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328. 
В уравнении  (x2 + (x + ( = 0 двое по очереди  вместо любой звёздочки ставят произвольное число (при x2 нуль ставить нельзя). Первый выигрывает, если полученное уравнение не имеет действительных корней, а второй – в противном случае. Может ли кто-нибудь из них выиграть, независимо от игры партнёра?
329. Дан треугольник ABC. На сторонах AB, BC, AC отмечены соответственно точки M, N, K произвольным образом. У треугольников AMK, MNB, CNK равны радиусы вписанных окружностей. Докажите, что радиус вписанной окружности треугольника ABC равен сумме радиусов вписанных окружностей треугольников AMK и MNK.
330. Докажите неравенство 
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331. За один ход к числам, стоящим на концах ребра куба, можно одновременно прибавить по единице. Можно ли расставить в вершинах куба числа 3, 3, 3, 2, 2, 2, 1, 1 так, чтобы за несколько ходов получить все числа,  кратные 7?

332. На окружности отметили 2003 точки, делящие её на равные дуги. В зелёный цвет покрасили 1002 точки. Докажите, что найдётся равнобедренный треугольник, все вершины которого зелёные.

333. Поле для игры в Морской бой имеет форму квадрата размером 8×8 клеток. На нем стоит один корабль, имеющий форму прямоугольника 1×4. В клетках поля можно устанавливать детекторы, показывающие, накрывает ли корабль эту клетку. Какое наименьшее число клеток нужно снабдить такими детекторами, чтобы по их показаниям можно было однозначно определить положение корабля?
334. Про целые числа m и n известно, что 
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335. Равносторонние треугольники ABC и PQR расположены так, что вершина C лежит внутри стороны PQ, а вершина R – внутри стороны AB. Докажите, что если отрезки AQ и BP не пересекаются, то они параллельны.
Математический бой-2
16 июля
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336. 
В равнобедренном треугольнике проведены биссектрисы тупого и острого углов. Оказалось, что одна из них вдвое больше другой. Найдите углы этого треугольника.
337. Две окружности ω1 и ω2 пересекаются в точках A и B. Окружность ω2 проходит через центр окружности ω1. Касательная к окружности ω2, проведенная через точку B, пересекает окружность ω1 в точке C (отличной от B). Докажите, что AB = BC.

338. Для натуральных чисел n и m выполняется неравенство 7n2 > m2. Докажите, что 7n2 > (m + 1/m)2.
339. Докажите, что не существуют четыре попарно различных положительных числа a, b, c, d таких, что a + b = c + d и a3 + b3 = c3 + d3.
340. Можно ли в квадрате 5×5 закрасить 16 клеток так, чтобы в любом квадрате 2×2 было закрашено не более двух клеток?

341. На плоскости расположены n точек. Через каждые две точки проведена прямая. Оказалось, что проведено 20 различных прямых. При каком наименьшем n это возможно?

342. На столе лежат n конфет. Петя и Коля по очереди берут со стола конфеты по такому правилу: тот из ребят, кто подходит к столу первым, может взять одну конфету; тот, кто подходит к столу вторым, может взять k конфет, где k – делитель 2; тот, кто подходит к столу третьим, может взять k конфет, где k – делитель 3, и т.д. Выигрывает тот, кто возьмет последнюю конфету. Кто выигрывает при правильной игре, если Петя берет конфеты первым?
343. С квадратным трехчленом ax2 + bx + c разрешается производить такие операции:
· Заменить в нем x на x – λ, где λ произвольное вещественное число.

· Заменить его на трехчлен cx2 + (b + 2c)x + (a + b + c).
Можно ли с помощью таких операций из трехчлена x2 – 3x – 4 получить трехчлен
x2 – 2x – 5?
Математический бой 7 – 8
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344. 
В области есть 34 дороги. Каждая дорога ведет из одного города в другой, при этом можно проехать из любого города в любой другой. Губернатор решил отремонтировать все дороги, организовав для этого N бригад. Он хочет, чтобы каждая бригада отремонтировала одно и то же количество дорог, причем по всем своим дорогам каждая бригада должна уметь передвигаться, не пользуясь чужими дорогами. При каких N это возможно, для любой схемы имеющихся в области дорог?

345. На столе лежит стопка из n тетрадей (n > 2). Разрешается разделить стопку на три части: верхнюю, среднюю и нижнюю (каждая часть должна содержать хотя бы одну тетрадь), а затем поменять местами верхнюю и нижнюю стопки (не переворачивая их). При каких n с помощью нескольких таких операций можно расположить тетради в любом заранее указанном порядке?

346. Даны числа А = 
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, где количество девяток равно m, а количество восьмерок равно n. Найдите все такие m и n, для которых разность A – B делится на 7.

347. В 10 мешках лежат 1000 орехов, причём во всех мешках количество орехов разное. Далее многократно выполняется следующая операция: из мешка, в котором больше всего орехов, вынимается 9 орехов, которые раскладываются по одному ореху в каждый из остальных мешков. Докажите, что наступит момент, когда в каких-то двух мешках орехов станет поровну.

348. Пулеметчик – ладья, бьющая только в одну из четырех сторон. Какое наибольшее число пулеметчиков можно поставить на шахматную доску, чтобы они не били друг друга?

349. В выпуклом пятиугольнике сумма длин каких-то двух диагоналей равна сумме длин трех других. Докажите, что эти две диагонали выходят из одной вершины.

350. На боковых сторонах AB и BC равнобедренного треугольника ABC отмечены соответственно точки E и F так, что AE = 2BF. Точка G симметрична точке E относительно точки F. Докажите, что угол ACG прямой.

351. Три девочки раскрашивают лист 2004 ( 2004 клеток. Ходят по очереди: первой ходит Надя, второй – Аня, третьей – Света, затем снова Надя и т.д. За один ход можно закрасить квадрат 1 ( 1, 2 ( 2 или 4 ( 4. Дважды закрашивать одну клетку нельзя. Выигрывает та девочка, которая закрасит последнюю клетку. Кто победит при правильной игре?

Математический бой 8 – 9

16 июля
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352. 
В n коробках лежат 2n конфет. Девочка и мальчик по очереди берут по конфете. Докажите, что мальчик может действовать так, чтобы последние две конфеты лежали в одной коробке.
353. В выпуклом четырехугольнике ABCD AB = BD, диагональ AC является биссектрисой угла BCD, (BAC = 30(. Найти величину угла ADC, если AD ( AB.
354. Во внутренней точке выпуклого 2n-угольника сидит точечный таракан. Через каждую вершину многоугольника и таракана проводится прямая. Докажите, что у многоугольника есть сторона, которую ни одна из этих прямых не пересекает во внутренней точке.

355. Действительные числа x, y, z удовлетворяют равенствам x + y + z = 6 и xy + yz + zx = 9. Докажите, что числа x, y, z принадлежат отрезку [0; 4].
356. На бесконечный лист клетчатой бумаги укладываются кости домино размером 1 × 2 (каждая клетка покрыта ровно одной костью). Можно ли уложить кости так, чтобы каждая прямая, проходящая по линиям сетки, разрезала лишь конечное число костей?

357. На большом приеме в посольстве собралось 2004 человека. Известно, что среди любой четверки людей найдутся трое, знакомые друг с другом, или трое, незнакомые друг с другом. Докажите, что среди этих людей можно найти 1002, которые все знакомы друг с другом или все незнакомы друг с другом.

358. Решите уравнение в натуральных числах n! + 1 = (m! – 1)2.

359. Точки А, В, С принадлежат окружности, АВ = 4, ВС = 6. Хорда, проходящая через середину АВ параллельно ВС, имеет длину 5. Найдите радиус окружности.
Ликбезы

@


Делимость. Сравнения.
08 июля

Разделить целое число N на натуральное число m с остатком означает представить N в виде N=km + r, где k, r–целые и 0 ≤ r < m. Число k называется неполным частным, а r – остатком от деления.
Если остаток равен нулю, говорят, что a делится на b.

Натуральное число n, большее 1, называется простым, если у него ровно два натуральных делителя (единица и оно само). Если у n более двух натуральных делителей, то n – составное.

Определение. Целые числа a и b называются сравнимыми по модулю m, если они имеют одинаковые остатки при делении на m;
т.е. a ≡ b (mod m), если a = k1m + r и b = k2m + r, где 0 ≤ r < m.

Упр.3 Докажите, что  a3 ≡ a (mod  6).
Свойства сравнений. 

1) a делится на b <=> a ≡ 0 (mod b);

2) a ≡ b (mod  c) <=> a – b ≡ 0 (mod  c)

3) Если a ≡ b (mod  m) и  b ≡ c (mod  m), то a ≡ с (mod  m);

далее если a ≡ b (mod  m) и  d ≡ c (mod m),  то

4)  a + d ≡ b + c (mod  m), 

5)  a - d ≡ b – c (mod  m),

6)  ad ≡ bc (mod  m),

     7)  если  a ≡ b (mod  m), то для любого натурального  k  

ak  ≡ bk  (mod  m),

8) если ac ≡ bc (mod  m), а числа c и m взаимно просты, то a ≡ b (mod  m);

9) если a ≡ b (mod  m), k – целое число и  a = ka1 , b = kb1 и m = km1 , 

 то a1 ≡ b1 (mod  m1).

Упр.4  Найти остаток при делении 640  + 460 на 7.

360. Разочарованный вкладчик «Нефтьалмазинвест» разорвал акцию на 8 кусков. Не удовлетворившись этим, он разорвал один из кусков еще на 8 кусков, и т.д. Могло ли у него получится 2004 куска?
361. Шестизначное число делится на 7. Его первую цифру стерли, а затем записали ее позади последней цифры . Докажите, что новое число также делится на 7.
362. Решите сравнения : а) 8x ≡ 3 (mod 13); б) x≡2 (mod 3), x≡3 (mod 5).
363. а) Докажите, что квадрат любого натурального числа либо делится на 9, либо дает при делении на 3 остаток 1;
б) Докажите, что если сумма квадратов двух целых чисел делится на три, то она делится и на 9.
Алгоритм Евклида

14 июля
Определение. Наибольшим общим делителем двух натуральных чисел называется наибольшее натуральное число, на которое они оба делятся. Числа, НОД которых равен единице, называются взаимно простыми.

364. Найдите а) НОД(27(35(13; 24(72(133); б) НОД(114; 78).

365. Докажите, что если сравнение ax ≡ b (mod m) имеет решение относительно неизвестного x , тогда b делится на НОД(a, m).

Алгоритм Евклида (для поиска НОД двух чисел). Даны два различных натуральных числа. На каждом шаге мы заменяем большее из них на его остаток от деления на меньшее, если этот остаток не равен 0. Когда остаток оказывается равен 0, алгоритм заканчивается, и его результатом является последний ненулевой остаток.

Пусть  a>b. Тогда положим r0 = a, r1 = b.

1)  r0 = q1r1 + r2               0 < r2 < r1

2)  r1 = q2r2 + r3               0 < r3 < r2

3)  r2 = q3r3 + r4               0 < r4 < r3

.............

k) rk-1 = qkrk + rk+1            0 < rk+1 < rk

..............

n-1) rn-2 = qn-1rn-1 + rn       0 < rn < rn-1

n) rn-1 = qnrn                     rn+1 = 0

366. С помощью алгоритма Евклида найдите НОД (39, 102), НОД(322, 56).

367. Докажите, что для любых двух чисел алгоритм Евклида заканчивается, то есть остаток становится равным 0 после конечного числа шагов.

368. Докажите что для любых целых чисел a и b НОД(a, b) равен

a) НОД(a+b, b);

б)НОД(a-b, b);

в) НОД(a-kb, b) для любого целого k.

369. a и b – целые числа, r – остаток от деления a на b. Докажите, что НОД(a, b) = НОД(b, r).

370. Докажите, что результатом алгоритма Евклида является НОД(a, b).

371. Найдите НОД
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Заключительная олимпиада
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Довыводные задачи

372. Жюри составляет варианты олимпиады для 6, 7, 8, 9 и 10 классов.  Члены жюри договорились, что в каждом варианте должно быть 7 задач, ровно 4 из которых не встречаются ни в одном другом варианте.  Какое максимальное число различных задач можно включить в такую олимпиаду? 
373. Пусть х0 – корень уравнения х3 + px + q =0. Докажите, что p2 ≥ 4x0q.

374. Хорда АВ окружности радиуса R пересекает диаметр в точке P и образует с ним угол 
[image: image150.wmf]45

°

. Найдите АР2 + ВР2.
375. На прямой отмечены n различных точек А1, А2, …, Аn. Пусть M -множество середин всевозможных отрезков с концами в данных точках. Какое наименьшее количество различных точек может быть в M?

376. Дана клетчатая полоска 1×25. Два игрока ходят поочередно. За один ход игрок либо выставляет новую фишку в одну из свободных клеток, либо передвигает ранее выставленную фишку до ближайшей справа фишки. В начальной позиции все клетки свободны. Игра заканчивается, когда все клетки будут заняты фишками, причем победителем считается игрок, сделавший последний ход. Кто победит при правильной игре: начинающий или его соперник?
Выводные задачи

377. Докажите, что каждое натуральное число можно представить в виде разности двух взаимно простых составных чисел. 
378. Дан треугольник АВС. На продолжении отрезка ВС за точку В отмечена точка D так, что BD = BA, точка М – середина АС. Биссектриса угла АВС пересекает прямую DM в точке Р. Докажите, что 
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379. Выпуклый n – угольник разделен непересекающимися диагоналями на треугольники так, что каждая вершина n – угольника является вершиной нечетного числа треугольников. Докажите, что n кратно трем.
Послевывод
380. Докажите, что если x + y + z = 0, то x2y2 + y2z2 + z2x2 + 3 ≥ 6xyz.
Заключительная олимпиада

Решения задач

381. Жюри составляет варианты олимпиады для 6, 7, 8, 9 и 10 классов.  Члены жюри договорились, что в каждом варианте должно быть 7 задач, ровно 4 из которых не встречаются ни в одном другом варианте. Какое максимальное число различных задач можно включить в такую олимпиаду?

Решение. Ответ: 27. Всего 4
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5 задач, уникальных для какого-то класса. Осталось некоторое количество задач, которые встречаются 3
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5 = 15 раз. Так как каждая задача используется по меньшей мере два раза, то повторяющихся задач не более семи. (Если бы их было 
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8, то встречались бы они не менее 16 раз). Пример (в каждом столбце под классом указаны номера задач, включённых в вариант – всего 27):

	Включенные задачи
	6 класс
	7 класс
	8 класс
	9 класс
	10 класс

	
	1
	8
	12
	19
	24

	
	2
	9
	13
	20
	25

	
	3
	10
	14
	21
	26

	
	4
	11
	15
	22
	27

	
	5
	5
	16
	16
	17

	
	6
	6
	17
	17
	18

	
	7
	7
	18
	23
	23


382. Пусть х0 – корень уравнения х3 + px + q =0. Докажите, что p2 ≥ 4x0q.

Первое решение. р2 – 4х0q = p2 – 4x0(– x03 – px0) = (2x02 + p)2 ≥ 0.

Второе решение. Если х0 = 0, то неравенство выполняется. Если х0 ≠ 0, рассмотрим квадратное уравнение х0х2 + рх + q = 0, оно имеет корень х0, поэтому дискриминант уравнения D = p2 – 4x0q неотрицателен.
383. Хорда АВ окружности радиуса R пересекает диаметр в точке P и образует с ним угол 450. Найдите АР2 +ВР2.
Решение. Пусть В1 – точка, симметричная В относительно данного в условии диаметра СD. Тогда 
[image: image155.wmf]Ð

APB1 = 900. Нетрудно видеть, что градусная мера дуги АВ1 составляет 900. Отсюда имеем: AP2 + BP2 = AP2 + B1P2 = AB12 = 2R2.

384. На прямой отмечены n различных точек A1, A2, …, An. Пусть M – множество середин всевозможных отрезков с концами в данных точках. Какое наименьшее количество различных точек может быть в M?

Решение. Ответ: 2n – 3. Пример: n точек с координатами 2, 4, 6,…, 2n (тогда множество M состоит из точек с координатами 3, 4,…, 2n – 1 – всего 2n – 3 точки). Доказательство оценки проведем по индукции. База индукции (n = 2): для двух точек множество M состоит ровно из одной точки – середины отрезка с концами в этих точках. Предположим, что для n отмеченных точек в множестве M содержится не менее 2n – 3 точек. Докажем, что множество M для n + 1 отмеченной точки содержит не менее 2n – 1 точки. Обозначим отмеченные точки A1, A2,…, An + 1 слева направо. Удалим точку An + 1. Тогда множеству M перестанут принадлежать, по крайней мере, 2 точки – середины отрезков с концами в точках An + 1 и An и в точках An + 1 и An – 1, так как левый конец любого из оставшихся отрезков не правее An – 1, а правый его конец не правее An. По предположению индукции множество M для точек A1, A2, …, An содержит не менее 2n – 3 точек. Значит, множество M для точек A1, A2, …, An + 1 содержит как минимум на две точки больше, то есть оно содержит не менее 2n – 1 точки.

385. Дана клетчатая полоска 
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. Два игрока ходят поочередно. За один ход игрок либо выставляет новую фишку в одну из свободных клеток, либо передвигает ранее выставленную фишку до ближайшей справа фишки. В начальной позиции все клетки свободны. Игра заканчивается, когда все клетки будут заняты фишками, причем победителем считается игрок, сделавший последний ход. Кто победит при правильной игре: начинающий или его соперник?
Решение. Выигрывает первый. Занумеруем клетки слева направо 1, 2, …, 25. Первым ходом первый пойдет в клетку номер 25. Разобьем оставшиеся клетки на пары 1 и 2, 3 и 4, 5 и 6 и т. д. 23 и 24. Если второй ставит новую фишку в одну из клеток пары, первый ставит новую фишку в другую клетку пары. Если второй не ставил новую фишку, то он сдвигал фишку из правой клетки пары (2k – 1, 2k) в правую клетку пары (2n – 1, 2n). Тогда первый передвигает фишку клетки с номером 2k – 1 в клетку с номером 2n – 1.

Вывод

386. Докажите, что каждое натуральное число можно представить в виде разности двух взаимно простых составных чисел.
Первое решение Пример: n = ((3n)! + 2n + 1) – ((3n)! + n + 1). Число (3n)! + 2n + 1 составное, так как но делится на 2n + 1. Число (3n)! + n + 1 тоже составное, так как оно делится на n + 1. Так как разность чисел (3n)! + 2n + 1 и (3n)! + n + 1 равна n и они взаимно просты с n, то они взаимно просты друг с другом.
Второе решение. Выберем простые числа p > n, q > n. Найдем такие натуральные x, y, что xp – yq = 1 (это возможно по теореме о линейном представлении наибольшего общего делителя). Тогда подходят числа p(yn+q) и q(xn+p). Их разность равна n, а общих делителей у них и n быть не может из-за того, что (n, pq) = 1.
Третье решение. Выберем простое число p > n. Тогда (n + p)p и (n + p)p – n подходят (второе из них делится на p в силу малой теоремы Ферма).
387. Дан треугольник АВС. На продолжении отрезка ВС за точку В отмечена точка D так, что BD = BA, точка М – середина АС. Биссектриса угла АВС пересекает прямую DM в точке Р. Докажите, что 
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Решение. Проведем через точку Р прямую, параллельную АС, она пересекает лучи DA и DC в точках Y, X соответственно. Тогда YP = XP, ВР||DY, отсюда BX = BD = BA. Треугольники ABP и XBP равны, отсюда 
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388. Выпуклый n – угольник разделен непересекающимися диагоналями на треугольники так, что каждая вершина n – угольника является вершиной нечетного числа треугольников. Докажите, что n кратно трем.
Решение. Покрасим треугольники в два цвета (например, черный и белый) так, чтобы любые два смежных треугольника были смежных цветов. Возможность такой раскраски можно доказать по индукции. Очевидно, что при данном разбиении каждая диагональ многоугольника является общей стороной для каких-то двух смежных треугольников, поэтому можно считать, что она покрашена двумя цветами.
Поскольку каждая вершина многоугольника является вершиной нечетного количества треугольников, то крайние треугольники с общей вершиной покрашены в один цвет. Поэтому все треугольники, которые имеют с многоугольником хотя бы одну общую сторону, покрашены в один цвет (например, белый). Тогда все стороны многоугольника покрашены в белый цвет. Пусть а – количество белых треугольников, b – количество. Тогда n = 3a – 3b.

Послевывод
389. Докажите, что если x + y + z = 0, то x2y2 + y2z2 + z2x2 + 3 ≥ 6xyz.

Решение. Перенесем все в одну часть и прибавим к ней (x + y + z)(x + y + z – 2) (это выражение равно нулю). Тогда неравенство превратится в очевидное:
(xy – z + 1)2 + (yz – x + 1)2 + (zx – y + 1)2 ≥ 0.
Программа теоретического зачета
@

1. 
Докажите, что для любого натурального М существует такое натуральное число N, что верно неравенство 
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2. (Неравенство Коши.) Для произвольных положительных чисел a1, a2, ... an справедливо неравенство Коши 
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, причём равенство достигается только тогда, когда все числа равны между собой. Доказательство по индукции. 

3. (Неравенство Коши.) Для произвольных положительных чисел a1, a2, ... an справедливо неравенство Коши 
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, причём равенство достигается только тогда, когда все числа равны между собой. Доказательство по индукции. Доказательство методом Штурма.

4. (Транснеравенство) Пусть a1 ( a2 ( …( an, b1 ( b2 (…( bn, c1, c2, …, cn — некоторая перестановка чисел b1, b2, …, bn. Докажите, что тогда
a1b1 + a2b2 +…+ anbn ( a1c1 + a2c2 +…+ ancn ( a1bn + a2bn–1 +…+ anb1.

5. (Неравенство Бернулли) Докажите, что при всех натуральных n и при x > – 1 выполняется неравенство (1 + x)n ( 1 + nx.

6. (Неравенства о средних) Для положительных чисел a1, a2, …, an докажите неравенства
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7. Докажите, что правильная дробь со знаменателем n выражается десятичной дробью с периодом не более n – 1.

8. Докажите, что если натуральное число n не делится ни на 2, ни на 5, то десятичное разложение дроби 1/n не имеет предпериода.

9. (Бином Ньютона). Докажите, что (a + b)n = 
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10. (Бином Ньютона). Докажите, что (a + b)n = 
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 с помощью определения 
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11. Докажите, что 
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12. Докажите, что 
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 с помощью определения 
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13. Докажите, что 
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 с помощью определения 
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14. Докажите, что если сумма двух положительных чисел фиксирована, то при их сближении произведение возрастает, а сумма квадратов и сумма обратных величин убывает.

15. Докажите, что НОД любых двух чисел a и b можно представить в виде: НОД(a, b) = ax + by.

16. Решите в целых числах уравнение ax + by = с.

17. Докажите, что каждое внутреннее число в треугольнике Паскаля равно сумме двух чисел, стоящих над ним. Докажите, что каждое число в треугольнике Паскаля равно количеству путей, ведущих к нему из вершины треугольника, если каждый ход ведет вправо вниз или влево вниз.

18.  (Малая теорема Ферма) Докажите, что если р – простое число и а не делится на р, то
ap – 1 ≡ 1 (mod p).

19. (теорема Вильсона) (р – 1)! +1 делится на р тогда и только тогда, когда р – простое число.

20. (Формула Бине) Докажите, что 
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21. Докажите, что НОД
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, в частности, если 
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22. Геометрическое место точек, из которых данный отрезок виден под данным углом.
23. (Теорема Мора-Маскерони) Любое построение, выполнимое на плоскости при помощи циркуля и линейки, можно выполнить одним циркулем.
24. На плоскости даны точки A, B, C и O. Доказать, что а) C лежит на прямой AB тогда и только тогда, когда 
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, для некоторого вещественного числа (; б) C лежит на отрезке AB тогда и только тогда, когда 
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25. Определение движения. Свойства движений: прямая переходит в прямую, угол - в равный угол, окружность – в окружность).
26. Определение параллельного переноса. Доказать, что параллельный перенос является движением. Образуют ли параллельные переносы группу?
27. Определение поворота. Доказать, что поворот является движением. Доказать, что если прямая а при повороте на угол ( переходит в прямую а1, то один из углов между а и а1 равен ( при 0 ( ( < 180o и ( – 180o при 180 ( ( < 360o. Образуют ли повороты группу?
28. Определение осевой симметрии. Доказать, что осевая симметрия является движением. Образуют ли осевые симметрии группу?
29. Найдите композицию осевых симметрий относительно параллельных прямых a и b.
30. Найдите композицию осевых симметрий относительно пересекающихся прямых a и b.
31. (Теорема Шаля) Любое движение является либо параллельным переносом, либо поворотом, либо симметрией, либо композицией симметрии и параллельного переноса на вектор, параллельный оси симметрии (скользящей симметрией).
32. Найдите композицию поворота на угол ( и параллельного переноса.
33. Найдите композицию двух поворотов с различными центрами.
34. В треугольнике, все углы которого меньше 120о, найти точку, сумма расстояний от которой до вершин треугольника минимальна.
35. На сторонах ВС, СА, АВ остроугольного треугольника АВС выбрать точки А1, В1, С1 так, чтобы периметр треугольника А1В1С1 был наименьшим.
36. На сторонах треугольника вне его построены равносторонние треугольники. Докажите, что центры этих треугольников являются вершинами равностороннего треугольника.

37. Докажите, что любое движение можно представить в виде композиции не более чем трех осевых симметрий.

38. Определение гомотетии, доказательство сохранения углов, изменения расстояний в ( k ( раз.

39.  Свойства гомотетии: прямая переходит в параллельную прямую или в себя; угол – в равный угол, окружность – в окружность.
40. (Прямая Эйлера) Доказать, что в произвольном треугольнике точка М пересечения медиан, ортоцентр Н и центр описанной окружности О лежат на одной прямой (прямая Эйлера), причем М расположена между О и Н и МН = 2ОМ.
41. Пусть R и r – радиусы описанной и вписанной окружностей треугольника. Тогда R ( 2r, причем равенство достигается только для равностороннего треугольника.

42. Докажите, что для двух неравных окружностей существуют две гомотетии, переводящие первую окружность во вторую.

43. Докажите, что ортоцентр остроугольного треугольника является центром окружности, вписанной в его ортотреугольник.
44. (Окружность девяти точек) Докажите, что в любом треугольнике середины сторон, основания высот и середины отрезков, соединяющих ортоцентр с вершинами, лежат на одной окружности с центром в середине отрезка ОН (О – центр описанной окружности, Н – ортоцентр) и радиусом, равным половине радиуса описанной около треугольника окружности.
45. (Прямая Симсона) На описанной окружности треугольника ABC отмечена точка‎‎‏ P. Пусть A1, B1 и C1 – основания перпендикуляров, опущенных из точки P на прямые BC, AC и AB соответственно. Докажите, что точки A1, B1 и C1 лежат на одной прямой.
46. Найти треугольник наибольшей площади с заданным периметром.
47. Найти четырехугольник наибольшей площади с заданным периметром.
48. Среди n-угольников, вписанных в данный круг, найти n-угольник наибольшей площади.
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Треугольник Паскаля.
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