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Ортоцентр, ортотреугольник и окружность девяти точек
19 июля
1. Пусть H – ортоцентр непрямоугольного треугольника АВС. Докажите, что каждая из четырех точек А, В, С, Н является ортоцентром треугольника, образованного тремя другими точками.
2. Докажите, что если АА1 и ВВ1 – высоты остроугольного треугольника АВС, то треугольники СА1В1 и САВ подобны.
3. Докажите, что ортоцентр остроугольного треугольника является центром окружности, вписанной в его ортотреугольник.
4. Докажите, что точки, симметричные ортоцентру треугольника а) относительно середин его сторон; б) относительно прямых, содержащих его стороны; лежат на описанной окружности треугольника.
5. Пусть H – ортоцентр непрямоугольного треугольника АВС. Докажите, что окружности, описанные около треугольников АВН, ВСН, АСН, равны.

6. Пусть H – ортоцентр непрямоугольного треугольника АВС. Найдите образ при гомотетии с центром Н и коэффициентом 2 окружности, описанной около ортотреугольника треугольника АВС.
7. Докажите, что в любом треугольнике середины сторон, основания высот и середины отрезков, соединяющих ортоцентр с вершинами, лежат на одной окружности с центром в середине отрезка ОН (О – центр описанной окружности, Н – ортоцентр) и радиусом, равным половине радиуса описанной около треугольника окружности (окружность девяти точек).

Для самостоятельного решения

8. Точка М симметрична центру О описанной около треугольника АВС окружности относительно прямой ВС. Н – ортоцентр треугольника. Докажите, что АОМН – параллелограмм.
9. Постройте треугольник по двум углам и а) периметру, б) сумме биссектрис.
10. На описанной окружности треугольника ABC отмечена точка‎‎‏ P. Пусть A1, B1 и C1 ― основания перпендикуляров, опущенных из точки P на прямые BC, AC и AB соответственно. Докажите, что точки A1, B1 и C1 лежат на одной прямой (эта прямая называется прямой Симсона).
11. AA1 и BB1 – высоты треугольника ABC, H – его ортоцентр. Описанная окружность треугольника ABC вторично пересекается с описанной окружностью треугольника CA1B1 в точке P. Докажите, что прямая PH делит сторону AB пополам.

