Двадцатая Летняя многопредметная школа Кировской области

Вишкиль. 2-27.VII.2004 г.  8 класс

Скалярное произведение векторов. Тригонометрия
9 июля. Профи
1. Докажите, что вектор 
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 перпендикулярен вектору
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 тогда и только тогда, когда вектора 
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 равны по длине. 

2. Докажите, что сумма квадратов диагоналей параллелограмма равна сумме квадратов всех его сторон. 
3. Пусть вектор 
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 в обычной декартовой системе координат имеет координаты (x1,y1), а вектор 
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— координаты (x2, y2). Тогда (
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)=x1x2+y1y2.

В следующих задачах a, b и c ― стороны треугольника, α, β и γ ― противоположные к ним углы, S ― площадь треугольника, R — радиус его описанной окружности.

4. (Теорема братьев Косинусов.) Докажите, что c2=a2+b2–2ab cos(.

5. Докажите формулу для площади треугольника: S=
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ab sin(.
6. (Теорема синусов.) Докажите, что а) 
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; б) 
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=2R.
7. Докажите, что R=
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abc

.

8. Докажите, что а) c=a cosβ+b cosα; б) sin(α+β)=sinα∙cosβ+sinβ∙cosα.
9. Пусть α и β — произвольные вещественные числа.а) Введем на плоскости декартову систему координат с началом в точке O. Пусть точки A и B имеют координаты (cosα, sinα) и (cosβ, sinβ) соответственно. Докажите, что 
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=cos(α-β). б) Докажите, что cos(α-β)=cosα∙cosβ+sinα∙sinβ.

10. Выведите формулы для синуса разности и косинуса суммы.

11. a) В треугольнике проведена чевиана. Докажите, что она делит сторону в отношении 
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, где γ1 и γ2 — углы, на которые чевиана делит угол γ.
б) (Тригонометрическая форма теоремы Чевы.) Докажите, что чевианы пересекаются в одной точке тогда и только тогда, когда∙
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Для самостоятельного решения

12. Докажите, что сумма квадратов сторон произвольного четырехугольника не меньше, чем сумма квадратов его диагоналей, причем равенство достигается только в случае параллелограмма.
13. (Формула Стюарта.) На стороне AB треугольника ABC взята точка X. Докажите, что CX2=
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-mn, где a=BC, b=AC, n=AX, m=BX.
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