Двадцатая Летняя многопредметная школа Кировской области

Вишкиль. 2-27.VII.2004 г.  8 класс

Разнобой
19 июля. Профи
1. У квадратного трехчлена f(x)=x2+ax+b два корня, один из них принадлежит промежутку (0,1), а второй ― не принадлежит этому промежутку. Докажите, что f(b)≤0.

2. Дано n различных нечетных чисел. Рассмотрим все произведения этих чисел по 2, по 4, по 6,… (все четные количества, не превосходящие n). Пусть S ― сумма всех этих произведений. Докажите, что S+1 делится на 2n-1 а) при n=3; б) для любого n.

На окружности отмечены точки A, B, C и D и проведены еще четыре окружности через точки A и B, B и C, C и D. Окружности, проходящие через точки A, B и B, C вторично пересекаются в точке B1. Аналогично определяются точки C1, D1 и A1. Докажите, что точки A1, B1, C1 и D1 лежат на одной окружности.
3. Сумма четырех целых чисел a, b, c и d равна 0. Докажите, что хотя бы одно из чисел |ab-cd|, |ac-bd|, |ad-bc| не является произведением трех простых чисел.
4. На плоскости нарисованы две параллельные прямые, на одной из которых отмечены две точки. При помощи одной линейки (без циркуля!) а) постройте середину отрезка между данными точками; б) разделите этот отрезок на N равных частей.

Пусть d(n) и σ(n) ― количество и сумма делителей натурального числа n соответственно. Докажите, что а) 
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5. Три мухи одинакового веса ползают по периметру треугольника так, что их центр масс остается неподвижным. Одна из мух проползла по всему периметру. Докажите, что центр масс этих мух совпадает с точкой пересечения медиан треугольника.
6. Ребра полного граф раскрашены в два цвета. Докажите, что существует цикл, проходящий через каждую вершину ровно один раз, по пути которого происходит не более двух перемен цвета.
7. Найдите сумму а) всех коэффициентов; б) всех коэффициентов про четных степенях x многочлена (x2+x+1)100.

8. а) На плоскости расположены несколько прямых, никакие две из которых не параллельны. Известно, что через точку пересечения любых двух из них проходит еще хотя бы одна. Докажите, что все прямые проходят через одну точку. б) На плоскости расположены несколько точек так, что на прямой, проходящей через каждые две из них, лежит еще хотя бы одна точка. Докажите, что все эти точки лежат на одной прямой.
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