Двадцатая Летняя многопредметная школа Кировской области

Вишкиль. 2-27.VII.2004 г.  8 класс

Многочлены по модулю
14 июля. Профи
Как уже было доказано, остаток от деления значения многочлена с целыми коэффициентами на натуральное число m не меняется при замене аргумента или коэффициентов на сравнимые с ними по модулю m числа. Поэтому можно рассматривать многочлены по модулю m. В них можно подставлять классы вычетов по данному модулю, результатом также будет класс вычетов. Многочлены с коэффициентами, соответственно сравнимыми по модулю m, будут считаться одинаковыми.
Вычислите f(
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), если f(x)≡150x5-344x3+234x2-118x+5376 (mod 5).
1. Упростите (x6+3x4+4x2-3x-2)(x3-4x2+x) (mod 6).
2. Докажите, что степень произведения многочленов по простому модулю есть сумма степеней сомножителей. Приведите пример, показывающий, что для составного модуля это неверно.

3. Найдите количество нечетных коэффициентов многочлена (x2+x+1)2050.
Вообще говоря, разделить один многочлен по модулю на другой нельзя. Но если модуль – простое число, то деление возможно.
Для многочленов по модулю докажите теорему Безу: f(x) делится на
x-a тогда и только тогда, когда f(a)=0.

4. Докажите, что у многочлена степени n по простому модулю не может быть более n корней. Покажите, что для составного модуля это не так.
5. Какие корни у многочлена xp-x по модулю p?

6. Рассматривая корни и свободный член многочлена (x-1)(x-2)…(x-p+1)-(xp-1-1), доказать теорему Вильсона: (p-1)!≡-1(mod p).

7. а) Докажите, что если многочлен неприводим как многочлен по модулю, то он неприводим и как многочлен с целыми коэффициентами. б) Приведите пример неприводимого многочлена с целыми коэффициентами, приводимого как многочлен по модулю.

Для самостоятельного решения

8. Найдите все неприводимые многочлены не выше, чем пятой степени, по модулю 2. (Маленькая подсказка: а сколько всего многочленов не выше чем пятой степени существует по модулю 2?).
9. Доказать, что многочлен (`х–а1)(х–а2)...(х–аn) – 1 неприводим, если а1, а2, .., аn – различные целые числа. 
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