Двадцатая Летняя многопредметная школа Кировской области

Вишкиль. 2-27.VII.2004 г.  8 класс

Геометрия масс
5 июля. Профи
Определение. Пусть M ― некоторая точка плоскости и m ― ненулевое число. Материальной точкой (m, M) называется точка M с числом m, причем число m называется массой материальной точки (m, M), а точка M ― носителем этой материальной точки.
Определение. Центром масс системы материальных точек (m1, M1), (m2, M2),… 
(mn, Mn) называется такая точка Z, для которой имеет место равенство m1
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Основная теорема. 1. Если точка Z является центром масс системы материальных точек (m1, M1), (m2, M2),… (mn, Mn), причем m1+m2+…+mn≠0, то для любой точки O справедливо равенство 
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2. Обратно, если для некоторой точки O выполняется это равенство, то точка Z ― центр масс данной системы материальных точек.

Следствие. Для конечной системы материальных точек с ненулевой суммой масс существует единственный центр масс.

Далее везде, говоря о системе материальных точек, мы будем предполагать,

что сумма масс ее точек отлична от нуля.
Правило рычага. Центр масс Z двух материальных точек (m1, M1) и (m2, M2) с неотрицательными массами расположен на отрезке M1M2, причем

m1|M1Z|=m2|M2Z|.
Правило группировки. Пусть дана система материальных точек (m1, M1), (m2, M2),… 
(mn, Mn), и пусть точка O ― центр масс системы, состоящей из первых k материальных точек данной системы. Тогда центр масс данной системы совпадает с центром масс системы материальных точек (m1+m2+…+mk, O), (mk+1, Mk+1),… 
(mn, Mn).
1. В треугольнике ABC проведена медиана AM, точка P ― ее середина. Прямая BP пересекает сторону AC в точке E. Найдите, в каком отношении точка E делит AC.

2. Какие массы надо поместить в вершины треугольника со сторонами a, b и c, чтобы центр полученной системы материальных точек оказался а) в точке пересечения медиан; б) в точке пересечения биссектрис; в) в ортоцентре этого треугольника?
3. Внутри треугольника ABC отметили точку O. Докажите, что точка O ― центр масс системы (SBCO, A), (SACO, B), (SABO, C).
4. (Теорема Чевы.) Точки A1, B1 и C1 лежат на прямых BC, CA и AB соответственно. Докажите, что прямые AA1, BB1, и CC1 пересекаются в одной точке тогда и только тогда, когда 
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5. (Теорема Менелая.) Точки A1, B1 и C1 лежат на прямых BC, CA и AB соответственно. Докажите, что точки A1, B1, и C1 лежат на одной прямой тогда и только тогда, когда 
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6. (Теорема Ван-Обеля.) Чевианы AA1, BB1 и CC1 треугольника ABC тересекаются в точке M. Докажите, что 
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Для самостоятельного решения

7. На биссектрисе угла A неравнобедренного треугольника ABC выбрана точка K. Прямые BK и CK пересекают стороны AC и AB в точках L и M. Докажите, что прямая LM проходит через основание биссектрисы внешнего угла A треугольника.
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