Двадцать вторая Летняя многопредметная школа Кировской области

Вишкиль. 2-27.VII.2006 г.


События и вероятности

8 класс ( 14 июля
Быть иль не быть – вот в чем вопрос...

♦ Что такое событие? ♦ Статистический смысл понятия «вероятность события». 
♦ Невозможное событие. Достоверное событие. ♦ Исходы. Элементарные события. 
♦ Понятие о равновозможных исходах. ♦ Принцип симметрии. 

Задачи совсем простые

1. Колоду из 36 карт хорошо перетасовали и вынули из нее одну карту. Найдите вероятности следующих событий: А={вытянули красную масть}, B={вытянули пику}, C={вытянули красную пику}, D={вытянули даму}, E={вытянули даму пик}.

2. Какова вероятность того, что подброшенные вверх две правильные монеты упадут на одну и ту же сторону?

3. Наудачу выбрано двузначное число. Найдите вероятность того, что оно оказалось: а) простым; б) составным; в) кратным пяти; г) взаимно простым с числом 100. [Для справки: 97 – 25-е простое число.]
4. Бросили 2 игральных кости. Какова вероятность того, что сумма выпавших очков равна 5?

Задачи посерьезнее

5. Подбрасываются три игральных кости. Один из игроков ставит на то, что сумма выпавших очков окажется больше 10, а другой – на то, что сумма будет меньше либо равна 10. Равны ли шансы игроков?

6. Задача шевалье де Мере. Известный французский игрок XVII века шевалье де Мере заметил, что при подбрасывании трех костей сумма выпавших очков чаще равна 11, чем 12. Но произведенные им подсчеты говорили о том, что 11 и 12 должны встречаться одинаково часто: 11 очков можно получить шестью способами (6+4+1, 6+3+2, 5+5+1, 5+4+2, 5+3+3, 4+4+3), и 12 – тоже шестью способами (6+5+1, 6+4+2, 6+3+3, 5+5+2, 5+4+3, 4+4+4). В чем состояла допущенная им ошибка? Как правильно сосчитать вероятности выпадения 11 и 12 очков при бросании трех костей?

7. Задача о сумме. Имеются два стола, на каждом из которых стоит по два закрытых ящика. В первом ящике лежит 6 белых и 5 черных шаров, а во втором ящике, лежащем на том же столе – 4 белых и 3 черных шара. Вы хотите извлечь черный шар. Из какого ящика его следует брать? ♦ На другом столе в третьем ящике лежит 3 белых и 6 черных шаров, а в четвертом  – 5 белых и 9 черных шаров. Вы хотите извлечь черный шар. Из какого ящика его следует брать? ♦ Пусть теперь шары из нечетных ящиков сложены в один ящик, а шары из четных – в другой. Вы по-прежнему хотите извлечь черный шар. Из какого ящика его следует брать? 

8. Нетранзитивные кости. Представьте себе три игральных кости. На гранях первой записаны числа 5,7,8,9,10,18. На гранях второй – числа 2,3,4,15,16,17. На третьей – 1,6,11,12,13,14. Первый игрок выбирает любую из трех костей и бросает ее. Второй игрок выбирает любую из двух оставшихся и бросает ее. Выигрывает тот, кто выбросил большее количество очков. Кто из игроков имеет большие шансы на выигрыш?

9. Четыре нетранзитивные кости. Рассмотрите аналогичную задачу для четырех костей: K1 (0,0,4,4,4,4), K2 (3,3,3,3,3,3), K3 (2,2,2,2,6,6) и K4 (1,1,1,5,5,5).
10. Придумайте такие длины четырех отрезков, чтобы вероятность составить треугольник из наудачу выбранных трех отрезков равнялась: а) 0; б) ¼; в) ¾; г) 1.

11. Игральную кость бросают до первого появления шестерки. Какова вероятность того, что для этого потребуется: а) 1 бросание; б) 2 бросания; в) 3 бросания?

12. Биатлонист должен поразить три мишени пятью выстрелами. 
а) Пусть вероятность попадания выстрела в цель равна ½. Какова вероятность того, что биатлонист не побежит штрафные круги? 
б) Ответьте на тот же вопрос, если вероятность попадания выстрела в цель равна (k+1)/2k ?
Задачи для гурманов

13. Задача о старушке в самолете. На один из рейсов 100-местного самолета были проданы все сто билетов. Пассажиры самолета, поочередно заходя в него, садятся на места согласно своим билетам. Однако одна из пассажирок – взбалмошная старушка, которая (в тот момент, когда до нее доходит очередь), садится на любое свободное место. Все пассажиры, вошедшие после нее, действуют следующим образом: если их место свободно, они садятся на него, а если занято – то на первое свободное. Определите вероятность того, что последний пассажир сядет на свое место.

14. Задача о театре. В театре аншлаг – все билеты проданы. Зрители, входя в театральный зал, садятся на любые свободные места. Однако последний вошедший в зал зритель непременно хочет сидеть на том месте, которое указано в его билете, а оно занято. Поэтому он сгоняет сидящего там зрителя, тот встает, идет на место, указанное в его билете, сгоняя зрителя оттуда, и так далее – до тех пор, пока не окажется поднятым и согнанным тот зритель, билет которого продан на свободное место. Какова вероятность того, что при этом будет согнан со своего места Игорь Соломонович Рубанов, пришедший в театр одним из первых?
Арифметика вероятностей

8 класс ( 15 июля
Определение.  Суммой событий A1 и A2 называется событие A1+A2, наступление которого означает наступление хотя бы одного из событий A1 и A2
Определение.  Два события называются совместными, если они могут произойти  одновременно при проведении опыта. В противном случае события называют несовместными.
Упражнение 1. Пусть события A и B несовместны. Докажите, что 
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Определение.  Противоположным к событию А называется такое событие, наступление которого означает, что событие А не произошло. Противоположное к А событие обозначается 
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Упражнение 2. Докажите, что 
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Упражнение 3. В урне лежат два белых и 4 черных шара. Из урны наугад вытаскивают два шара. Найдите вероятности того, что вытащены будут а) два белых шара; б) два черных шара; в) один белый и один черный шар; г) не менее одного белого шара.

Определение.  Произведением событий A1 и A2 называется такое событие, которое наступает тогда и только тогда, когда происходит каждое из событий A1 и A2.
Упражнение 4. Чему равна вероятность произведения несовместных событий?

Определение.  Разностью событий A1 и A2 называется такое событие A1\A2, наступление которого означает, что событие A1 произошло, а событие A2 – нет.
Упражнение 5. Докажите, что 
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Упражнение 6. Известно, что события A и B произошли, а C – нет. Определите, произошли или не произошли такие события: A+BC, (A+B)C, AB+C, ABC.

Определение.  Событие B называется следствием события A, если оно происходит при каждом наступлении события A 

Определение.  События A и B называются независимыми, если 
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Нетрудные задачи и важные теоремы

15. Теорема о сумме вероятностей. Для любых событий A и B выполняется равенство 
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16. Выведите аналогичное равенство для вероятности суммы трех событий. [Подсказка: вспомните о кругах Эйлера].

17. Докажите, что если 
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, то B – следствие A.
18. Из карточной колоды наугад вытягивается одна карта. Пусть A={вытянута карта бубновой масти}, а B={вытянут туз}. Являются ли эти два события независимыми?
19. Рассмотрим бросание двух игральных костей и такие три события: A={выпала хотя бы одна пятерка}, B={сумма очков равна 11}, C={сумма очков равна 10}. Являются ли независимыми события а) A и B; б) A и C; в) B и C.

20.  Два стрелка сделали по одному выстрелу в мишень. Известно, что вероятность попадания для первого стрелка равна 0,6, а для второго – 0,7. Найдите вероятности событий A={только один стрелок попадает в мишень}, B={хотя бы один стрелок попадает в мишень}, C={хотя бы один стрелок промахивается}.
21. Подбрасываются N игральных костей. Пусть A={хотя бы на одной из костей выпала единица}. Найдите вероятность события A.
Более трудные задачи

22. Чтобы подбодрить сына-шахматиста, отец обещает ему приз, если он выиграет подряд по крайней мере две партии, сыграв три партии с отцом и чемпионом клуба по очереди. Чемпион играет лучше отца. С кем должен играть сын вначале – с отцом или с чемпионом? 
23. В жюри из трех человек два члена независимо друг от друга принимают правильное решение с вероятностью p, а третий для вынесения решения бросает монетку. Решение принимается большинством голосов. Жюри из одного человека принимает верное решение с вероятностью p. Какое из двух жюри выносит справедливое решение с большей вероятностью?

24. В теннисном турнире, проводимом по олимпийской системе, участвуют 8 игроков. Предположим, что более сильный теннисист всегда побеждает более слабого. Какова вероятность того, что в финальной встрече будут играть два самых сильных игрока турнира?

25. Из хорошо перетасованной колоды (54 карты) извлекают по одной карте до появления первого туза. На каком месте в среднем он появится?

26. Две урны содержат одно и то же число шаров, несколько черных и несколько белых каждая. Из них извлекается по n (n(3) шаров с возвращением (то есть после вытаскивания шара он снова возвращается в урну). Найдите число n и содержимое обеих урн, если вероятность того, что из первой урны были извлечены только белые шары, равна вероятности того, что все шары, извлеченные из второй урны – одного цвета. 
Вероятность-3

8 класс ( 18 июля
Упражнение 7. В День Эратосфена водой обливались 54 из 66 школьников и 4 из 11 преподавателей. Какова вероятность того, что: а) случайно выбранный человек из всех 77 обливался водой; б) случайно выбранный человек из всех 77 окажется преподавателем; в) случайно выбранный преподаватель обливался водой; г) случайно выбранный человек окажется обливавшимся водой преподавателем; д) случайно выбранный обливавшийся водой человек окажется школьником?

Определение.  Пусть A и B – случайные события, причем p(B)(0. Величину 
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 будем называть условной вероятностью события A при гипотезе B. [Эта величина характеризует вероятность наступления события A при условии, что событие B наступило.]
Упражнение 8. Проверьте, что события A и B независимы в том и только в том случае, если наступление события B не меняет вероятности события A, то есть если p(A|B)=p(A).

Упражнение 9. В первой урне находятся 3 белых и 2 черных шара, а во второй – 3 белых и 12 черных шаров. Из наугад выбранной урны выбирается случайным образом один шар. Какова вероятность события A={этот шар белый}?

Решение. События B1={выбрана первая урна} и B2={выбрана вторая урна} являются несовместными, причем одно из них обязательно происходит, то есть вероятность каждого из них равна 1/2. Запишем событие A как A(B1+B2)=AB1+AB2. По формуле суммы несовместных событий p(A)=p(AB1)+p(AB2). Но p(AB1)=p(A|B1)p(B1) = 3/5(1/2, и аналогично p(AB2)=p(A|B2)p(B2)= 3/15(1/2. Поэтому p(A)=3/10+3/30 = 2/5.
Теоремы и задачи
27. Формула полной вероятности. Пусть событие A может осуществиться с одним и только с одним из n попарно несовместных событий H1, H2, …, Hn. Докажите следующее равенство: 
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28. Некий король велел своему придворному мудрецу разделить по двум урнам 6 шаров: 3 черных и 3 белых. Палач наугад выберет одну из урн и вытащит из нее случайным образом один шар. Если этот шар окажется черным, мудреца казнят, иначе сохранят ему жизнь. Как мудрецу нужно разделить шары, чтобы обеспечить себе максимальную вероятность уцелеть?

29. Формула Байеса. Пусть событие A может осуществиться с одним и только с одним из n событий H1, H2, …, Hn. Докажите, что вероятность события Hi при условии, что событие A произошло, определяется по формуле: 
[image: image10.wmf])
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. [В знаменателе стоит полная вероятность события A, а в числителе – одно из слагаемых].
30. В 8-м классе ЛМШ учатся 15 девочек и 51 мальчик. Десяти девочкам и тридцати мальчикам достались билеты на дискотеку. Какова вероятность того, что потерянный кем-то из них билет был потерян мальчиком?

31. Ваши товарищи могут с равной вероятностью играть либо в игру с одной игральной костью, либо в игру с двумя игральными костями. В обеих играх считается количество выпавших очков. В какой-то момент игры вы услышали, что у них выпало 2 очка. Какова вероятность того, что они играют в игру с одной костью? 
32. Три школьника A, B и C претендуют на некий приз. Для того, чтобы выяснить, кому он достанется, они договорились бросать монетки и отдать приз тому, чья монета выпадет не той стороной, что у двух других. Если же все три монеты выпадут одинаково, то мальчики повторят бросание. Какова вероятность того, что розыгрыш приза закончится не позднее третьего бросания, а приз достанется игроку A? 

Более трудные задачи

33. Школьник знает ответы на 15 из 20 теоретических вопросов зачета. В каждом билете содержится один теоретический вопрос, без правильного ответа на который получить зачет невозможно. В каком случае школьник имеет больше шансов получить зачет – если он тянет билет первым или если тянет билет вторым?

34. В теннисном турнире, проводимом по олимпийской системе, играют 8 теннисистов равной силы. Среди них два украинца и 6 граждан Того. Номера теннисистов определяются жеребьевкой. Какова вероятность того, что два украинца сыграют в турнире друг с другом?

35. Разница между независимостью и попарной независимостью событий. Представим себе игральную кость в форме треугольной пирамиды, на трех гранях которой написано по одному из чисел 1, 2 и 3, а на четвертой – все три этих числа. Рассмотрим событие A={выпала грань на которой есть число 1} и аналогичные события B и C для чисел 2 и 3 соответственно. Докажите, что p(AB)=p(A)p(B), но p(ABC)(p(A)p(B)p(C).

36. Король аттестует трех своих мудрецов следующим образом: на лоб каждому из них наклеивается черная либо белая метка так, что каждый видит метки у двух других мудрецов, но не видит свою собственную. После этого по команде палача каждый мудрец должен либо написать на бумажке цвет своей метки, либо оставить бумажку пустой. Если все мудрецы сдадут пустые бумажки, их немедленно казнят. Если хотя бы один из них ошибется в цвете метки, их также казнят. Помогите мудрецам выбрать такую стратегию, при которой вероятность остаться в живых была бы равна 0,75.

37. Докажите, что в предыдущей задаче у мудрецов не существует стратегии, при которой вероятность остаться в живых больше, чем 0,75.
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