Двадцать третья Летняя многопредметная школа Кировской области

Вишкиль. 3-28.VII.2007 г.
 8 класс

Лемма Холла. 20 июля
1. 20 юношей и 20 девушек пришли на дискотеку. Каждый юноша знаком с двумя девушками, а каждая девушка – с двумя юношами. Докажите, что они могут разбиться на пары для танца, чтобы каждый был знаком со своей парой.
Очевидно, в этой задаче выполнено

Условие разнообразия. Любому набору из k юношей в совокупности знакомы не менее k девушек.

Лемма Холла (лемма о свадьбах). Есть n юношей и несколько девушек. Тогда все юноши могут выбрать по невесте из числа своих знакомых тогда и только тогда, когда выполнено условие разнообразия.
Приступим к доказательству леммы Холла.

2. (Лёгкая часть). Докажите, что условие разнообразия необходимо для выбора невест.
3. Поженим максимальное количество юношей. Допустим, какой-то юноша не женат. Возьмём этого юношу, его знакомых девушек, их мужей, их знакомых девушек и т.д. Докажите, что либо можно поженить по-другому тех же юношей вместе с выбранным, либо для указанного множества юношей не выполнено условие разнообразия.
Задачи, сводящиеся к лемме Холла:
4. В каждой строке и в каждом столбце шахматной доски стоят по три ладьи. Докажите, что можно выбрать 8 ладей, не бьющих друг друга.

5. Из шахматной доски вырезали 7 клеток. Докажите, что на оставшиеся клетки можно поставить 8 не бьющих друг друга ладей.

6. Прямоугольный лист бумаги разбит на n фигур одинаковой площади с одной стороны и на n других той же площади с обратной стороны. Докажите, что этот лист можно проткнуть n иголками так, что каждая из 2n фигур будет проткнута по разу.

7. В хакерке стоит n компьютеров. n преподавателям нужен компьютер, каждому нравятся какие-то k, и каждый компьютер нравится каким-то k преподавателям. Доказать, что им нет необходимости драться за компьютеры. 

8. Докажите, что ребра двудольного графа, степень каждой вершины которого равна k, можно правильно раскрасить в k цветов (из каждой вершины должны выходить ребра всех цветов по одному разу).

9. Лемма Холла для арабских стран. Среди n юношей и нескольких девушек некоторые юноши знакомы с некоторыми девушками. Каждый юноша хочет жениться на m знакомых девушках. Докажите, что они могут это сделать тогда и только тогда, когда для любого набора из k юношей количество знакомых им в совокупности девушек не меньше km.

(Указание: мысленно  разделить каждого юношу на несколько.)
10. В школу «Хогвартс» поступило 24 первокурсника. Известно, что в Гриффиндоре учатся храбрые, в Когтевране – умные, в Пуффендуе – старательные, а в Слизерине – хитрые. Каждый первокурсник обладает ровно двумя этими качествами, и все качества встречаются одинаковое число раз. Докажите, что Распределительная Шляпа сможет поровну поделить первокурсников на факультеты.
11. В классе учатся n мальчиков и n девочек. Каждый мальчик составил рейтинг девочек в порядке убывания: какая нравится ему больше всего, какая на втором месте и т.д. (никакие две девочки не нравятся никакому мальчику в одинаковой степени). На день святого Валентина каждому мальчику подарили по девочке. Обсуждая полученные подарки, мальчики заметили, что при любом другом распределении девочек хотя бы одному из них досталась бы меньше нравящаяся ему девочка. Докажите, что хотя бы один из мальчиков получил ту девочку, которая нравилась ему больше всего.

12. В компании из n юношей и n девушек каждые k юношей знакомы не менее чем с k девушками. Докажите, что каждые k девушек знакомы не менее, чем с k юношами.

13. Фиктивные невесты: не всем хватило. Докажите, что если любые k 
(1 ( k ( n) юношей знакомы в совокупности не менее чем с k-d девушками, то n-d юношей могут выбрать себе невест из числа знакомых.

