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Перестановки. 21 июля
1. Взвод солдат построился в одну шеренгу. Сержант Обалдуев умеет менять местами любых двух рядом стоящих. Докажите, что ему удастся выстроить всех по росту.
Определение. Перестановкой назовём биекцию из множества натуральных чисел от 1 до n в себя. Композиция перестановок – композиция биекций. Перестановку можно записывать одной строкой: первый элемент – куда перешла единица, второй – двойка, и т.д.

Определение. Транспозицией называется перестановка двух элементов. Всюду в листочке эти элементы предполагаются соседними.

Определение. Инверсией перестановки назовём пару чисел, в которой большее число стоит левее меньшего. Чётность числа инверсий называется чётностью перестановки.

2. Пусть числа выставлены в обратном порядке (т.е. n, n-1,…,2, 1). Найдите чётность этой перестановки.

3. Пусть порядок чисел следующий: 2, 3,…, n, 1. Найдите чётность этой перестановки.
4. Докажите, что каждой своей операцией сержант Обалдуев меняет чётность перестановки.

Иными словами: композиция перестановки с транспозицией меняет чётность.

5. Докажите, что любая перестановка является композицией нескольких транспозиций.
6. Докажите, что чётная перестановка является композиций чётного числа транспозиций, а нечётная – нечётного числа.

7. Докажите, что композиция двух перестановок одной чётности чётна, а композиция перестановок разной чётности нечётна.
8. В городе разрешены только тройные обмены квартир (т.е. А переезжает в квартиру В, В – в С, С – в А). Смогут ли два человека поменяться квартирами?

9. 123 машины стартовали из разных точек и целый день ездили по кругу. Вечером каждая оказалась на том же месте, откуда стартовала. Докажите, что было совершено чётное число обгонов.

10. Какое наименьшее количество перестановок придётся сделать сержанту Обалдуеву из первой задачи, чтобы наверняка выстроить солдат как надо?

11. Двоечник Федя написал на карточках числа от 1 до n и разложил карточки в некотором порядке. Он умеет менять местами две самые левые карточки, а также переставлять самую правую карточку в левый конец. Всегда ли он сможет выставить карточки в порядке возрастания?

12. Пусть f – перестановка чисел от 1 до n. Пусть k – наименьшее число, такое что f(f(…(f (k раз) – тождественное отображение. Докажите, что n! делится на k.

13.  (Игра «15») В квадрат 4(4 кладут 15 фишек, на которых написаны числа от 1 до 15. Одна клетка при этом остаётся пустой. Можно двигать на пустую клетку соседнюю по стороне фишку. Докажите, что не из любой первоначальной расстановки можно получить ту, в которой числа идут по порядку.
