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17 èþëÿ
Ìàòåìàòè÷åñêèé áîé ïðîôè-7�ñáîðíàÿ-8

1. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà a è b òàêèå, ÷òî ÷èñëî a + 1

b
+
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a
ÿâëÿåòñÿ öåëûì. Äîêàæèòå, ÷òî

(a, b) ≤ √
a + b.

2. Âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC âçÿòà òî÷êà K òàêàÿ, ÷òî ∠ABK = ∠ACK. Ïóñòü E è F �
îñíîâàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðîâ, îïóùåííûõ èç òî÷êè K íà ñòîðîíû AB è AC, M � ñåðåäèíà ñòîðîíû
BC. Äîêàæèòå, ÷òî ME = MF .

3. Ïðè êàêèõ íàòóðàëüíûõ n ñóùåñòâóåò âûïóêëûé øåñòèóãîëüíèê, êîòîðûé ìîæíî ðàçðåçàòü
íà n ðàâíîñòîðîííèõ òðåóãîëüíèêîâ (íå îáÿçàòåëüíî îäèíàêîâûõ)?

4. Ïðî âåùåñòâåííûå ÷èñëà a, b è c èçâåñòíî, ÷òî ñóììà äðîáåé a2 + b2 − c2
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ðàâíà åäèíèöå. Äîêàæèòå, ÷òî èç òðåõ äàííûõ äðîáåé äâå ðàâíû 1, à îäíà ðàâíà −1.

5. Íà êîëüöåâîé äîðîãå ðîâíî 1001 ñâåòîôîð. Êàæäóþ ìèíóòó îíè ìåíÿþò ñâîè ñèãíàëû ïî
ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: åñëè â ïðåäûäóùèé ìîìåíò ó ñâåòîôîðîâ, ñîñåäíèõ ñ äàííûì, ãîðÿò ñèãíàëû
ðàçíûõ öâåòîâ, òî íà íåì çàãîðàåòñÿ ñèãíàë òðåòüåãî öâåòà, à åñëè ýòè ñèãíàëû áûëè îäíîãî öâåòà,
òî íà íåì çàãîðàåòñÿ ñèãíàë òîãî æå öâåòà. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè ó âñåõ ñâåòîôîðîâ ãîðåëè
òîëüêî êðàñíûå èëè çåëåíûå ñèãíàëû. Ìîæåò ëè ïîëó÷èòüñÿ, ÷òî ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ âñå ñèãíàëû
áóäóò æåëòûìè?

6. Íà êëåò÷àòîé äîñêå 2007×2007 äâîå èãðàþò â ñëåäóþùóþ èãðó. Õîä ñîñòîèò â çàêðàøèâàíèè
8 åùå íå çàêðàøåííûõ êëåòîê, îáðàçóþùèõ ñâÿçíîå ìíîæåñòâî. Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî íå ìîæåò
ñäåëàòü õîäà. Êòî âûèãðàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå? (Ñâÿçíûì íàçûâàåòñÿ òàêîå ìíîæåñòâî êëåòîê,
÷òî èç ëþáîé åãî êëåòêè ìîæíî ïåðåéòè ïî êëåòêàì ýòîãî ìíîæåñòâà â ëþáóþ äðóãóþ, ïåðåõîäÿ
êàæäûé ðàç â ñîñåäíþþ ïî ñòîðîíå.)

7. Ïðè êàêèõ íàòóðàëüíûõ n ÷èñëà îò 1 äî n ìîæíî ðàçáèòü íà äâå íåïóñòûå ãðóïïû òàê, ÷òî
ñóììà ÷èñåë â îäíîé ãðóïïå ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ÷èñåë â äðóãîé?

8. Åñëè íà äîñêå çàïèñàíî ÷èñëî A, ê íåìó ìîæíî ïðèáàâèòü ëþáîé åãî äåëèòåëü, îòëè÷íûé îò
1 è ñàìîãî A. Äîêàçàòü, ÷òî èç A = 4 ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáîå ñîñòàâíîå ÷èñëî.


