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Ориентированные графы. 14 июля

Определение. Ориентированным графом называется граф, в котором каждое ребро имеет направление.
Определение. Ориентированный граф называется связным (или сильно связным), если из любой вершины можно попасть в любую другую, идя по стрелкам.

1. В чемпионате ЛМШ по шахматам участвовал 101 игрок. Оказалось, что каждый выиграл 50 партий, причём любые двое сыграли не более одной партии. Сколько партий проиграл каждый игрок?

2. В стране есть столица (Москва) и ещё 100 городов. Некоторые города соединены дорогами с односторонним движением так, что из каждого нестоличного города выходит 20 дорог, и в каждый нестоличный город входит 21 дорога. Докажите, что ни Михаил Юрьевич, ни Иван Николаевич больше не смогут попасть в Москву (если не будут пользоваться альтернативными видами транспорта).

3. В королевстве некоторые города соединены дорогами. Сумасшедший король хочет ввести на всех дорогах одностороннее движение так, чтобы, выехав из любого города, нельзя было в него вернуться. Удастся ли ему это?

4. В графе 40 вершин и нет ребер. Двое играют в следующую игру: первый проводит произвольное ребро между этими вершинами, а второй это ребро ориентирует. Если после 780 пар ходов получается связный граф, то второй выигрывает, иначе выигрывает первый. Кто выиграет при правильной игре?

5. В ориентированном графе 101 вершина. Из каждой вершины выходит 40 рёбер, и в каждую вершину входит 40 рёбер. Докажите, что из любой вершины можно попасть в любую другую, пройдя не более чем по трём рёбрам.

Определение. Полным ориентированным графом (турниром) называется ориентированный граф, в котором любые две вершины соединены ровно одним направленным ребром.
6. Докажите, что в полном ориентированном графе есть вершина, в которую можно попасть из любой другой, пройдя не более чем по двум рёбрам.

7. Докажите, что в полном ориентированном графе найдётся путь, проходящий через каждую вершину ровно один раз.

8. Команды «Жесть» и «Жестянка» набрали в круговом волейбольном турнире одинаковое количество очков. Докажите, что найдутся команды A, B, и C такие, что A выиграла у B, B выиграла у C, а C выиграла у A.

9. В 8 отряде проводился однокруговой турнир по теннису. После этого Ольга Сергеевна опросила каждого, сколько партий он выиграл. Желая похвастаться, каждый возводил количество выигранных партий в квадрат. Потом пришёл Игорь Соломонович и опросил каждого, сколько партий он проиграл. Из уважения дети и на этот раз возводили количества проигрышей в квадрат и сообщали эти числа. Докажите, что суммы чисел у Ольги Сергеевны и Игоря Соломоновича совпадут.

10. В стране 1001 город и первоначально нет ни одной дороги. Две строительные компании строят по дороге по очереди. (Любая дорога соединяет два города в одном из направлений. Между двумя городами нельзя проводить две дороги в одном направлении, но можно провести две дороги разного направления.) Проигрывает компания, после хода которой из любого города можно будет проехать в любой другой. Какая из двух компаний сможет обеспечить себе победу?

