Двадцать третья Летняя Многопредметная Школа Кировской области

Вишкиль. 3-28 июля 2007 г.
8 класс

Ночь. Улица. Фонарь. Аптека.

Бессмысленный и тусклый свет.

Живи еще хоть четверть века,

Все будет так. Исхода нет.

Умрешь – начнешь опять сначала,

И повторится все, как встарь:

Ночь, ледяная рябь канала,

Аптека, улица, фонарь.




А. Блок.

И повторится все, как встарь, 16 июля. 
1. Известная задача Жители Гавайских островов гордятся тем, что у них с незапамятных времен существует президентская форма правления. Каждые 4 года президентом избирается либо республиканец, либо демократ. Местные социологи обнаружили строгий закон, по которому определяется партийность очередного президента. Хотя этот закон засекречен, в печать просочились сведения, что партийность очередного президента полностью определяется партийностью предыдущих десяти. Последние три срока на Гаваях правит республиканец. Докажите, что всегда будут периоды правления трех республиканцев подряд.

2. Очень известная задача, но с новым поворотиком. Докажите, что 
a). найдутся две различные степени двойки, разность которых кратна 2007. 
b). найдется бесконечное число степеней двойки таких, что разность любых двух из них кратна 2007.

3. Всем известная задача про то, что заблудиться не удастся. В стране из каждого города выходят ровно три дороги в другие города.  Путешественник выехал из города A и сворачивал поочередно то налево, то направо. Доказать, что когда-нибудь он снова попадет в город A.

4. Ужасно известная задача про движении задом наперед и обратно. В последовательности 2, 0, 0, 7, 9, 6, 2, 4… каждый член, начиная с пятого, равен последней цифре суммы предшествующих четырёх членов. а) Встретятся ли в этой последовательности еще раз подряд четыре цифры 2, 0, 0, 7? б) Встретятся ли в ней четыре подряд цифры 4, 0, 3, 5 ?

5. ОЧЕНЬ НАУЧНАЯ ТЕОРЕМА О ПEРИOДИЧНOСTИ. Пусть X – конечное множество  и f :X(X. Тогда 

a). для любого элемента  x из X его орбита становится периодична (возможно, имея предпериод);

b). если f – инъекция, то период начинается с первого члена;
c).  сумма длин периода и предпериода не превосходит числа элементов X.

6. Встаньте дети, встаньте в круг (не задача). В некоторой компании каждый человек имеет ровно двух друзей. Докажите, что если все друзья возьмутся за руки, то они образуют один или несколько хороводов.

7. Kаждому натуральному k<100 поставлено в соответствие натуральное f(k) < 100.  Построим последовательность: a1 = 1, ak+1 = f(ak). Докажите, что найдется n < 100, для которого an = a2n.

8. Барон Мюнхаузен заявил, что он может выписать в ряд натуральные числа без единицы так, что все числа, кроме нескольких, будут не больше своих номеров в ряду. Не хвастает ли барон?

9. X – бесконечное множество, f :X(X.– биекция. Докажите, что f разбивает X на части следующих типов:
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"Хоровод" – конечные цепочки элементов, каждый из которых f переводит в соседний.

"Хоровод Прямая" – бесконечные цепочки, которые f сдвигает.
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 "Хоровод Луч" – цепочки, в которых все элементы, кроме первого, имеют прообраз.

10. Натуральное число заменяют суммой квадратов его цифр. Докажите, что для любого натурального числа после некоторого количества таких операций процесс зациклится.

11. Биллиардный шар после удара последовательно отразился от всех четырёх бортов и вернулся в исходную точку. Докажите, что, двигаясь дальше, он опять вернётся в исходную точку. Отражение происходит по закону «угол падения равен углу отражения».
12. В последовательности u0, u1, … натуральных чисел u0 произвольно и для  n > 0 un+1 = 
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  где a – заданное нечетное число. Доказать, что последовательность периодична, начиная с некоторого места.
Указание. Докажите, что  все ее члены не превосходят  u0 + 2a, следовательно, последовательность ограничена.

13. В каждой клетке доски 8(8 поставлена стрелка, показывающая в одном из четырех направлений (вверх, вниз, вправо, влево). Бедная фишка стоит в некоторой клетке и идет по стрелке. При этом стрелка в клетке поворачивается на 90( по часовой стрелке. Так она ходит, ходит, ходит… Докажите, что она рано или поздно упадет с доски. Как жаль, что все кончилось!
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