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Ориентированные графы. 14.07.2010
1. В стране некоторые пары городов соединены дорогами с односторонним движением, причем можно выехать из любого города, а затем в него вернуться. Докажите, что президент сможет разбить страну на регионы, содержащие больше одного города, так, чтобы внутри региона от любого города можно было добраться до любого другого.
Определение. Граф называется ориентированным (орграфом), если у каждого ребра определено направление (т.е. если вершины графа А и В соединены ребром, то ребро направлено либо от А к В, либо от В к А). Иначе говоря, у каждого ребра определено начало и определен конец. 
Определение. Степенью исходящих ребер вершины (степенью исхода), называется количество ребер, имеющих свое начало в этой вершине. Соответственно степенью входящих ребер вершины (степенью входа) называется количество ребер, имеющих ее своим концом.
2. В ориентированном графе есть некоторое ненулевое количество ребер. Может ли:
a) Степень исхода каждой вершины равняться половине ее степени входа?

б) Для любой вершины существовать ровно 2 цикла ее содержащих (в орграфе циклом называется замкнутая цепочка ребер, несамопересекающаяся ни в одной вершине, в которой конец каждого ребра есть начало следующего)?
в) Степень исхода каждой вершины делиться на 10, а степень входа – на 11?
Определение. Орграф называется сильно связным, если для любой пары вершин А, В можно добраться по ребрам графа от А к В и наоборот. Орграф называется слабо связным если для любой пары вершин А, В можно добраться по ребрам графа от одной из них до другой.
3. Верно ли, что выбрасывание всех ребер, исходящих из одной вершины сильно связного графа оставляет его слабо связным? Верно ли то же самое для всех ребер, входящих в данную вершину?
Определение. Орграф, в котором любые две вершины соединены ребром, называется турниром.
4. В стране Антропия n городов, каждые два из которых соединены дорогой. Президент Крок О'Дил хочет ввести на дорогах одностороннее движение так, чтобы, выехав из любого города, в него больше нельзя было вернуться (Из города может не выходить ни одной дороги).
а) Докажите, что он сможет это сделать.
б) Найдите количество способов таким образом ввести одностороннее движение.
5. Команды «Бодрячок» и «Лесные гопники» набрали в круговом волейбольном турнире одинаковое количество очков. Докажите, что найдутся команды A, B, и C такие, что A выиграла у B, B выиграла у C, а C выиграла у A.
Для самостоятельного решения
6. В турнирном графе 1001 вершина, степень исхода равна степени входа и равна 500. Докажите, что любой подграф на 668 вершинах сильно связен.
7. В графе ребер вдвое больше, чем вершин. Известно, что можно ориентировать ребра так, чтобы полученный орграф стал сильно связным. Сколькими способами можно так сделать?
8. Доказать, что в турнирном графе (количество вершин не меньше 4) всегда можно изменить ориентацию одного ребра так, что он станет сильно связным.
