XXVI Летняя многопредметная школа Кировской области

Вишкиль. 3–28 июля 2010 г. 8 класс

––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––

Подстановки-1. 6.07.2010
0. Девять восьмиклассников каждую минуту на занятиях пересаживаются по следующей схеме:
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Через какое время восьмиклассники снова окажутся на своих местах?

Определение 1. Подстановкой на некотором множестве будем называть некоторый способ поменять элементы этого множества местами. Подстановка из n элементов — это биекция из множества {1, 2, ..., n} в себя. Тождественная подстановка — эта та, которая ничего не переставляет.
Определение 2. Произведением подстановок a и b называется их композиция как отображений и обозначается как ab или a ○ b.

Произведение подстановок выполняется, как и композиция отображений, справа налево:
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1. Докажите, что любая подстановка имеет обратную, т.е. такую, при произведении с которой получается тождественная подстановка.

2. Найдите произведения а) 
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3. Запишите все подстановки на множестве из трех элементов. Сколько существует подстановок на множестве из n элементов? 

4. Двадцать школьников решали 20 задач. Известно, что каждую из задач решили 2 школьника и каждый школьник решил по две задачи. Доказать, что можно так организовать разбор задач, что каждый школьник расскажет по одной задаче и каждая задача будет рассказана ровно один раз.

Определение 3. Подстановка называется циклической (или просто циклом), если она сдвигает некоторые элементы по кругу, а остальные оставляет неподвижными. Два цикла называются независимыми, если никакой элемент не сдвигается и первой, и второй подстановкой  одновременно.

5. Докажите, что любая подстановка является произведением нескольких независимых циклических.

6. Докажите, что любой цикл является произведением циклов длины два.
Определение 4. Циклы длины два называются транспозициями.
7. Сколько среди подстановок из 5 элементов циклов и сколько транспозиций?
8. Верно ли, что любая подстановка представляется в виде произведения независимых транспозиций?

Определение 5. Транспозиция называется элементарной, если она меняет местами два элемента, которые стоят на соседних местах.

9. Разложите подстановку 
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 в произведение элементарных транспозиций.
10.  Докажите, что любую подстановку можно разложить в произведение элементарных транспозиций.

Для самостоятельного решения

11. Федя написал на карточках числа от 1 до n и разложил карточки в некотором порядке. Он умеет менять местами две самые левые карточки, а также переставлять самую правую карточку в левый конец. Всегда ли он сможет выставить карточки в порядке возрастания?

12. В городе Урюпинске разрешены только парные обмены квартир, и каждая семья может совершить только  один обмен в день. Докажите, что любой сложный обмен (но при котором каждая семья отдает одну квартиру и получает одну квартиру) можно совершить за два дня.

13. Пусть f – подстановка из n элементов. Пусть k – наименьшее число, такое что  
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 (k раз) – тождественное отображение. Докажите, что n! делится на k.
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