XXVI Летняя многопредметная школа Кировской области

Вишкиль. 3–28 июля 2010 г. 8 класс

––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––

Сравнения. 15-17.07.2010
1. Найдите остаток от деления 3100 + 4100 а) на 7; б) на 13.

2. Сумма трёх чисел a, b и c делится на 30. Докажите, что a5 + b5 + c5 также делится на 30.

3. Докажите, что при нечетных п и k число 1n + 2n + 3n + … + (k – 1)n делится на k.
4. Докажите с помощью сравнений, что для любых целых a и b и любого натурального n число a) an – bn делится на a – b; b) a2n – 1 + b2n – 1 делится на a + b; c) a2n – b2n делится на a + b.
5. Докажите, что при любом натуральном n число 36n – 26n делится на 35.

6. Докажите, что ни при каком натуральном k число 3k  + 5k не является квадратом натурального числа.

7. Пусть р и q – различные простые числа. Докажите, что pq + qp ≡ p + q (mod pq).

8. Докажите, что 162n+1 + (2n + 1)16 делится на 17, если 2n + 1 на 17 не делится.

9. Докажите, что если 1 × 2 × 3 × …× (n – 2) × (n – 1) + 1 делится на n, то n – простое число.

10. Докажите, что если р – простое число, p > 2, то:

а) В каждой строке таблицы умножения остатков по модулю p встречается ровно одна единица.

б) Единица может стоять на диагонали, только в первой и последней строках.

в) Числа 2, 3, 4, …., (р – 3), (р – 2) можно разбить на пары так, что произведение чисел в каждой паре будет сравнимо с единицей по модулю р.
г) (p – 1)! ≡p – 1.
(Лемма Вильсона) (р – 1)! +1 делится на р тогда и только тогда, когда р – простое число.

11. Найдите количество решений сравнения х2 ≡ 1 (mod p) при простом p.

12. Имеют ли уравнения ненулевые решения в целых числах:

а) x2 + y2 = 3z2; б) x2 + y2 + z2 = 4t2?
Для самостоятельного решения

13. Докажите, что число (3n – 1)n – 4 делится на 3n – 4 при любом натуральном n.

14. Докажите, что существует натуральное n такое, что число 2n – 1 имеет не менее 2010 различных простых делителей.

15. Докажите, что существует бесконечно много натуральных чисел, не представимых в виде суммы трёх а) квадратов; б) кубов.

16. Докажите, что имеется бесконечное количество простых чисел вида 4n + 3.
