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XXVI Ëåòíÿÿ ìíîãîïðåäìåòíàÿ øêîëà Êèðîâñêîé îáëàñòè 11. Îò àâòîðîâ.Äîðîãîé äðóã! Âû ñåé÷àñ äåðæèòå â ðóêàõ èëè ÷èòàåòå ñ ýêðàíà áðîøþðó, êîòî-ðàÿ ðîäèëàñü êàê ïëîä ñîâìåñòíîãî òâîð÷åñòâà àâòîðîâ ñ ãðóïïîé�Ïðî�è�8� Ëåòíåé ìíîãîïðåäìåòíîé øêîëû Êèðîâñêîé îáëàñòè 2010 ãîäà.Áîëüøèå è èíòåðåñíûå çàíÿòèÿ ïî òåîðèè ãðà�îâ áûëè ïîäãîòîâëåíû èïðîâåäåíû Ä.Â. Êàðïîâûì. Îñíîâíàÿ ÷àñòü çàíÿòèé áûëà ñîñòàâëåíà òðåìÿîñòàâøèìèñÿ àâòîðàìè ñîâìåñòíî. Ìàòáîè ñ ãðóïïàìè Ïðî�è�9 è Ïðî�è�7áûëè ñîñòàâëåíû ñîâìåñòíî ñ À.Â. Ïàñòîðîì, À.Â. Øàïîâàëîâûì èÍ.Ä. Êóäûêîì, çà ÷òî õîòèì âûðàçèòü èì áëàãîäàðíîñòü. Îñîáî õîòåëîñü áûîòìåòèòü ðîñêîøíûé ïîäàðîê À.Â. Øàïîâàëîâà � 7�þ çàäà÷ó çàêëþ÷èòåëü-íîé îëèìïèàäû.Íàäååìñÿ, ÷òî ìû îñòàâèëè ìíîãî ïîâîäîâ äëÿ ðàçìûøëåíèÿ äî ñëåäóþùåéøêîëû è, êîíå÷íî æå, õîòèì âûðàçèòü áëàãîäàðíîñòü âñåì ó÷åíèêàì ãðóïïû�Ïðî�è�8�:Àêáàðîâó Àðòóðó, Àëåêñàíäðîâó Íèêèòå, Áåëîâó Äìèòðèþ, �àëèìîâóÒèìóðó, �îëîâàíîâó Àëåêñàíäðó, Çàñëàâñêîìó Îëåãó, Êíÿçåâîé Àëèñå,Êîëóïàåâó Âëàäèñëàâó, Êîðÿêèíó Äàíèëó, Êîòåëüíèêîâîé Þëèè, ËàòûøåâóÀëåêñåþ, Ìàëûãèíó Âèòàëèþ, Ìàðüèíó Åãîðó, Ìàòóøêèíó Àëåêñàíäðó,Ìîêèíó Àëåêñàíäðó, �ûêîâó Íèêèòå, Ñàäûêîâó �èíàòó, Ñîêîëó Åâãåíèþ,Ñî�ðîíîâîé Àëèíå, Ñóðèíó Ìèõàèëó, Øàéõååâîé Òàëèè.



�åäàêòîð Ñóõîâ Ê.À.Õóäîæåñòâåííûé ðåäàêòîð �óáàíîâà Í.È.
TEXíè÷åñêèé ðåäàêòîð Ñóõîâ Ê.À.�åíåðàëüíûé êîððåêòîð Àíòðîïîâ À.Â.Êîððåêòîð �óññêèõ Ì.Ñ.Ñäàíî â íàáîð 25.07.10. Ïîäïèñàíî ê ïå÷àòè 26.07.10. Ôîðìàò À5Áóìàãà ¾Ñíåãóðî÷êà¿. Ïå÷àòü âûñîêàÿ, î÷åíü âûñîêàÿ.Çàêàç sin(ln(eπ)) Òèðàæ 30Èçäàòåëüñòâî ¾Õàêåðêà¿Äèðåêòîð èçäàòåëüñòâà Ïëåòíåâ Ê.Â.

2 Âèøêèëü. 3�28 èþëÿ 2010 ã.2. Âñòóïèòåëüíàÿ îëèìïèàäà. 4 èþëÿ.1. Ñòàäî ìîëîäíÿêà ñîñòîèò èç áû÷êîâ è òåëî÷åê. Òåëî÷åê â ñòà-äå 55% îò åãî îáùåé ÷èñëåííîñòè, à èõ îáùèé âåñ ñîñòàâëÿåò 45%îáùåãî âåñà ñòàäà. Âî ñêîëüêî ðàç ñðåäíèé âåñ áû÷êà áîëüøå ñðåä-íåãî âåñà òåëî÷êè?2. Ñóùåñòâóþò ëè 127 ïîäðÿä èäóùèõ íàòóðàëüíûõ ÷èñëà, ñóììàêîòîðûõ äåëèòñÿ íà 2010?3. Íàéäèòå âñå òðîéêè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë òàêèå, ÷òî êàæäîåèç íèõ ðàâíî êâàäðàòó ñóììû äâóõ äðóãèõ.4. Ïóñòü ABCD � ðàâíîáåäðåííàÿ òðàïåöèÿ ñ îñíîâàíèÿìè ADè BC. Íà ïðîäîëæåíèè ïðÿìîé DA çà òî÷êó A îòëîæèëè îòðåçîê

AE òàêîé, ÷òî AE = BC. Â êàêîì îòíîøåíèè áèññåêòðèñà óãëà

DBE äåëèò îòðåçîê DE?5. Â Îäíîáîêîì ãðà�ñòâå ìåæäó íåêîòîðûìè, íî, ê ñîæàëåíèþ,åùå íå ìåæäó âñåìè, óñàäüáàìè ïðîëîæåíû äîðîãè ñ îäíîñòîðîí-íèì äâèæåíèåì. Ïðè ýòîì, ïðè ïîÿâëåíèè ëþáîé íîâîé äîðîãè(òàêæå ñ îäíîñòîðîííèì äâèæåíèåì) ìåæäó óñàäüáàìè, íå ñîåäè-íåííûìè äîðîãîé äî ýòîãî, ïîÿâèòñÿ âîçìîæíîñòü äîáðàòüñÿ îòëþáîé óñàäüáû äî ëþáîé äðóãîé, íå íàðóøàÿ ïðàâèë. Äîêàæèòå,÷òî òàêàÿ âîçìîæíîñòü èìååòñÿ óæå ñåé÷àñ.6. Âíóòðè îñòðîãî óãëà ñî ñòîðîíàìè a è b ðàñïîëîæåí âûïóê-ëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD. Îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ êàæäîé èç äâóõïðÿìûõ, ñîäåðæàùèõ ñòîðîíû óãëà, ñóììà ðàññòîÿíèé îò âåðøèí

A è C äî ýòîé ïðÿìîé ðàâíà ñóììå ðàññòîÿíèé îò âåðøèí B è Däî ýòîé æå ïðÿìîé. Äîêàæèòå, ÷òî ABCD � ïàðàëëåëîãðàìì.7. Êóá 100× 100× 100 ñîñòàâëåí èç áåëûõ è ÷åðíûõ åäèíè÷íûõêóáèêîâ, ïðè÷åì â êàæäîì êóáå 2×2×2 íàõîäèòñÿ ðîâíî 3 áåëûõè 5 ÷åðíûõ êóáèêîâ. Ñêîëüêî âåðøèí áîëüøîãî êóáà ïîêðàøåíûâ ÷åðíûé öâåò?8. Êâàäðàòíûé ëèñò áóìàãè ðàçðåçàþò ïî ïðÿìîé íà äâå ÷àñòè,è òàê äåëàþò ìíîãî ðàç. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî ðàçðåçîâ íóæ-



XXVI Ëåòíÿÿ ìíîãîïðåäìåòíàÿ øêîëà Êèðîâñêîé îáëàñòè 3íî ñäåëàòü, ÷òîáû ñðåäè ïîëó÷åííûõ ÷àñòåé îêàçàëîñü ðîâíî ñòîäâàäöàòèóãîëüíèêîâ?3. Ñèëüíàÿ ñâÿçíîñòü îðèåíòèðîâàííûõ ãðà�îâ. 5 èþëÿ.Îïðåäåëåíèå: Âåðøèíû a è b îðèåíòèðîâàííîãî ãðà�à G íàçî-âåì ñâÿçàííûìè, åñëè â ãðà�å G ñóùåñòâóþò ïóòè èç a â b è èç bâ a.Îðèåíòèðîâàííûé ãðà� G íàçûâàåòñÿ ñèëüíî ñâÿçíûì, åñëè ëþ-áûå äâå åãî âåðøèíû ñâÿçàíû.Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî âåðøèí V (G) îêàçûâàåòñÿ ðàçáèòîíà êëàññû ïîïàðíî ñâÿçàííûõ âåðøèí, êîòîðûå ìû áóäåì íàçû-âàòü êîìïîíåíòàìè ñèëüíîé ñâÿçíîñòè.Ïîñòðîèì äëÿ íàøåãî îðèåíòèðîâàííîãî ãðà�à G ãðà� êîìïî-íåíò ñèëüíîé ñâÿçíîñòè C(G), âåðøèíû êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþòêîìïîíåíòàì ñèëüíîé ñâÿçíîñòè îðèåíòèðîâàííîãî ãðà�à G. Ïðî-âåäåì â ãðà�å C(G) ðåáðî Vi → Vj òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âãðà�å G åñòü ðåáðî, íàïðàâëåííîå îò Vi ê Vj.Äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà U ⊂ V (G) ÷åðåç G(U) ìû áóäåì îáî-çíà÷àòü èíäóöèðîâàííûé ïîäãðà� ãðà�à G íà ìíîæåñòâå âåðøèí
U (òàêîé ãðà� ñîñòîèò èç âåðøèí ìíîæåñòâà U è âñåõ ðåáåð ãðà�à
G ìåæäó ýòèìè âåðøèíàìè).1. a) Äîêàæèòå, ÷òî â ãðà�å C(G) íåò öèêëîâ. b) Äîêàæèòå, ÷òîäëÿ ëþáîé êîìïîíåíòû ñèëüíîé ñâÿçíîñòè Vi ãðà� G(Vi) íà âåð-øèíàõ ìíîæåñòâà Vi ñ ðåáðàìè ãðà�à G ìåæäó ýòèìè âåðøèíàìèñèëüíî ñâÿçåí.Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü Vi � êîìïîíåíòà ñèëüíîé ñâÿçíîñòè îðèåí-òèðîâàííîãî ãðà�à G. Íàçîâåì ýòó êîìïîíåíòó ïðîìåæóòî÷íîé,åñëè â ãðà�å C(G) ñóùåñòâóåò ðåáðî, âõîäÿùåå â Vi, è ñóùåñòâóåòðåáðî, âûõîäÿùåå èç Vi. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàçîâåì êîìïîíåí-òó Vi êðàéíåé.

56 Âèøêèëü. 3�28 èþëÿ 2010 ã.



XXVI Ëåòíÿÿ ìíîãîïðåäìåòíàÿ øêîëà Êèðîâñêîé îáëàñòè 55 4 Âèøêèëü. 3�28 èþëÿ 2010 ã.2. Â îðèåíòèðîâàííîì ãðà�å 200 âåðøèí, èç êàæäîé âåðøèíûâûõîäèò õîòÿ áû îäíî ðåáðî è â êàæäóþ âåðøèíó âõîäèò õîòÿ áûîäíî ðåáðî. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî äîáàâèòü íå áîëåå 100 íîâûõîðèåíòèðîâàííûõ ðåáåð òàê, ÷òîáû ýòîò ãðà� ñòàë ñèëüíî ñâÿç-íûì. (Ìåæäó äâóìÿ âåðøèíàìè ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî íåñêîëüêîðåáåð.)3. Ïóñòü G ñâÿçíûé îðèåíòèðîâàííûé ãðà� íà n âåðøèíàõ. Äî-êàæèòå, ÷òî a) Ñóùåñòâóåò ñèëüíî ñâÿçíûé îñòîâíûé ïîäãðà� ãðà-�à G, â êîòîðîì íå áîëåå 2n− 2 ðåáðà.b) Åñëè â ãðà�å G ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ âåðøèíàìè ïðîâåäåíîíå áîëåå îäíîãî ðåáðà, òî ñóùåñòâóåò ñèëüíî ñâÿçíûé îñòîâíûéïîäãðà� ãðà�à G, â êîòîðîì íå áîëåå 2n− 3 ðåáðà.) Äëÿ âñåõ n > 3 ïîñòðîéòå ïðèìåðû ãðà�îâ, äëÿ êîòîðûõ îöåíêèïóíêòîâ a) è b) ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè.Îïðåäåëåíèå: Ïîëíûé îðèåíòèðîâàííûé ãðà� èëè òóðíèðíûéãðà� � ýòî îðèåíòèðîâàííûé ãðà�, â êîòîðîì ëþáûå äâå âåðøèíûñîåäèíåíû ðîâíî îäíèì îðèåíòèðîâàííûì ðåáðîì4. a) Äîêàæèòå, ÷òî êîìïîíåíòû ñèëüíîé ñâÿçíîñòè òóðíèðíîãîãðà�à ìîæíî ïðîíóìåðîâàòü G1, . . . , Gk òàê, ÷òîáû äëÿ âñåõ i < jâ C(G) áûëî ðåáðî Gi → Gj.b) Â îðèåíòèðîâàííîì ãðà�å íåò öèêëîâ. Äîêàæèòå, ÷òî åãî âåð-øèíû ìîæíî ïðîíóìåðîâàòü v1 . . . vk òàê, ÷òî êàæäîå ðåáðî îðè-åíòèðîâàíî îò âåðøèíû ñ ìåíüøèì íîìåðîì ê âåðøèíå ñ áîëüøèìíîìåðîì.5. Äîêàæèòå, ÷òî â ñèëüíî ñâÿçíîì òóðíèðíîì ãðà�å ñóùåñòâóåòãàìèëüòîíîâ öèêë (ò. å. öèêë, ïðîõîäÿùèé ïî êàæäîé âåðøèíåðîâíî îäèí ðàç).6. a) Äîêàæèòå, ÷òî â ñèëüíî ñâÿçíîì òóðíèðíîì ãðà�å ñ ÷åòûðü-ìÿ è áîëåå âåðøèíàìè ñóùåñòâóåò âåðøèíà, óäàëåíèå êîòîðîé íåíàðóøàåò ñèëüíîé ñâÿçíîñòè ãðà�à.b) Äîêàæèòå, ÷òî òàêèõ âåðøèí õîòÿ áû äâå.



XXVI Ëåòíÿÿ ìíîãîïðåäìåòíàÿ øêîëà Êèðîâñêîé îáëàñòè 57. Ïóñòü G � ñèëüíî ñâÿçíûé òóðíèðíûé ãðà�, 3 6 k 6 v(G).a) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé âåðøèíû v ∈ V (G) ñóùåñòâóåò ïðî-ñòîé öèêë äëèíû k, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç v.b) Äîêàæèòå, ÷òî â ãðà�å G ñóùåñòâóåò õîòÿ áû v(G) − k + 1ïðîñòûõ öèêëîâ äëèíû k.8. Ïóñòü G � ïîëíûé îðèåíòèðîâàííûé ãðà� ñ n âåðøèíàìè.Äîêàæèòå, ÷òî â íåì ñóùåñòâóåò òàêîé ãàìèëüòîíîâ ïóòü a1 →
a2 → · · · → an, ÷òî åãî êîíöû ñîåäèíåíû ðåáðîì a1 → ana) ïðè ÷åòíîì n; b) ïðè íå÷åòíîì n, îòëè÷íûì îò 3 è 5.) Íàéäèòå âñå ïîëíûå îðèåíòèðîâàííûå ãðà�û, äëÿ êîòîðûõ òà-êîãî ïóòè íå ñóùåñòâóåò.4. �àçíîáîé. 05 èþëÿ1. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ëþáîì íå÷åòíîì n, áîëüøåì 3, ÷èñëî 2n!−1äåëèòñÿ íà n3 − 4n.2. Äàíà øîêîëàäêà 700 × 2009 (700 � âûñîòà, 2009 � øèðèíà).Äâà ÷åëîâåêà èãðàþò â ñëåäóþùóþ èãðó. Õîä ñîñòîèò â òîì, ÷òîìîæíî âçÿòü ëþáîé îòäåëüíûé êóñîê øîêîëàäêè (â íà÷àëå èãðûòàêîé êóñîê âñåãî îäèí) è âûãðûçòü èç íåãî êóñîê â �îðìå ïðÿìî-óãîëüíèêà, ïðè÷åì ïåðâîìó èãðîêó ðàçðåøàåòñÿ ñúåäàòü òîëüêîïðÿìîóãîëüíèêè, ó êîòîðûõ âûñîòà áîëüøå ëèáî ðàâíà øèðèíû,à âòîðîìó � ó êîòîðûõ ìåíüøå ëèáî ðàâíà øèðèíû. Âûèãðûâàåòòîò, êòî äîåñò ïîñëåäíèé êóñî÷åê. Êòî âûèãðàåò ïðè ïðàâèëüíîéèãðå?3. Êàêèå ÷åòûðåõóãîëüíèêè ìîæíî ðàçðåçàòü ïðÿìîé ëèíèåé íàäâà ïîäîáíûõ ìåæäó ñîáîé ÷åòûðåõóãîëüíèêà?4. Íàçîâåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî n �êðîêîäèëîì�, åñëè ëþáîå íà-òóðàëüíîå ÷èñëî, ìåíüøåå n, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììûíåñêîëüêèõ ðàçëè÷íûõ äåëèòåëåé n. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâåäåíèåäâóõ êðîêîäèëîâ � êðîêîäèë.

54 Âèøêèëü. 3�28 èþëÿ 2010 ã.24. Íåðàâåíñòâî î ñðåäíèõ. 15 èþëÿ. . . . . . . . . . . . 2925. Ëåììà �åíçåëÿ. 16 èþëÿ . . . . . . . . . . . . . . . . 3026. Òåîðåìà Øàëÿ è çàäà÷è íà äâèæåíèå. 16 èþëÿ. . . . 3127. Êîìïëåêñíûé ñ÷åò â ãåîìåòðèè. 16 èþëÿ. . . . . . . 3228. Ìíîãî÷ëåíû: Òåîðåìà Âèåòà. 17 èþëÿ. . . . . . . . . 3329. Ìàòáîé Ï�ÎÔÈ�7 � Ï�ÎÔÈ�8. 17 èþëÿ. . . . . . . 3430. Ìàòáîé Ï�ÎÔÈ�8 � Ï�ÎÔÈ�9. 17 èþëÿ. . . . . . . 3531. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. 19 èþëÿ. . . . . . . . . . . 3732. Êâàäðàòè÷íûå âû÷åòû. 19 èþëÿ. . . . . . . . . . . . 3833. �àçíîáîé îáî âñåì. 19 èþëÿ. . . . . . . . . . . . . . . 4034. Ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü. 20 èþëÿ. . . . . . . . . . . . 4035. Íàïðàâëåííûå óãëû. 20 èþëÿ. . . . . . . . . . . . . . 4236. Íåïðèâîäèìîñòü. 20 èþëÿ. . . . . . . . . . . . . . . . 4337. Òåîðåìà Õåëëè. 21 èþëÿ. . . . . . . . . . . . . . . . . 4438. Ìíîãî÷ëåíû íàä êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè è íàä Zp.21 èþëÿ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4539. Äåñÿòè÷íûå äðîáè. 21 èþëÿ. . . . . . . . . . . . . . . 4640. Çàêëþ÷èòåëüíàÿ Îëèìïèàäà. 23 èþëÿ. . . . . . . . . 4841. Ïðåäâàðèòåëüíûé ñïèñîê âîïðîñîâ ê çà÷åòó. . . . . 49
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6 Âèøêèëü. 3�28 èþëÿ 2010 ã.5. Êàæäîìó èç 30 ÷åëîâåê íðàâÿòñÿ ðîâíî m îñòàëüíûõ. Ïðèêàêîì íàèìåíüøåì m ìîæíî ãàðàíòèðîâàòü, ÷òî íàéäóòñÿ äâà ÷å-ëîâåêà, íðàâÿùèõñÿ äðóã äðóãó?6. Îêðóæíîñòü, ïîñòðîåííàÿ íà âûñîòå AD ïðÿìîóãîëüíîãî òðå-óãîëüíèêà ABC êàê íà äèàìåòðå, ïåðåñåêàåò êàòåò AB â òî÷êå K,à êàòåò AC � â òî÷êå M . Îòðåçîê KM ïåðåñåêàåò âûñîòó AD âòî÷êå L. Èçâåñòíî, ÷òî AK
AL = AL

AM . Íàéäèòå îñòðûå óãëû òðåóãîëü-íèêà ABC.7. Íà äîñêå íàïèñàíî íåñêîëüêî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. �àçðåøàåòñÿñòåðåòü ñ äîñêè äâà ÷èñëà è çàïèñàòü âìåñòî íèõ èõ ÍÎÄ è ÍÎÊ.Äîêàæèòå, ÷òî êîãäà�íèáóäü ÷èñëà íà äîñêå ïåðåñòàíóò ìåíÿòüñÿ.8. Äîêàæèòå, ÷òî â ëþáîì âûïóêëîì ìíîãîóãîëüíèêå ìîæíî ðàç-ìåñòèòü äâà íå íàëåãàþùèõ ìíîãîóãîëüíèêà, ïîäîáíûõ åìó ñ êî-ý��èöèåíòîì 1/2.9. a) Êàê ñîåäèíèòü 2003 ãîðîäà íàèìåíüøèì ÷èñëîì àâèàëè-íèé òàê, ÷òîáû èç ëþáîãî ãîðîäà ìîæíî áûëî ïîïàñòü â ëþáîéäðóãîé, ñäåëàâ íå áîëåå äâóõ ïåðåñàäîê? (Óêàæèòå âñå ñïîñîáû èäîêàæèòå, ÷òî äðóãèõ íåò.) b) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ýòî ìîæíîñäåëàòü?10. Ñóùåñòâóþò ëè 100 ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,òàêèõ, ÷òî ïðè ëþáîì ðàçáèåíèè èõ íà äâå íåïóñòûå ãðóïïû ñóììà÷èñåë â îäíîé ãðóïïå äåëèòñÿ íà ñóììó ÷èñåë â äðóãîé?5. Ïóòè è öèêëûÎïðåäåëåíèå: Ýéëåðîâ ïóòü â ãðà�åG� ýòî ïóòü, ïðîõîäÿùèéïî êàæäîìó ðåáðó ðîâíî îäèí ðàç.Ýéëåðîâ öèêë â ãðà�å G � ýòî öèêë, ïðîõîäÿùèé ïî êàæäîìóðåáðó ðîâíî îäèí ðàç.�àçóìååòñÿ, ýéëåðîâ ïóòü è öèêë â ãðà�å ìîãóò èìåòü ñàìîïå-ðåñå÷åíèÿ ïî âåðøèíàì.



XXVI Ëåòíÿÿ ìíîãîïðåäìåòíàÿ øêîëà Êèðîâñêîé îáëàñòè 71. Ïóñòü G � ñâÿçíûé ãðà�.a) Ýéëåðîâ öèêë â ãðà�å G ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-ãäà G ñâÿçåí è ñòåïåíè âñåõ âåðøèí ÷åòíû.b) �åáðà ãðà�à G ìîæíî ðàçáèòü íà íå áîëåå, ÷åì k ïóòåé è öèê-ëîâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â ãðà�å íå áîëåå, ÷åì 2k âåðøèííå÷åòíîé ñòåïåíè.Ìíîæåñòâî âåðøèí ãðà�à G ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç V (G),ìíîæåñòâî ðåáåð � ÷åðåçE(G), äëÿ êîëè÷åñòâà âåðøèí è ðåáåð áó-äåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ v(G) è e(G) ñîîòâåòñòâåííî. ×åðåç

dG(x) ìû îáîçíà÷àåì ñòåïåíü âåðøèíû x â ãðà�å G. ×åðåç δ(G)ìû îáîçíà÷àåì ìèíèìàëüíóþ ñòåïåíü âåðøèíû ãðà�à G. Äëèíàïóòè è öèêëà â ãðà�å âñåãäà èçìåðÿåòñÿ â ðåáðàõ.Ïóòü (è, àíàëîãè÷íî, öèêë) íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè îí íåèìååò ñàìîïåðåñå÷åíèé ïî âåðøèíàì. Âî âñåõ ñëåäóþùèõ çàäà÷àõïóòè è öèêëû � ïðîñòûå.2. Ïóñòü δ(G) > 2. Äîêàæèòå, ÷òî:a) â ãðà�å G åñòü ïðîñòîé ïóòü äëèíû õîòÿ áû δ(G);b) â ãðà�å G åñòü ïðîñòîé öèêë äëèíû õîòÿ áû δ(G) + 1.3. Ïóñòü e(G) > t · v(G), t ∈ N.a) Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé ïîäãðà� H ãðà�à G, ÷òî
δ(H) > t + 1.b) Äîêàæèòå, ÷òî â ãðà�å G åñòü ïðîñòîé ïóòü äëèíû õîòÿ áû t+1è ïðîñòîé öèêë äëèíû õîòÿ áû t + 2.4. Ïóñòü n > 2, a1 . . . an � ìàêñèìàëüíûé ïóòü â ãðà�åG, ïðè÷åì
dG(a1) + dG(an) > n. Äîêàæèòå, ÷òî â ãðà�å åñòü öèêë äëèíû n.5. a) Â ãðà�å äëÿ ëþáûõ äâóõ íåñìåæíûõ âåðøèí u, v ∈ V (G)âûïîëíÿåòñÿ

dG(u) + dG(v) > v(G)− 1. Äîêàæèòå, ÷òî â ãðà�å G åñòü ãàìèëü-òîíîâ ïóòü.b) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè δ(G) > v(G)−1
2 , òî â ãðà�å G åñòü ãàìèëü-òîíîâ ïóòü.

52 Âèøêèëü. 3�28 èþëÿ 2010 ã.



XXVI Ëåòíÿÿ ìíîãîïðåäìåòíàÿ øêîëà Êèðîâñêîé îáëàñòè 5146. Ïîêàçàòåëè: îïðåäåëåíèå, îñíîâíûå ñâîéñòâà.47. Êâàäðàòè÷íûå âû÷åòû, íåâû÷åòû, èõ ïðîèçâåäåíèå.48. Ñèìâîë Ëåæàíäðà.49. Ëåììà �åíçåëÿ.50. Ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü, ñâîéñòâà, ìîäóëè ïî êîòîðûì èõ íåò.51. Ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ñóùåñòâîâàíèå.52. Ïåðèîäè÷åñêèå äðîáè.53. Íåðàâåíñòâî Êîøè äëÿ äâóõ ÷èñåë, ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ.Íåðàâåíñòâî Áåðíóëëè.54. Íåðàâåíñòâî ÊÁØ, äâà äîêàçàòåëüñòâà.55. Íåðàâåíñòâî ÊÁØ, ïðèìåíåíèå.56. Íåðàâåíñòâî î ñðåäíèõ äëÿ êâàäðàòè÷íîãî, àðè�ìåòè÷åñêîãîè ãàðìîíè÷åñêîãî.57. Íåðàâåíñòâî î ñðåäíèõ äëÿ àðè�ìåòè÷åñêîãî è ãåîìåòðè÷å-ñêîãî, èíäóêöèÿ Î.Ë.Êîøè.58. Òðàíñíåðàâåíñòâî, íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà.59. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà: àêñèîìàòè÷åñêîå çàäàíèå.60. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà: ñîïðÿæåíèå, ìîäóëü, àðãóìåíò.61. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà: òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ �îðìà.62. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà: àðãóìåíò, ìîäóëü è ñîïðÿæåííîå ïðîèç-âåäåíèÿ.63. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà: êîðíè èç åäèíèöû, ñóììà èõ ñòåïåíåé.64. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà: ðåøåíèå êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ.

8 Âèøêèëü. 3�28 èþëÿ 2010 ã.6. a) Äëÿ ëþáûõ äâóõ íåñìåæíûõ âåðøèí u, v ∈ V (G) âûïîëíÿ-åòñÿ dG(u) + dG(v) > v(G). Äîêàæèòå, ÷òî â ãðà�å G åñòü ãàìèëü-òîíîâ öèêë.b) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè δ(G) > v(G)
2 , òî â ãðà�å G åñòü ãàìèëüòîíîâöèêë.7. Ïóñòü ab 6∈ E(G), dG(a) + dG(b) > v(G), à â ãðà�å G+ ab åñòüãàìèëüòîíîâ öèêë. Äîêàæèòå, ÷òî â ãðà�å G òàêæå åñòü ãàìèëü-òîíîâ öèêë.8. Ïóñòü v(G) = n, à d1 6 d2 6 · · · 6 dn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòüñòåïåíåé âåðøèí ãðà�à G. Ïóñòü di + dn−i > n äëÿ êàæäîãî i ∈

[1..n− 1]. Äîêàæèòå, ÷òî â ãðà�å G åñòü ãàìèëüòîíîâ öèêë.6. �àçíîáîé. 6 èþëÿ.1. Íàéäèòå âñå òàêèå ïàðû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (a, b), ÷òî a− b �ïðîñòîå ÷èñëî, à a · b � òî÷íûé êâàäðàò.2. Òî÷êè A1, B1 è C1 ëåæàò íà ñòîðîíàõ BC, CA è AB îîòâåò-ñòâåííî, è äåëÿò èõ â îòíîøåíèè 1 : 2 òàê, ÷òî A1 áëèæå ê òî÷êå

B, B1 áëèæå ê C, C1 � ê A. Äîêàæèòå, ÷òî èç îòðåçêîâ AA1, BB1è CC1 ìîæíî ñîñòàâèòü òðåóãîëüíèê.3. Íàçîâåì ïîíè íåîáùèòåëüíûì, åñëè ó íåãî íå áîëåå ïÿòè äðó-çåé. Íàçîâåì ïîíè ÷óäèêîì, åñëè âñå åãî äðóçüÿ íåîáùèòåëüíû.Äîêàæèòå, ÷òî ÷óäèêîâ íå áîëüøå, ÷åì íåîáùèòåëüíûõ.4. Âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê ðàçáèò äèàãîíàëÿìè íà ÷åòûðåòðåóãîëüíèêà. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí ýòèõ òðå-óãîëüíèêîâ îáðàçóþò ïàðàëëåëîãðàìì.5. Èìååò ëè óðàâíåíèå x2 + y3 = z4 ðåøåíèÿ â ïðîñòûõ ÷èñëàõ?6. Êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí f(x) = ax2+bx+c òàêîâ, ÷òî óðàâíåíèå

f(x) = x íå èìååò âåùåñòâåííûõ êîðíåé. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå

f(f(x)) = x òàêæå íå èìååò êîðíåé.7. Ïîâàð âûëîæèë íà ñêîâîðîäêó 8 êîòëåò ïî êðóãó (ïî ÷àñî-âîé ñòðåëêå), ïðè÷åì êàæäàÿ ñëåäóþùàÿ âûêëàäûâàåìàÿ êîòëåòà



XXVI Ëåòíÿÿ ìíîãîïðåäìåòíàÿ øêîëà Êèðîâñêîé îáëàñòè 9áûëà íà 10 ãðàììîâ òÿæåëåå ïðåäûäóùåé. Êîãäà êîòëåòû ïîäæà-ðèëèñü, ïîâàð îáíàðóæèë, ÷òî çàáûë, ñ êàêîé êîòëåòû îí íà÷èíàëâûêëàäûâàòü. Ïîìîãèòå åìó íàéòè ñàìóþ òÿæåëóþ êîòëåòó çà 2âçâåøèâàíèÿ íà ÷àøå÷íûõ âåñàõ áåç ãèðü.8. Äàíà îêðóæíîñòü, åå äèàìåòð AB è òî÷êà C íà ýòîì äèà-ìåòðå. Ïîñòðîéòå ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè íà îêðóæíîñòèäâå òî÷êè X è Y , ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî äèàìåòðà AB, äëÿêîòîðûõ ïðÿìàÿ Y C ïåðïåíäèêóëÿðíà ê ïðÿìîé XA.9. Ñóùåñòâóþò ëè ÷åòûðå êâàäðàòíûõ òðåõ÷ëåíà òàêèå, ÷òî âêàêîì áû ïîðÿäêå f1, f2, f3, f4 èõ íå âûïèñàëè, íàéäåòñÿ òàêîåâåùåñòâåííîå ÷èñëî a, ÷òî f1(a) < f2(a) < f3(a) < f4(a)?10. Â ðàäóæíîì ãîðîäå 1000 æèòåëåé. Êàæäûé âå÷åð âñå æèòåëèãîðîäà ñîîáùàþò âñåì ñâîèì çíàêîìûì òå íîâîñòè, êîòîðûå îíèçíàþò. Èçâåñòíî, ÷òî ëþáàÿ íîâîñòü ðàíî èëè ïîçäíî ñòàíîâèòüñÿèçâåñòíà âñåì. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî âûáðàòü 90 æèòåëåé, è ñîîá-ùèòü èì íåêóþ íîâîñòü òàê, ÷òî ÷åðåç 10 äíåé îíà ñòàíåò èçâåñòíàâñåì æèòåëÿì.7. �àñêðàñêè âåðøèí ãðà�îâ. 7 èþëÿ.Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ∆(G) è δ(G) ìàêñèìàëüíóþ è ìèíèìàëü-íóþ ñòåïåíü âåðøèíû ãðà�à G ñîîòâåòñâåííî.Îïðåäåëåíèå: 1) �àñêðàñêà âåðøèí ãðà�à G â k öâåòîâ íàçû-âàåòñÿ ïðàâèëüíîé, åñëè ëþáûå äâå ñìåæíûå âåðøèíû ïîêðàøåíûâ ðàçíûå öâåòà.2) ×åðåç χ(G) îáîçíà÷èì õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî ãðà�à G � íàè-ìåíüøåå òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðàâèëüíàÿ ðàñ-êðàñêà âåðøèí ãðà�à G â òàêîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ.1. Ïóñòü G � ñâÿçíûé ãðà�, ∆(G) = d è â ãðà�å G åñòü âåðøèíàñòåïåíè ìåíåå d. Äîêàæèòå, ÷òî χ(G) 6 d (òî åñòü, âåðøèíû ãðà�à
G ìîæíî ïðàâèëüíûì îáðàçîì ðàñêðàñèòü â d öâåòîâ).

50 Âèøêèëü. 3�28 èþëÿ 2010 ã.18. Òåîðåìà Áðóêñà ïðîñòîé âàðèàíò(ëåììà ê äîêàçàòåëüñòâó).19. Ïëàí äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Áðóêñà.20. Ýéëåðîâ ïóòü è öèêë.21. �àìèëüòîíîâ ïóòü.22. �àìèëüòîíîâ öèêë.23. Ëåììà Õîëëà.24. Ëåììà Õîëëà äëÿ àðàáñêèõ ñòðàí, ïðèìåíåíèå ëåììû Õîëëà.25. Îðèåíòèðîâàííûå óãëû, èõ ñâîéñòâà.26. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, ñâîéñòâà.27. Äâèæåíèÿ. Îïðåäåëåíèå, ñîõðàíåíèå îñíîâíûõ ãåîìåòðè÷å-ñêèõ îáúåêòîâ.28. Äâèæåíèÿ. Îñíîâíûå òèïû, èõ êîìïîçèöèè.29. Òåîðåìà îá îäíîçíà÷íîñòè äâèæåíèÿ ïî òðåì òî÷êàì.30. Òåîðåìà Øàëÿ.31. Äâîéíîå îòíîøåíèå â êîìïëåêñíûõ ÷èñëàõ, óñëîâèå ïðèíàä-ëåæíîñòè îêðóæíîñòè è ïðÿìîé.32. Îïèñàíèå äâèæåíèé â òåðìèíàõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.33. Íåðàâåíñòâî Ïòîëåìåÿ.34. Âûïóêëûå ìíîæåñòâà.35. Òåîðåìà Õåëëè.36. Òåîðåìà Þíãà.37. Âåêòîðû: îïðåäåëåíèå, îñíîâíûå ñâîéñòâà.38. Âåêòîðû è âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê, äâà äîêàçàòåëüñòâà.39. Öåíòð ìàññ � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ îñíîâíûõ ÷åâèàí òðåóãîëü-íèêà.40. Öåíòð ìàññ � îïðåäåëåíèå, ïðèìåðû.41. Öåíòð ìàññ � ïðàâèëà ãðóïèðîâêè è ðû÷àãà, îñíîâíàÿ òåî-ðåìà.42. Òåîðåìà ×åâû.43. Òåîðåìà Ìåíåëàÿ.44. Òåîðåìà Âàí�Îáåëÿ.45. Òî÷êè Íàãåëÿ è Æåðãîíà.



XXVI Ëåòíÿÿ ìíîãîïðåäìåòíàÿ øêîëà Êèðîâñêîé îáëàñòè 49Îáîçíà÷èì ÷åðåç H òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ åãî äèàãîíàëåé, A è Eöåíòðû îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ PHQ è RHS ñî-îòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî HATE � ïàðàëëåëîãðàìì.6. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë ak è bk çàäàåòñÿ ðåêóððåíòíî, ñëå-äóþùèìè óñëîâèÿìè: a1 = 2010, b1 = 2011, an+1 = an + bn
√
3,

bn+1 = bn − an
√
3. ×åìó ðàâíî a2011?7. Åñòü äâå ãðóïïû ìîíåò: â îäíîé 10, è â äðóãîé 77 ìîíåò. Èç-âåñòíî, ÷òî ñðåäè ýòèõ 10 åñòü ðîâíî îäíà �àëüøèâàÿ. Êàê çàòðè âçâåøèâàíèÿ óçíàòü åñòü ëè ñðåäè ýòèõ 77 ìîíåò õîòÿ áû îä-íà �àëüøèâàÿ. (Èçâåñòíî, ÷òî âñå �àëüøèâûå âåñÿò îäèíàêîâî èëåã÷å íàñòîÿùèõ, êîòîðûå òîæå âåñÿò îäèíàêîâî.)41. Ïðåäâàðèòåëüíûé ñïèñîê âîïðîñîâ ê çà÷åòó.01. �àâíîñèëüíîñòü �îðìàëüíîãî è �óíêöèîíàëüíîãî ðàâåíñòâàìíîãî÷ëåíîâ02. Òåîðåìà Áåçó.03. Êîëè÷åñòâî êîðíåé ìíîãî÷ëåíà.04. Ìíîãî÷ëåíû íàä Zp, êîëè÷åñòâî êîðíåé05. Èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí: ñóùåñòâîâàíèå.06.Èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí: åäèíñòâåííîñòü, îïèñàíèå âñåõ.07. �àöèîíàëüíûå êîðíè ìíîãî÷ëåíà ñ öåëûìè êîý��èöèåíòàìè.08. Îöåíêà ìîäóëÿ îäíîãî ìíîãî÷ëåíà ÷åðåç äðóãîé.09. ×åòíûå è íå÷åòíûå ïîëèíîìû.10. Òåîðåìà Âèåòà11. Íåïðèâîäèìîñòü, ñîäåðæàíèå ìíîãî÷ëåíà.12. Ëåììà �àóññà, êðèòåðèé Ýéçåíøòåéíà.13. Íåïðèâîäèìîñòü íàä Z è íàä Q.14. Ôóíêöèè è ìíîãî÷ëåíû íàä Zp.15. Ñóììû êîý��èöèåíòîâ ñ íîìåðà êðàòíûìè 2, 3, 4.16. Ñèëüíàÿ ñâÿçíîñòü îðèåíòèðîâàííûõ ãðà�îâ.17. Òóðíèðíûé ãðà�.

10 Âèøêèëü. 3�28 èþëÿ 2010 ã.2. Âåðøèíû ãðà�à G íåëüçÿ ïðàâèëüíûì îáðàçîì ïîêðàñèòü â döâåòîâ. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé ïîäãðà� H ãðà�à G, ÷òî δ(H) >

d.3. a) Äîêàæèòå, ÷òî èç ãðà�à G ìîæíî óäàëèòü íå áîëåå, ÷åì
1
n

÷àñòü åãî ðåáåð òàê, ÷òîáû ïîëó÷åííûé ãðà� èìåë ïðàâèëüíóþðàñêðàñêó âåðøèí â n öâåòîâ.b) Äîêàæèòå, ÷òî èç ãðà�à G ìîæíî íåñêîëüêî ðåáåð òàê, ÷àñòüåãî ðåáåð òàê, ÷òîáû ïîëó÷åííûé ãðà� èìåë ïðàâèëüíóþ ðàñêðàñ-êó âåðøèí â n öâåòîâ è ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû óìåíøèëàñü íåáîëåå, ÷åì â ÷åì n−1
n

ðàç.�ëàâíîé öåëüþ íàøåãî çàíÿòèÿ ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðå-ìû Áðóêñà.Òåîðåìà (R. L. Brooks, 1941) Ïóñòü d > 3, à G � ñâÿçíûé ãðà�,îòëè÷íûé îò ïîëíîãî ãðà�à íà d + 1 âåðøèíå, ∆(G) 6 d. Òîãäà

χ(G) 6 d.Ïðè ∆(G) = 2 âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ïðàâèëüíîé ðàñêðàñêèâåðøèí ñâÿçíîãî ãðà�à G â äâà öâåòà î÷åâèäåí. Òàêîé ãðà� G� ëèáî Pn (ïóòü èç n âåðøèí), ëèáî Cn (öèêë èç n âåðøèí). Âïåðâîì ñëó÷àå ëåãêî âèäåòü, ÷òî χ(Pn) = 2, à âî âòîðîì ñëó÷àå

χ(C2k) = 2 è χ(C2k+1) = 3.4. Ïóñòü G � ñâÿçíûé ãðà�, ∆(G) = d > 3. Äîêàæèòå, ÷òîâåðøèíû G ìîæíî ïðàâèëüíûì îáðàçîì ðàñêðàñèòü â d öâåòîâ,åñëèa) åñòü òàêàÿ âåðøèíû a, ÷òî ãðà� G− a íåñâÿçåí;b) åñòü äâå òàêèå âåðøèíû a è b, ÷òî ãðà� G− a− b íåñâÿçåí;) åñòü òðè âåðøèíû u, v è w òàêèå, ÷òî u ñìåæíà ñ v è w, âåðøèíû

v è w íåñìåæíû è ãðà� G− v − w ñâÿçåí.5. Äîêàæèòå òåîðåìó Áðóêñà.È íàïîñëåäîê äâå íåñëîæíûå çàäà÷è ïðî ðàñêðàñêè.6. ×åðåç G áóäåì îáîçíà÷àòü äîïîëíåíèå ãðà�à G, òî åñòü, ãðà�íà òåõ æå âåðøèíàõ ñ ðåáðàìè, êîòîðûõ íåò â ãðà�å G. Äîêàæèòå,÷òî χ(G) + χ(G) 6 n + 1, ãäå n � êîëè÷åñòâî âåðøèí ãðà�à G.



XXVI Ëåòíÿÿ ìíîãîïðåäìåòíàÿ øêîëà Êèðîâñêîé îáëàñòè 117. Â ãðà�å G ëþáûå äâà íå÷åòíûõ öèêëà èìåþò îáùóþ âåðøèíó.Äîêàæèòå, ÷òî χ(G) 6 5.8. �àçíîáîé. 7 èþëÿ1. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî (3p− 1)! + 2p2 ... p32. Ïóñòü f(x) � ïðèâåäåííûé êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí, êîòîðûéèìååò äâà ðàçëè÷íûõ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ, èç êîòîðûõ ðîâíîîäèí ïðèíàäëåæèò îòðåçêó [0; 1]. Äîêàæèòå, ÷òî f(f(0)) 6 0.3. a) Èç óãëà ïðÿìîóãîëüíîãî áèëëèàðäà m× n ñ öåëûìè ñòîðî-íàìè ïóùåí øàð ïî áèññåêòðèñå ýòîãî óãëà. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåíåñêîëüêèõ îòðàæåíèé (ïî çàêîíó �óãîë ïàäåíèÿ ðàâåí óãëó îòðà-æåíèÿ�) øàð ñíîâà ïîïàäåò â óãîë. b) ×åðåç ñêîëüêî îòðàæåíèéñëó÷èòñÿ ýòîò äîëãîæäàííûé ìîìåíò?4. Â ãðà�å ñ n âåðøèíàìè ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû íå ïðåâîñ-õîäèò 5. Äîêàæèòå, ÷òî åãî âåðøèíû ìîæíî ïîêðàñèòü â 3 öâåòàòàê, ÷òî ðåáåð ñ îäíîöâåòíûìè êîíöàìè áóäåò íå áîëåå n/2.5. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà m è n òàêîâû, ÷òî m2 + n2 + m ... mn.Äîêàæèòå, ÷òî m � êâàäðàò íàòóðàëüíîãî ÷èñëà.6.Øåñòü êðóãîâ èìåþò îáùóþ òî÷êó. Äîêàæèòå, ÷òî îäèí èç íèõñîäåðæèò öåíòð êàêîãî-òî äðóãîãî.9. Âåêòîðû. 9 èþëÿ0. Óïðîñòèòå âûðàæåíèå a) −→AC +
−−→
DE +

−−→
CB +

−→
EA +

−−→
BD;b) −−→XM −−−→

Y N +
−−→
BX −−→

TZ +
−−→
MN −−→

TB +
−→
Y Z.1. Äîêàæèòå, ÷òî a) åñëè M � ñåðåäèíà îòðåçêà AB, òî äëÿëþáîé òî÷êè O ïëîñêîñòè âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

−−→
OM =

1

2
· (−→OA +

−−→
OB)b) åñëè M äåëèò îòðåçîê AB â îòíîøåíèè m : n, òî äëÿ ëþáîé

48 Âèøêèëü. 3�28 èþëÿ 2010 ã.ñëàãàåìûõ.11. Äîêàæèòå, ÷òî ïåðèîä ñóììû (ðàçíîñòè) äâóõ äðîáåé ÿâëÿåò-ñÿ äåëèòåëåì ÍÎÊà ïåðèîäîâ, à ïðåäïåðèîä íå ïðåâîñõîäèò ìàê-ñèìóìà ïåðèîäîâ.Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.12. Ïóñòü p > 5 � ïðîñòîå ÷èñëî. Èçâåñòíî, ÷òî äëèíà íàè-ìåíüøåãî ïåðèîäà äåñÿòè÷íîé çàïèñè äðîáè 1/p ðàâíà 2n. Äîêà-æèòå, ÷òî åñëè ýòîò ïåðèîä ðàçáèòü íà äâà n-çíà÷íûõ êóñêà, òîñóììà ÷èñåë â ýòèõ êóñêàõ ðàâíà 99 . . . 9 (n äåâÿòîê). Íàïðèìåð,

1/7 = 0.(142857), 142 + 857 = 999.40. Çàêëþ÷èòåëüíàÿ Îëèìïèàäà. 23 èþëÿ.1. �åøèòå â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ n è k óðàâíåíèå: n! = k2 + 2.2. Â òðåóãîëüíèêå ABC ñòîðîíà BC âäâîå áîëüøå ñòîðîíû AC,

D � ñåðåäèíà BC, E � ñåðåäèíà DC. Äîêàæèòå, ÷òî AD ÿâëÿåòñÿáèññåêòðèñîé óãëà BAE.3. ×èñëà a, b è c òàêîâû, ÷òî a2 + b2 + c2 = 3. Äîêàæèòå, ÷òî

2ab + 3ac + 6bc 6 12− 3a2 + 5c2.4. Íà ïëàíåòå, èìåþùåé �îðìó ñ�åðû, ïîñòðîåíû ãîðîäà, íåêî-òîðûå èç êîòîðûõ ñîåäèíåíû äîðîãàìè. Äëÿ êàæäîãî ãîðîäà Gèìååòñÿ ¾àíòèãîðîä¿ G⋆, ñèììåòðè÷íûé G îòíîñèòåëüíî öåíòðàñ�åðû. Åñëè ãîðîäà G è H ñîåäèíåíû äîðîãîé, òî ¾àíòèãîðîäà¿

G⋆ è H⋆ òàêæå ñîåäèíåíû äîðîãîé. Äîðîãè íå ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷-êàõ, îòëè÷íûõ îò ãîðîäîâ, è èç ëþáîãî ãîðîäà ìîæíî ïî äîðîãàìäîáðàòüñÿ â ëþáîé. Â ãîðîäàõ, ñîåäèíåííûõ äîðîãîé, êîëè÷åñòâîæèòåëåé îòëè÷àåòñÿ íå áîëåå ÷åì íà 1000. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùå-ñòâóåò ãîðîä, ÷èñëî æèòåëåé â êîòîðîì îòëè÷àåòñÿ îò ÷èñëà æè-òåëåé â ¾àíòèãîðîäå¿ íå áîëåå ÷åì íà 1000.5. ×åòûðåõóãîëüíèê PQRS, ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû êîòîðî-ãî íå ïàðàëëåëüíû, âïèñàí â îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå T .



XXVI Ëåòíÿÿ ìíîãîïðåäìåòíàÿ øêîëà Êèðîâñêîé îáëàñòè 47äðîáè, a a �÷èñëèòåëü.Â äàëüíåéøåì ñ÷èòàåì, ÷òî b 6= 2n5m.ÂñïîìíèìÀëãîðèòì äåëåíèÿ ñòîëáèêîì. ïðè ïðàâèëüíîì âçãëÿ-äå íà âåùè ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïîëàãàåì r0 = a è ñ÷èòàåì ðå-êóððåíòíî 10 · ri−1 = bqi + ri (äåëåíèå ñ îñòàòêîì). Ïðè ýòîì qi �

i-òàÿ öè�ðà ïîñëå çàïÿòîé â ðàâåíñòâå a
b
= 0, q1q2q3 . . .2. a) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè äåëåíèè â ñòîëáèê ïîëó÷àåòñÿ ïåðèîäè-÷åñêàÿ äðîáü ñ ïåðèîäîì íå áîëåå b − 1; b) è äàæå ñóììà äëèíïåðèîäà è ïðåäïåðèîäà íå áîëåå b− 1.Åùå îäíî ïîíèìàíèå àëãîðèòìà äåëåíèÿ ñòîëáèêîì ñîñòî-èò â ñëåäóþùåì. Äåëèì ñ îñòàòêîì: a · 10k = bQk + rk. Òîãäà Qk� ÷èñëî, îáðàçîâàííîå ïåðâûìè k öè�ðàìè ïîñëå çàïÿòîé, rk �òî æå ñàìîå, ÷òî ðàíåå (òåì ñàìûì rk îêàçûâàåòñÿ îñòàòêîì ïðèäåëåíèè a · 10k íà b).3. a) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè (b, 10) = 1, òî (ri, b) = 1. b) Äîêàæèòå,÷òî äëèíà ïåðèîäà íå ïðåâîñõîäèò ϕ(b).4. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè (b, 10) = 1, òî çàöèêëèâàíèå ïðîèñõîäèòáåç ïðåäïåðèîäà. Ïðè ýòîì äëèíà ïåðèîäà íå çàâèñèò îò a è ðàâíàíàèìåíüøåìó t, äëÿ êîòîðîãî 10t − 1 ... b.5. Ïóñòü íàèìåíüøèé ïåðèîä íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðà-âåí l, à L � íåêîòîðûé äðóãîé ïåðèîä. Äîêàæèòå, ÷òî L ... l.6. Äîêàæèòå, ÷òî äðîáü 0, RTTT . . . (R � èç k öè�ð, T � èç töè�ð) ðàâíà R

10k
+ T

10k(10t−1)

.7. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè (b, 10) 6= 1, òî â äåñÿòè÷íîé çàïèñè a
b

îáÿ-çàòåëüíî åñòü ïðåäïåðèîä.8. Ïóñòü a < b, (a, b) = 1, b = 2x · 5y · b′, l = max{x, y}. Äîêà-æèòå, ÷òî ïåðèîä äðîáè a
b

ðàâåí ïåðèîäó äðîáè 1
b′ , à ïðåäïåðèîä âòî÷íîñòè ðàâåí l, è íå ìîæåò áûòü ìåíüøå.9. Êàêîâî íàèáîëüøåå çíà÷åíèå äëèíû ïðåäïåðèîäà ñðåäè âñåõíåñîêðàòèìûõ äðîáåé ñî çíàìåíàòåëåì íå ïðåâîñõîäÿùèì 2008?10. Ïðèâåäèòå ïðèìåð äðîáåé ñ ïðåäïåðèîäàìè, ïðè ñëîæåíèèêîòîðûõ ïðåäïåðèîä èñ÷åçàåò, à ïåðèîä ìåíüøå, ÷åì îáà ïåðèîäà

12 Âèøêèëü. 3�28 èþëÿ 2010 ã.òî÷êè O ïëîñêîñòè âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
−−→
OM =

n

m + n
· −→OA +

m

m + n
· −−→OB.2. Äîêàæèòå, ÷òî a) òî÷êà X ïðèíàäëåæèò ïðÿìîé AB òîãäàè òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå t, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè Oïëîñêîñòè −−→

OX = t · −→OA + (1− t) · −−→OBb) òî÷êà X ïðèíàäëåæèò îòðåçêó AB òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàñóùåñòâóåò òàêîå t, 0 < t < 1, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè O ïëîñêîñòè−−→
OX = t · −→OA + (1− t) · −−→OB.3.Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà âåêòîðîâ, èäóùèõ èç öåíòðà ïðàâèëüíîãî

n-óãîëüíèêà â åãî âåðøèíû, ðàâíà −→
0 .4. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè âåêòîðû −→a +−→c è −→a −−→c ïåðïåíäèêóëÿð-íû, òî |−→a | = |−→c |.5. Â ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD òî÷êà M � ñåðåäèíà BC, N �ñåðåäèíà AD. Äîêàæèòå, ÷òî −−→

MN =
−→
BA+

−−→
CD

2 .6. Ïóñòü −→e1 è −→e2 � äâà íåêîëëèíåàðíûõ âåêòîðà. Äîêàæèòå, ÷òîëþáîé âåêòîð−→c ìîæíî åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèòü â âèäå

−→c = α−→e1 + β−→e2 , ãäå α è β � âåùåñòâåííûå ÷èñëà.7. Íà ïðÿìîé ëåæèò îäèííàäöàòü òî÷åêM1, . . . ,M11. Âíå ïðÿìîéäàíà òî÷êà F . Ìîæíî ëè íà îòðåçêàõ FM1, . . . , FM11 ðàññòàâèòüñòðåëêè òàê, ÷òîáû ñóììà âñåõ ïîëó÷åííûõ âåêòîðîâ áûëà ðàâ-íà −→
0 ?8. a) Äîêàæèòå, ÷òî èç ìåäèàí òðåóãîëüíèêà ìîæíî ñîñòàâèòüòðåóãîëüíèê. b) Äîêàæèòå, ÷òî ýòî ìîæíî ñäåëàòü ïðè ïîìîùèïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ ìåäèàí. ) Íàéäèòå îòíîøåíèå ïëîùà-äè ïîëó÷èâøåãîñÿ òðåóãîëüíèêà ê ïëîùàäè èñõîäíîãî.9. Äîêàæèòå, ÷òî íà ñòîðîíàõ è äèàãîíàëÿõ íå÷åòíîóãîëüíèêàìîæíî ðàññòàâèòü ñòðåëî÷êè òàê, ÷òîáû ñóììà âñåõ ïîëó÷åííûõâåêòîðîâ áûëà ðàâíà −→

0 .Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.10. Ïóñòü M , N , P , Q � ñåðåäèíû ñòîðîí AB, BC, CD è DEâûïóêëîãî ïÿòèóãîëüíèêà ABCDE; F � ñåðåäèíà MP , G � ñå-



XXVI Ëåòíÿÿ ìíîãîïðåäìåòíàÿ øêîëà Êèðîâñêîé îáëàñòè 13ðåäèíà NQ. Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçîê FG ïàðàëëåëåí îòðåçêó AEè èìååò â÷åòâåðî ìåíüøóþ äëèíó.11. Ó âûïóêëîãî ïÿòèóãîëüíèêà îòìåòèëè ñåðåäèíû ñòîðîí, àïîòîì ñòåðëè âñå, êðîìå îòìå÷åííûõ òî÷åê. Âîññòàíîâèòå ïÿòè-óãîëüíèê.12. Íà îêðóæíîñòè ðàäèóñà 1 ñ öåíòðîì O îòìå÷åíà 2n+1 òî÷êà

P1, . . . , P2n+1, ëåæàùèõ ïî îäíó ñòîðîíó îò íåêîòîðîãî äèàìåòðà.Äîêàæèòå, ÷òî ∣

∣

∣

−−→
OP1 + . . . +

−−−−→
OP2n+1

∣

∣

∣
> 1.13. Íà ïëîñêîñòè äàíî 2000 âåêòîðîâ, ïðè÷åì ñðåäè íèõ åñòü íåêîëëèíåàðíûå. Èçâåñòíî, ÷òî ñóììà ëþáûõ 1999 âåêòîðîâ êîëëè-íåàðíà ñ âåêòîðîì, íå âêëþ÷åííûì â ñóììó. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììàâñåõ 2000 âåêòîðîâ ðàâíà íóëåâîìó âåêòîðó.10. Ìíîãî÷ëåíû. 9 èþëÿ1. Äàí ìíîãî÷ëåí (x8 + x5 + 1)20. Íàéäèòå åãî êîý��èöèåíò ïðèa) x17; b) x18.2. �àçäåëèòå ñ îñòàòêîì a) x2−x+1 íà x− 2; b) x6+1 íà x2+x;) xn − 1 íà x− 1; d) xn + 1 íà x + 1.3. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå n, ïðè êîòîðûõ ÷èñëî 2n3 + 3n2 +

4n + 3 äåëèòñÿ íà ÷èñëî n2 + 1.4. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ëþáûõ öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ l,m, n ìíî-ãî÷ëåí x3l+2 + x3m+1 + x3n äåëèòñÿ íà x2 + x + 1.5. Ìíîãî÷ëåí f äàåò îñòàòîê 2 ïðè äåëåíèè íà x − 2 è îñòàòîê
5 ïðè äåëåíèè íà x− 3. Êàêîé îñòàòîê ìíîãî÷ëåí f áóäåò äàâàòüïðè äåëåíèè íà (x− 2)(x− 3)?6.Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n è k (ãäå n > k)ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå ïðè äåëåíèè íà ÷èñëà 1,
2, . . . , n äàåò ðîâíî k ðàçëè÷íûõ îñòàòêîâ.7. Òåîðåìà Áåçó. Çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà â òî÷êå c ∈ R ñîâïàäàåòñ îñòàòêîì îò äåëåíèÿ åãî íà ìíîãî÷ëåí x− c.

46 Âèøêèëü. 3�28 èþëÿ 2010 ã.åñòü, èõ çíà÷åíèÿ ñîâïàäàþò âî âñåõ òî÷êàõ x ∈ Zp.1. à) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí xp− x ýêâèâàëåíòåí íóëåâîìó ïîìîäóëþ p; b) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ìíîãî÷ëåíû f è g ïî ìîäóëþ
p ýêâèâàëåíòíû, òî f − g äåëèòñÿ íà xp − x.2. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ �óíêöèÿ Zp → Zp çàäàåòñÿ íåêîòîðûììíîãî÷ëåíîì.3. a) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ìíîãî÷ëåí íåïðèâîäèì êàê ìíîãî÷ëåíïî ìîäóëþ, òî îí íåïðèâîäèì è êàê ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîý��è-öèåíòàìè.b) Ïðèâåäèòå ïðèìåð íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà ñ öåëûìè êîý�-�èöèåíòàìè, ïðèâîäèìîãî êàê ìíîãî÷ëåí ïî ìîäóëþ.) Âûâåäèòå îòñþäà êðèòåðèé Ýéçåíøòåéíà.4. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè p − 1 ... m, òî ìíîãî÷ëåí xm − 1 èìååòðîâíî m êîðíåé ïî ìîäóëþ p.5. Ïóñòü P (x) � íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí. Âûðàçèòå ÷åðåç åãî çíà-÷åíèÿ â íåêîòîðûõ òî÷êàõ a) ñóììó ÷åòíûõ êîý��èöèåíòîâ;b) íå÷åòíûõ êîý��èöèåíòîâ;) ñóììó êîý��èöèåíòîâ ñ íîìåðàìè êðàòíûìè 4;d) äàþùèõ îñòàòîê r ïî ìîäóëþ 4.e) ñ íîìåðàìè êðàòíûìè 3;f) ñ íîìåðàìè äàþùèìè îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè íà 3.Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.6. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí (x2 − 13)(x2 − 17)(x2 − 221) èìååòêîðíè ïî ëþáîìó íàïåðåä çàäàííîìó ïðîñòîìó ìîäóëþ p.7. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p íàéäåòñÿ ïðîñòîå÷èñëî q òàêîå, ÷òî np − p íå äåëèòñÿ íà q íè ïðè êàêîì íàòóðàëü-íîì n.39. Äåñÿòè÷íûå äðîáè. 21 èþëÿ.1. Äîêàæèòå, ÷òî äðîáü ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà b èìååò âèä 2n5m. Çäåñü è äàëåå, ÷èñëî b � çíàìåíàòåëü



XXVI Ëåòíÿÿ ìíîãîïðåäìåòíàÿ øêîëà Êèðîâñêîé îáëàñòè 455. Ñòðîãî äîêàæèòå, ÷òî a) êðóã; b) ïîëóïëîñêîñòü; ) áåñêî-íå÷íàÿ ïîëîñà; d) âíóòðåííîñòü îñòðîãî óãëà; d) òðåóãîëüíèêÿâëÿþòñÿ âûïóêëûìè.6. Òåîðåìà Õåëëè: Íà ïëîñêîñòè äàíû n âûïóêëûõ ìíîæåñòâ,êàæäûå òðè èç êîòîðûõ èìåþò îáùóþ òî÷êó. Äîêàæèòå, ÷òî âñåýòè ìíîæåñòâà èìåþò îáùóþ òî÷êó a) n = 4; b) äëÿ ïðîèçâîëü-íîãî n.7. Íà ïëîñêîñòè çàäàíû íåñêîëüêî ïîëóïëîñêîñòåé, êîòîðûå ïî-êðûâàþò âñþ ïëîñêîñòü. Äîêàæèòå, ÷òî èç ýòèõ ïîëóïëîñêîñòåéìîæíî âûáðàòü òðè, êîòîðûå òàêæå ïîêðûâàþò âñþ ïëîñêîñòü.8. Íà ïëîñêîñòè äàíû íåñêîëüêî òî÷åê, ëþáûå òðè èç êîòîðûõìîæíî íàêðûòü êðóãîì ðàäèóñà 1. Äîêàæèòå, ÷òî è âñå ýòè òî÷êèìîæíî íàêðûòü òàêèì êðóãîì.Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.9. Òåîðåìà Þíãà: Íà ïëîñêîñòè äàíû íåñêîëüêî òî÷åê, ðàññòî-ÿíèå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ èç êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò 1. Äîêà-æèòå, ÷òî âñå ýòè òî÷êè ìîæíî íàêðûòü êðóãîì ðàäèóñà 1/
√
3.10. Äîêàæèòå, ÷òî âíóòðè ëþáîãî âûïóêëîãî ñåìèóãîëüíèêà åñòüòî÷êà, íå ïðèíàäëåæàùàÿ íè îäíîìó èç ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ, îáðà-çîâàííûõ ÷åòâåðêàìè åãî ñîñåäíèõ âåðøèí.38. Ìíîãî÷ëåíû íàä êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè è íàä Zp.21 èþëÿ.0. Âñïîìíèòå, ÷òî ñòåïåíü ïðîèçâåäåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ïî ïðîñòî-ìó ìîäóëþ åñòü ñóììà ñòåïåíåé ñîìíîæèòåëåé. Ïðèâåäèòå ïðè-ìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî äëÿ ñîñòàâíîãî ìîäóëÿ ýòî íåâåðíî.0. Âñïîìíèòå, ÷òî ó ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè n ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ íåìîæåò áûòü áîëåå n êîðíåé. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ñîñòàâíîãî ìîäóëÿýòî íå òàê.Îïðåäåëåíèå: Íàçîâåì äâà ìíîãî÷ëåíà ïî ìîäóëþ p ýêâèâà-ëåíòíûìè, åñëè îíè çàäàþò îäíó è òó æå �óíêöèþ Zp → Zp, òî

14 Âèøêèëü. 3�28 èþëÿ 2010 ã.8. Ìíîãî÷ëåí äåëèòñÿ íà x − c òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà cÿâëÿåòñÿ åãî êîðíåì.9. Ïóñòü c1, . . . , ck � ðàçëè÷íûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Äîêàæèòå,÷òî ìíîãî÷ëåí f äåëèòñÿ íà ïðîèçâåäåíèå (x−c1) . . . (x−ck) òîãäàè òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå ci ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè f .Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.Îïðåäåëåíèå: Êðàòíîñòüþ êîðíÿ c ìíîãî÷ëåíà f íàçûâàåòñÿíàèáîëüøåå öåëîå k òàêîå, ÷òî f äåëèòñÿ íà (x−c)k. Îáîçíà÷åíèå:

multf(c).10. Äîêàæèòå, ÷òî a) multf+g(c) > min(multf(c),multg(c));b) multfg(c) = multf(c) + multg(c).11. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî êîðíåé ìíîãî÷ëåíà (ñ ó÷åòîì êðàòíî-ñòè) íå ïðåâîñõîäèò åãî ñòåïåíè.12. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ f è g ñîâïàäàþòâî âñåõ òî÷êàõ, òî åñòü f(c) = g(c) äëÿ ëþáîãî c, òî ìíîãî÷ëåíû

f è g ñîâïàäàþò.11. Íåðàâåíñòâà. 9 èþëÿ1. Äîêàæèòå, ÷òî a) a2 + b2 > 2ab äëÿ ëþáûõ ÷èñåë a è b; b)

a2 + b2 + c2 > ab + bc + ac.2. a) Äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà x äîêàæèòå íåðàâåí-ñòâî x+ 1
x
> 2. b) Êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòüâûðàæåíèå ax + b

x

ïðè x > 0 (a, b > 0)?3. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë a, b è c âû-ïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (a + b + c)
(

1
a +

1
b +

1
c

)

> 9.4. Äîêàæèòå, ÷òî (a + b)(b+ c)(c + a) > 8abc (a, b, c > 0).5. Äîêàæèòå, ÷òî a + b + c + d > 4 4
√
abcd (a, b, c, d > 0).6. ×èñëà x è y áîëüøå íóëÿ, íî ìåíüøå åäèíèöû. Äîêàæèòå, ÷òî

x
1+y

+ y
1+x

< 1.



XXVI Ëåòíÿÿ ìíîãîïðåäìåòíàÿ øêîëà Êèðîâñêîé îáëàñòè 157. a) Ïðè n > 2 äîêàæèòå íåðàâåíñòâî 2n > 2n + 1;b) (Íåðàâåíñòâî Áåðíóëëè) Ïðè n > 1, α > −1 äîêàæèòå íåðà-âåíñòâî (1 + α)n > 1 + nα.8. Äîêàæèòå, ÷òî 7a + 5b > ab + 35, åñëè a, b ∈ [5, 7].9.Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî ìåæäó ñðåäíèì êâàäðàòè÷åñêèì è ñðåä-íèì àðè�ìåòè÷åñêèì äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë a1, a2, . . . , an:

√

a21 + a22 + · · · + a2n
n

>
a1 + a2 + · · · + an

n
.10. (Íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî-Øâàðöà) a) Äîêàæèòå, ÷òîäëÿ ëþáûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë a1, a2, . . . , an, b1, b2, . . . , bn ñïðà-âåäëèâî íåðàâåíñòâî

(

a21 + · · · + a2n
) (

b21 + · · · + b2n
)

> (a1b1 + · · · + anbn)
2 .b) Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííûõ äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî?Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.11. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè x, y è z � äëèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà,òî xyz > (x + y − z)(y + z − x)(x + z − y).12. Ïðèäóìàéòå è äîêàæèòå íåðàâåíñòâî, àíàëîãè÷íîå çàäà÷å 3,äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë x1,x2,. . . ,xn.13. Ïðèäóìàéòå è äîêàæèòå íåðàâåíñòâî Áåðíóëëè äëÿ îñòàëü-íûõ α.12. Ïîêàçàòåëè. 10 èþëÿÎïðåäåëåíèå: Ïîêàçàòåëåì öåëîãî a ïî ìîäóëþ íàòóðàëüíîãî n(ïðè óñëîâèè, ÷òî a è n âçàèìíî ïðîñòû) íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøååíàòóðàëüíîå t òàêîå, ÷òî at≡

n
1.1. a) Äîêàæèòå, ÷òî ad≡

n
1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà d äåëèòñÿíà t.b) Äîêàæèòå, ÷òî ad≡

n
as òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà d− s ... t.) Äîêàæèòå, ÷òî ϕ(n) äåëèòñÿ íà t.

44 Âèøêèëü. 3�28 èþëÿ 2010 ã.(çäåñü p � ïðîñòîå ÷èñëî).7. Ïóñòü f ∈ Z[x] ïðèíèìàåò öåëûå çíà÷åíèÿ ±1 ïðè äâóõ ðàç-ëè÷íûõ öåëûõ çíà÷åíèÿõ a, b. Äîêàæèòå, ÷òî a) åñëè |b− a| > 2,òî f íå èìååò ðàöèîíàëüíûõ êîðíåé; b) åñëè |b − a| 6 2, òî ðà-öèîíàëüíûì êîðíåì ìîæåò áûòü ëèøü (b + a)/2.8. Ïóñòü a1, a2,. . . , an � ðàçëè÷íûå öåëûå ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òîìíîãî÷ëåíûa) (x− a1)(x− a2) . . . (x− an)− 1;b) (x− a1)
2(x− a2)

2 . . . (x− an)
2 + 1íåïðèâîäèìû íàä Z.37. Òåîðåìà Õåëëè. 21 èþëÿ.1. Íà ïðÿìîé äàíû íåñêîëüêî îòðåçêîâ, ëþáûå äâà èç êîòîðûõèìåþò îáùóþ òî÷êó. Äîêàæèòå, ÷òî âñå îòðåçêè èìåþò îáùóþòî÷êó.2. Íà ïëîñêîñòè äàíû íåñêîëüêî ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ó êîòîðûõñòîðîíû ïàðàëëåëüíû äâóì çàäàííûì âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿð-íûì ïðÿìûì. Ïðè ýòîì ëþáûå äâà ïðÿìîóãîëüíèêà èìåþò îáùóþòî÷êó. Äîêàçàòü, ÷òî è âñå ýòè ïðÿìîóãîëüíèêè èìåþò îáùóþ òî÷-êó.3. Íà ïëîñêîñòè äàíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ìíîãîóãîëüíèêîâ, ëþ-áûå äâà èç êîòîðûõ èìåþò îáùóþ òî÷êó. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿïðÿìàÿ, ïåðåñåêàþùàÿ êàæäûé èç ýòèõ ìíîãîóãîëüíèêîâ. Ïðàâäàëè, ÷òî ó ìíîãîóãîëüíèêîâ îáÿçàòåëüíî íàéäåòñÿ îáùàÿ òî÷êà?Îïðåäåëåíèå: Ìíîæåñòâî òî÷åê íà ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ âû-ïóêëûì, åñëè âìåñòå ñ ëþáûìè äâóìÿ ñâîèìè òî÷êàìè îíî öåëè-êîì ñîäåðæèò îòðåçîê, èõ ñîåäèíÿþùèé. Ìíîãîóãîëüíèê íàçûâà-åòñÿ âûïóêëûì, åñëè ìíîæåñòâî åãî òî÷åê ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì.4. Äîêàæèòå, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî ñåìåéñòâà âûïóêëûõ ìíî-æåñòâ ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ìíîæåñòâîì. Âåðíî ëè òî æå ñàìîå äëÿîáúåäèíåíèÿ?



XXVI Ëåòíÿÿ ìíîãîïðåäìåòíàÿ øêîëà Êèðîâñêîé îáëàñòè 4336. Íåïðèâîäèìîñòü. 20 èþëÿ.Âîñïîìèíàíèÿ. Îòíûíå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìíîãî÷ëåíûñ êîý��èöèåíòàìè íå òîëüêî â R, íî è â äðóãèõ ÷èñëîâûõ ñè-ñòåìàõ, íàïðèìåð, â Q è Z. Ïóñòü K � òàêàÿ ÷èñëîâàÿ ñèñòåìà;÷åðåçK[x] ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ êî-ý��èöèåíòàìè èç K. Êîíå÷íî, ëþáîé ìíîãî÷ëåí èçK[x] ÿâëÿåòñÿè ìíîãî÷ëåíîì íàä R, òî åñòü K[x] ⊆ R[x]. Íî äðóãèå ïîíÿòèÿ,íàïðèìåð, íåïðèâîäèìîñòü, ìîãóò èçìåíèòüñÿ ïðè ïåðåõîäå îò Rê K: ìíîãî÷ëåí íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìûì íàä K, åñëè åãî íåëüçÿïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè âûøåíóëåâîé ñ êîý��èöèåíòàìè èç K.1. Ïóñòü g, h ∈ Z[x] è f = gh. Èçâåñòíî, ÷òî íå âñå êîý��èöè-åíòû g ÷åòíû è íå âñå êîý��èöèåíòû h ÷åòíû. Äîêàæèòå, ÷òî íåâñå êîý��èöèåíòû f ÷åòíû.Îïðåäåëåíèå: Ñîäåðæàíèåì ìíîãî÷ëåíà f ∈ Z[x] íàçûâàåò-ñÿ íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü åãî êîý��èöèåíòîâ (îáîçíà÷åíèå:

c(f)). Ìíîãî÷ëåí íàçûâàåòñÿ ïðèìèòèâíûì, åñëè åãî ñîäåðæàíèåðàâíî 1.2. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé ìíîãî÷ëåí f ∈ Z[x] ìîæíî ïðåäñòàâèòüâ âèäå f = c(f)f1, ãäå f1 � ïðèìèòèâíûé ìíîãî÷ëåí.3. (Ëåììà �àóññà) Ïðîèçâåäåíèå ïðèìèòèâíûõ ìíîãî÷ëåíîâïðèìèòèâíî.Ñëåäñòâèå. c(fg) = c(f)c(g).4. Åñëè ìíîãî÷ëåí f ∈ Z[x] íåïðèâîäèì íàä Z, òî îí íåïðèâîäèìíàä Q.5. (Êðèòåðèé Ýéçåíøòåéíà). Ïóñòü âñå êîý��èöèåíòû ìíî-ãî÷ëåíà íàä Z, êðîìå ñòàðøåãî, äåëÿòñÿ íà ïðîñòîå ÷èñëî p èñâîáîäíûé ÷ëåí íå äåëèòñÿ íà p2. Äîêàæèòå, ÷òî ýòîò ìíîãî÷ëåííåïðèâîäèì íàä Z.Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.6. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí xp−1+ · · ·+ x+1 íåïðèâîäèì íàä Z

16 Âèøêèëü. 3�28 èþëÿ 2010 ã.2. a) Äîêàæèòå, ÷òî â ðàçëîæåíèè íà ïðîñòûå ñîìíîæèòåëè ÷èñ-ëà 2q − 1, ãäå q �ïðîñòîå, ëþáîå ÷èñëî áóäåò äàâàòü îñòàòîê 1 ïîìîäóëþ q.b) Âûâåäèòå èç ýòîãî, ÷òî ïðîñòûõ ÷èñåë áåñêîíå÷íî ìíîãî.3. Äîêàæèòå, ÷òî ϕ(an− 1) äåëèòñÿ íà n äëÿ íàòóðàëüíûõ a è n.4. Ïóñòü p è q � ïðîñòûå, q > 5. Èçâåñòíî, ÷òî 2p+ 3p äåëèòñÿ íà

q. Äîêàæèòå, ÷òî q > 2p.5. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè m � ñòåïåíü äâîéêè, òî ëþáîé ïðîñòîéäåëèòåëü ÷èñëà 2m + 1 ñðàâíèì ñ 1 ïî ìîäóëþ 2m.6. Äîêàæèòå, ÷òî 2n+1 − 1 íå äåëèòñÿ íà n + 1.Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.7. a) Ïóñòü a > 1, p > 2 è p � ïðîñòîå. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòûåíå÷åòíûå äåëèòåëè ap − 1 èëè äåëÿò a − 1 èëè ñðàâíèìû ñ 1 ïîìîäóëþ 2p.b) Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ap−1
a−1 èìååò õîòÿ áû îäèí ïðîñòîé äåëèòåëü,íå äåëÿùèé a− 1.) ×àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû Äèðèõëå. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåòáåñêîíå÷íî ìíîãî ïðîñòûõ ÷èñåë, ñðàâíèìûõ ñ 1 ïî ìîäóëþ 2p.13. ÊÁØ. 10 èþëÿ.1. Ïóñòü a, b, c, d > 0. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

1

a
+

1

b
+

4

c
+

16

d
>

64

a + b + c + d
.2. Äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë x, y è z âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

x2 + y2 + z2 = 3. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

1

x
+

1

y
+

1

z
> x + y + z.3. a) Ïóñòü a, b, c > 0. Äîêàæèòå, ÷òî

a3b + b3c + c3a > a2bc + b2ac + c2ab.
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a2b(a− b) + b2c(b− c) + c2a(c− a) > 0.4. Äàíû ïîïàðíî ðàçëè÷íûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà a1, a2, . . . , an.Äîêàæèòå, ÷òî n
∑

k=1

ak
k2

>
n
∑

k=1

1
k
.5. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë a1, a2, . . . , an(n > 2) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî n

∑

i=1

ai
s−ai

> n
n−1

, ãäå s = a1+. . .+an.6.Äëÿ ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë a1, a2, . . . , an äîêàæèòå íåðà-âåíñòâà a) a21
a2

+
a22
a3

+ . . . +
a2n
a1

> a1 + a2 + . . . + an;b) (

1 +
a21
a2

)(

1 +
a22
a3

)

. . .

(

1 +
a2n
a1

)

> (1 + a1)(1 + a2) . . . (1 + an).7. Ïóñòü a, b, c > 0 è abc = 1. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

1

a3(b + c)
+

1

b3(c + a)
+

1

c3(a + b)
>

3

2
.Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.8. Ïóñòü a, b, c, d > 0. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

a

b + c
+

b

c + d
+

c

d + a
+

d

a + b
> 2.9. Ïóñòü a, b, c, d > 0. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

a

b + 2c + 3d
+

b

c + 2d + 3a
+

c

d + 2a + 3b
+

d

a + 2b + 3c
>

2

3
.10. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a1, a2, . . . , an è b1, b2, . . . , bn � ïîëîæè-òåëüíûå ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ

a1 + a2 + . . . + an = b1 + b2 + . . . + bn.Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

a21
a1 + b1

+
a22

a2 + b2
+ · · · + a2n

an + bn
>

a1 + a2 + . . . + an
2

.

42 Âèøêèëü. 3�28 èþëÿ 2010 ã.35. Íàïðàâëåííûå óãëû. 20 èþëÿ.1. Íà ñòîðîíå AB ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ABC (AB =

BC) âûáðàíà òî÷êà D. ×åðåç òî÷êó D ïðîâåëè êàñàòåëüíóþ êîïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ADC. Îíà ïåðåñåêëà îïè-ñàííóþ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà BDC â òî÷êå M . Äîêàæèòå,÷òî BM‖AC.2. (Ïðÿìàÿ Ñèìñîíà.) Äàíû òðåóãîëüíèê ABC è òî÷êà P .Ïóñòü A1, B1 è C1 � îñíîâàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðîâ, îïóùåíûõ èçòî÷êè P íà ïðÿìûå BC, AC è AB ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå,÷òî òî÷êè A1, B1 è C1 ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà òî÷êà P ëåæèò íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëü-íèêà ABC.3. (Òî÷êà Ìèêåëÿ.) Íà ïëîñêîñòè äàíû 4 ïðÿìûå îáùåãî ïî-ëîæåíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî îïèñàííûå îêðóæíîñòè ÷åòûðåõ îáðàçî-âàííûõ èìè òðåóãîëüíèêîâ èìåþò îáùóþ òî÷êó.4. Äâå îêðóæíîñòè ñ öåíòðàìè O1 è O2 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ Aè B. Îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà O1BO2 ïåðåñåêàåò âòî-ðóþ îêðóæíîñòü òàêæå â òî÷êå P . Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè O1, A è Pëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.5. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåëè áèññåêòðèñó BK è âûñîòó CD,à â òðåóãîëüíèêå BKC � âûñîòó KL. Ïðÿìûå BK è CD ïåðåñå-êàþòñÿ â òî÷êå M , à ïðÿìûå KL è CD � â òî÷êå N . Îïèñàííàÿîêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà BKN âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ ABâ òî÷êå P . Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèê KPM ðàâíîáåäðåííûé.6. Îêðóæíîñòè S1, S2 è S3 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå A. Êðîìå òîãî,ïåðâûå äâå îêðóæíîñòè ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå B, ïåðâàÿ è òðå-òüÿ � â òî÷êå C, à âòîðàÿ è òðåòüÿ � â òî÷êå D. Êàñàòåëüíûå êîêðóæíîñòè S2 â òî÷êå B è ê îêðóæíîñòè S3 â òî÷êå C ïåðåñåêà-þòñÿ íà îêðóæíîñòè S1. Äîêàæèòå, ÷òî êàñàòåëüíûå ê îêðóæíî-ñòè S2 â òî÷êå D è ê îêðóæíîñòè S1 â òî÷êå C ïåðåñåêàþòñÿ íàîêðóæíîñòè S3.



XXVI Ëåòíÿÿ ìíîãîïðåäìåòíàÿ øêîëà Êèðîâñêîé îáëàñòè 41Êñòàòè, ïåðâîáîðàçíûå, êîðíè ñóùåñòâóþò òîëüêî ïî ìîäóëÿì n =

2, 4, pt, 2pt, ãäå p > 2 �ïðîñòîå.Òåîðåìà: Ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ âñåãäà ñóùåñòâóåò ïåðâîîáðàçíûéêîðåíü.Êëþ÷åâàÿ ëåììà: Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k ïî ïðîñòîìóìîäóëþ p ñóùåñòâóåò íå áîëåå k òàêèõ îñòàòêîâ, ÷òî èõ k�ÿ ñòåïåíüñðàâíèìà  1 ïî ìîäóëþ p.Ïëàí äîêàçàòåëüñòâà:1. Åñëè x ïî ìîäóëþ p èìååò ïîêàçàòåëü ab, òî xa èìååò ïîêàçàòåëü

b.2. Åñëè x è y èìåþò ïî ìîäóëþ p ïîêàçàòåëè a è b ñîîòâåòñòâåííî,ïðè÷åì a è b âçàèìíî ïðîñòû, òî xy èìååò ïîêàçàòåëü ab.3. Ïóñòü s � íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå âñåõ âîçìîæíûõ ïîêàçà-òåëåé îñòàòêîâ ïî ìîäóëþ p. Äàëåå, ïóñòü s = pk11 · pk22 · . . . · pknn �ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóþò nîñòàòêîâ ïî ìîäóëþ p, èìåþùèõ ïîêàçàòåëè pk11 , pk22 , . . . , pknn ñîîò-âåòñòâåííî.4. Äîêàæèòå ñóùåñòâîâàíèå îñòàòêà ïîêàçàòåëÿ s.5. Ïîêàæèòå, ÷òî s = p − 1 (íå çàáóäüòå ïðî êëþ÷åâóþ ëåììó!)Çàêîí÷èòå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.1. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî p ÷èñëà 1, 2, . . . , p − 1ìîæíî ðàññòàâèòü ïî êðóãó òàê, ÷òî äëÿ ëþáûõ òðåõ ïîñëåäîâà-òåëüíûõ a, b è c ðàçíîñòü b2 − ac äåëèòñÿ íà p.2. Íàéäèòå ÷èñëî îñòàòêîâ ïî ìîäóëþ p, ÿâëÿþùèõñÿ ïåðâîîá-ðàçíûìè êîðíÿìè.3. Ïåòÿ âîçâåë êàæäîå èç ÷èñåë 1, 2, . . . , 100 â ñòåïåíü k è ñëîæèëâñå ïîëó÷èâøèåñÿ ðåçóëüòàòû. Ïðè êàêèõ k òî, ÷òî ïîëó÷èëîñü,áóäåò äåëèòüñÿ íà 101?4. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ÷èñëî 2n + 1 � ïðîñòîå (n > 1), òî 3ÿâëÿåòñÿ åãî ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì.

18 Âèøêèëü. 3�28 èþëÿ 2010 ã.14. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà, íà÷àëà. 10 èþëÿ1. Âûïîëíèòå äåéñòâèÿ: (1+3i)(1−4i)+4+i
2+i .2. Äîêàæèòå ñâîéñòâà ñîïðÿæåíèÿ: z + w = z + w, z · w = z · w,

z = z.3. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëà z è z îäíîâðåìåííî ëèáî ÿâëÿþòñÿ, ëèáîíå ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà ñ âåùåñòâåííûìè êîý��èöèåí-òàìè.4. a) Äîêàæèòå, ÷òî |zw| = |z| · |w| äëÿ ëþáûõ z è w.b) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè äâà íàòóðàëüíûõ ÷èñëà ïðåäñòàâëÿþòñÿ ââèäå ñóììû äâóõ êâàäðàòîâ, òî èõ ïðîèçâåäåíèå òàêæå ïðåäñòàâ-ëÿåòñÿ â âèäå ñóììû äâóõ êâàäðàòîâ.5. a) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z íàéäåòñÿòàêîå êîìïëåêñíîå t, ÷òî t2 = z. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òàêèõ t?b) �åøèòå óðàâíåíèå x2 − (2i + 2)x + (2i− 1) = 0.6. Âû÷èñëèòå (1−√
3i)2007.Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.7. Ïóñòü ε1, ε2, . . . , εk � âñå êîðíè ñòåïåíè k èç åäèíèöû. Íàéäèòå

εn1 + εn2 + . . . + εnk .8. Ïóñòü z1, z2, . . . , zn � òî÷êè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, ÿâëÿþ-ùèåñÿ âåðøèíàìè âûïóêëîãî n-óãîëüíèêà. Èçâåñòíî, ÷òî òî÷êà zóäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ 1
z−z1

+ 1
z−z2

+ . . .+ 1
z−zn

= 0. Äîêàæèòå,÷òî òî÷êà z ëåæèò âíóòðè ýòîãî n-óãîëüíèêà.15. �åîìåòðèÿ ìàññ. 11 èþëÿÎïðåäåëåíèå: Ïóñòü M � íåêîòîðàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè è m �íåíóëåâîå ÷èñëî. Ìàòåðèàëüíîé òî÷êîé (M,m) íàçûâàåòñÿ ïàðàòî÷êà M ñ ÷èñëîì m, ïðè÷åì ÷èñëî m íàçûâàåòñÿ ìàññîé ìàòåðè-àëüíîé òî÷êè (M,m), à òî÷êà M � íîñèòåëåì ýòîé ìàòåðèàëüíîéòî÷êè.



XXVI Ëåòíÿÿ ìíîãîïðåäìåòíàÿ øêîëà Êèðîâñêîé îáëàñòè 19Îïðåäåëåíèå: Öåíòðîì ìàññ ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê (M1,m1),

(M2,m2), . . . , (Mn,mn) íàçûâàåòñÿ òàêàÿ òî÷êà Z, äëÿ êîòîðîéèìååò ìåñòî ðàâåíñòâî m1 ·
−−→
ZM1 +m2 ·

−−→
ZM2 + . . .+mn ·

−−−→
ZMn = 0.1. (Îñíîâíàÿ òåîðåìà) a) Åñëè òî÷êà Z ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì ìàñññèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê (M1,m1), (M2,m2), . . . , (Mn,mn),ïðè÷åìm1+m2+ . . .+mn 6= 0, òî äëÿ ëþáîé òî÷êè O ñïðàâåäëèâîðàâåíñòâî

−→
OZ =

m1 ·
−−→
OM1 +m2 ·

−−→
OM2 + . . . +mn ·

−−−→
OMn

m1 +m2 + . . . +mn.b) Îáðàòíî, åñëè äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè O âûïîëíÿåòñÿ ýòî ðàâåí-ñòâî, òî òî÷êà Z � öåíòð ìàññ äàííîé ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî-÷åê.2. Äëÿ êîíå÷íîé ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ñ íåíóëåâîé ñóì-ìîé ìàññ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé öåíòð ìàññ.Äàëåå âåçäå, ãîâîðÿ î ñèñòåìå ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, ìû áóäåìïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñóììà ìàññ åå òî÷åê îòëè÷íà îò íóëÿ.3. (Ïðàâèëî ðû÷àãà) Öåíòð ìàññ Z äâóõ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê

(M1,m1), (M2,m2) ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ìàññàìè ðàñïîëîæåí íàîòðåçêå M1M2, ïðè÷åì m1 · |M1Z| = m2 · |M2Z|.4. (Ïðàâèëî ãðóïïèðîâêè) Ïóñòü äàíà ñèñòåìà ìàòåðèàëüíûõòî÷åê (M1,m1), (M2,m2), . . . , (Mn,mn) è ïóñòü òî÷êà O � öåíòðìàññ ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç ïåðâûõ k ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê äàííîéñèñòåìû. Òîãäà öåíòð ìàññ äàííîé ñèñòåìû ñîâïàäàåò ñ öåíòðîììàññ ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê

(O,m1 +m2 + . . . +mk), (Mk+1,mk+1), . . . (Mn,mn).16. Ìíîãî÷ëåíû  öåëûìè êîý��èöèåíòàìè è íå òîëüêî.11 èþëÿ1. Ïóñòü P (x) � ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîý��èöèåíòàìè. Äîêàæè-òå, ÷òî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {P (n)}∞n=1 áåñêîíå÷íî ìíîãî ñîñòàâ-
40 Âèøêèëü. 3�28 èþëÿ 2010 ã.33. �àçíîáîé îáî âñåì. 19 èþëÿ.1. Äàí ãðà�. �àññìîòðèì ðàñêðàñêè åãî ðåáåð â êðàñíûé è ñèíèéöâåòà, äëÿ êîòîðûõ èç êàæäîé âåðøèíû âûõîäèò ÷åòíîå ÷èñëîêðàñíûõ ðåáåð. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî òàêèõ ðàñêðàñîê ÿâëÿåòñÿñòåïåíüþ äâîéêè.2. Äîêàæèòå, ÷òî íàòóðàëüíîå ÷èñëî a ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì êâàäðà-òîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî b ñóùå-ñòâóåò íàòóðàëüíîå c òàêîå, ÷òî a + bc � òî÷íûé êâàäðàò.3. Åñòü 8 îäèíàêîâûõ êóáèêîâ ñ ðåáðîì 1. Ïðîèçâîëüíûå 24 ãðàíèèç 48 ïîêðàøåíû â áåëûé öâåò, à îñòàëüíûå � â ÷åðíûé. Äîêàçàòü,÷òî èç ýòèõ 8 êóáèêîâ ìîæíî ñîñòàâèòü êóá 2×2×2, òàê ÷òîáû íàåãî ïîâåðõíîñòè áåëûõ è ÷åðíûõ êâàäðàòèêîâ ñî ñòîðîíîé 1 áûëîïîðîâíó.4. Ñòîðîíó AC òðåóãîëüíèêà ABC îòðàçèëè ñèììåòðè÷íî îòíî-ñèòåëüíî ïðÿìûõ AB è BC. Ïóñòü K � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïî-ëó÷åííûõ ïðÿìûõ. Äîêàæèòå, ÷òî öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòèòðåóãîëüíèêà ABC ëåæèò íà BK.5. Ñóùåñòâóåò ëè íàòóðàëüíîå ÷èñëî n, ó êîòîðîãî ñóììà öè�ðòàêàÿ æå, êàê ó ÷èñëà n2 − 1?34. Ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü. 20 èþëÿ.Îïðåäåëåíèå: Åñëè a è n � âçàèìíî ïðîñòûå íàòóðàëüíûå ÷èñ-ëà, è ïîêàçàòåëü ÷èñëà a ïî ìîäóëþ n ðàâåí ϕ(n), òî a íàçûâàåòñÿïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ïî ìîäóëþ n.Â òàêîì ñëó÷àå a0, a1, . . .aϕ(n)−1 äàþò ïî ðàçó âñåâîçìîæíûå îñòàò-êè ïî ìîäóëþ n, âçàèìíî ïðîñòûå ñ n.Óïðàæíåíèå 1: Ïîêàæèòå ñïðàâåäëèâîñòü ïðåäûäóùåãî óòâåð-æäåíèÿ.Óïðàæíåíèå 2: Ñóùåñòâóåò ëè ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäó-ëþ 8? Ïî ìîäóëþ 9?



XXVI Ëåòíÿÿ ìíîãîïðåäìåòíàÿ øêîëà Êèðîâñêîé îáëàñòè 392. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ äàííîãî ìîäóëÿ p ∈ Pa) ïðîèçâåäåíèå äâóõ êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ � âû÷åò;b) ïðîèçâåäåíèå âû÷åòà íà íåâû÷åò � íåâû÷åò;) ïðîèçâåäåíèå äâóõ íåâû÷åòîâ � âû÷åò.3. Ïóñòü p � íå÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî. a) Äîêàæèòå, ÷òî åñ-ëè a � êâàäðàòè÷íûé âû÷åò ïî ìîäóëþ p, òî a
p−1
2 ≡

p
1. b) Äî-êàæèòå, ÷òî åñëè a � êâàäðàòè÷íûé íåâû÷åò ïî ìîäóëþ p, òî

a
p−1
2 ≡

p
−1.Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü p ∈ P. Ñèìâîëîì Ëåæàíäðà íàçûâàåòñÿâûðàæåíèå, îáîçíà÷àåìîå (

a
p

), ðàâíîå 1, åñëè a � êâàäðàòè÷íûéâû÷åò ïî ìîäóëþ p; −1, åñëè a � íåâû÷åò ïî ìîäóëþ p è 0, åñëè

a êðàòíî p.Èç çàäà÷è 3. ñëåäóåò, ÷òî åñëè p íå÷åòíî, òî (

a
p

)

≡
p
a

p−1
2 .4.Äîêàæèòå, ÷òî−1 ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì âû÷åòîì ïî ìîäóëþïðîñòîãî ÷èñëà p > 2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p≡

4
1.5. Ïóñòü p � íå÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî, a, b, c � âû÷åòû ïî ìî-äóëþ p, ïðè÷åì a /... p, à D = b2 − 4ac. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè D �êâàäðàòè÷íûé âû÷åò ïî ìîäóëþ p, òî ñðàâíåíèå ax2 + bx + c≡

p
0èìååò äâà êîðíÿ, åñëè D � êâàäðàòè÷íûé íåâû÷åò ïî ìîäóëþ p,òî ñðàâíåíèå ax2+ bx+ c≡

p
0 íå èìååò êîðíåé, à åñëè D ... p, òî ýòîñðàâíåíèå èìååò îäèí êîðåíü.6. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòûõ ÷èñåë âèäà 4k + 1 áåñêîíå÷íî ìíîãî.7. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå 4xy−x−y = z2 a) íå èìååò ðåøå-íèé â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ; b) èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèéâ öåëûõ ÷èñëàõ.Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.8. �åøèòå â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå x3 + 7 = y2.9. Ïðîñòîå ÷èñëî p≡

4
3, à öåëûå ÷èñëà x è y òàêîâû, ÷òî x2+y2 ...

p. Äîêàæèòå, ÷òî x, y ... p.

20 Âèøêèëü. 3�28 èþëÿ 2010 ã.íûõ ÷èñåë.2. Ïóñòü f(x) = anx
n + · · · + a0 � ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîý�-�èöèåíòàìè, à p

q � íåñîêðàòèìàÿ äðîáü òàêàÿ, ÷òî f
(

p
q

)

= 0.Äîêàæèòå, ÷òî a) p | a0; b) q | an.3. Ïóñòü P (x) � ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîý��èöèåíòàìè. Äîêàæè-òå, ÷òî P (a)− P (b) ... a− b.4. Ìíîãî÷ëåí f òàêîâ, ÷òî f(7) = 11, à f(11) = 13. Äîêàæèòå,÷òî õîòÿ áû îäèí èç åãî êîý��èöèåíòîâ � íå öåëîå ÷èñëî.5. Äîêàæèòå, ÷òî x200y200+1 íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå p(x)q(y).6. Äëÿ ìíîãî÷ëåíà (3x2− 4x+2)100 ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê íàé-äèòå a) ñóììó êîý��èöèåíòîâ; b) ñâîáîäíûé ÷ëåí.7. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí (x2−x+1)1988+(x2+x+1)1988 ïîñëåðàñêðûòèÿ ñêîáîê íå ñîäåðæèò íå÷åòíûõ ñòåïåíåé x.8. Äîêàæèòå, ÷òî ∀n ∈ N åñòü óíèòàðíûé ìíîãî÷ëåí f òàêîé,÷òî
f ∈ Z[x] : ∀x ∈ Z f(x) ... n.Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.9. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà P ìåíüøå ÷åì ñòåïåíüìíîãî÷ëåíà Q, òî íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî x0, ÷òî äëÿ ëþáîãî x > x0áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî: |P (x)| < |Q(x)|.10. Ìíîãî÷ëåíû f è g ñ öåëûìè êîý��èöèåíòàìè òàêîâû, ÷òî

f(k) äåëèòñÿ íà g(k) äëÿ êàæäîãî öåëîãî k. Äîêàæèòå, ÷òî f äå-ëèòñÿ íà g.17. Âåêòîðû è ìàññû. 11 èþëÿ1. Ïóñòü òî÷êà M äåëèò ìåäèàíó AA1 òðåóãîëüíèêà ABC â îò-íîøåíèè 2 : 1, ñ÷èòàÿ îò âåðøèíû A. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîéòî÷êè O âûïîëíåíî ðàâåíñòâî −−→
OM =

−→
OA+

−−→
OB+

−→
OC

3 . Âûâåäèòå îòñþ-äà òåîðåìó î ïåðåñå÷åíèè ìåäèàí òðåóãîëüíèêà.



XXVI Ëåòíÿÿ ìíîãîïðåäìåòíàÿ øêîëà Êèðîâñêîé îáëàñòè 212. Êàêèå ìàññû íàäî ïîìåñòèòü â âåðøèíû òðåóãîëüíèêà ñî ñòî-ðîíàìè a, b è c, ÷òîáû öåíòð ìàññ ïîëó÷åííîé ñèñòåìû ìàòåðèàëü-íûõ òî÷åê îêàçàëñÿ a) â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí; b) â òî÷êåïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñ; ñ) â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò (îðòîöåí-òðå)?3. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíà ìåäèàíà AM , òî÷êà P � ååñåðåäèíà. Ïðÿìàÿ BP ïåðåñåêàåò ñòîðîíó AC â òî÷êå E. Íàéäèòå,â êàêîì îòíîøåíèè òî÷êà E äåëèò AC.4. Òî÷êè, ðàçáèâàþùèå êàæäóþ èç ñòîðîí ÷åòûðåõóãîëüíèêà íàòðè ðàâíûå ÷àñòè, ñîåäèíåíû åñòåñòâåííûì îáðàçîì. Äîêàæèòå,÷òî a) êàæäûé èç ïîëó÷åííûõ îòðåçêîâ òàêæå ðàçáèâàåòñÿ òî÷êà-ìè ïåðåñå÷åíèÿ íà òðè ðàâíûå ÷àñòè.b) Ïëîùàäü ñðåäíåãî ÷åòûðåóõãîëüíèêà â äåâÿòü ðàç ìåíüøå ïëî-ùàäè èñõîäíîãî.5. Äàíî n ïîïàðíî íåêîëëèíåàðíûõ âåêòîðîâ −→a1 ,. . . , −→an (n > 3)òàêèå, ÷òî −→a1 + · · · + −→an =
−→
0 . a) Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåòâûïóêëûé n-óãîëüíèê A1 . . . An òàêîé, ÷òî íàáîð âåêòîðîâ −−−→

A1A2,−−−→
A2A3, . . . ,−−−→AnA1 ñîâïàäàåò ñ íàáîðîì −→a1 , . . . ,−→an.b) Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ, óäîâëåòâîðÿ-þùèõ óñëîâèþ à)?6. Âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC îòìåòèëè òî÷êó O. Äîêàæèòå, ÷òîòî÷êà O � öåíòð ìàññ ñèñòåìû (A, SBCO), (B, SACO), (C, SABO).Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.7. Íà áèññåêòðèñå óãëà A íåðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ABCâûáðàíà òî÷êà K. Ïðÿìûå BK è CK ïåðåñåêàþò ñòîðîíû AC è
AB â òî÷êàõ L è M . Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ LM ïðîõîäèò ÷åðåçîñíîâàíèå áèññåêòðèñû âíåøíåãî óãëà A òðåóãîëüíèêà.8. Äàíî 2n âåêòîðîâ íà ïëîñêîñòè. Äâîå ïî î÷åðåäè áåðóò âåê-òîðû. Âûèãðûâàåò òîò ó êîãî äëèíà ñóììû åãî âåêòîðîâ áóäåòáîëüøå. Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?9. Ìíîãîóãîëüíèê âïèñàí â îêðóæíîñòü äèàìåòðà 1. Íà åãî ñòî-ðîíàõ ðàññòàâëåíû ñòðåëî÷êè. Äîêàæèòå, ÷òî äëèíà ñóììû ïîëó-
38 Âèøêèëü. 3�28 èþëÿ 2010 ã.8. (Ôîðìóëà Ñòþàðòà). Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåí îòðå-çîê AA1, ãäå òî÷êà A1 äåëèò ñòîðîíó BC â îòíîøåíèè p

q
, ñ÷èòàÿîò B. Äîêàæèòå, ÷òî

AA2
1 =

p

p + q
AC2 +

q

p + q
AB2 − pq

(p + q)2
BC2.9. Äèàãîíàëè íåêîòîðîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ïåðïåíäèêóëÿðíû.Äîêàæèòå, ÷òî äèàãîíàëè ëþáîãî äðóãîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ñ ñî-îòâåòñòâåííî ðàâíûìè ñòîðîíàìè òàêæå ïåðïåíäèêóëÿðíû.10. Òî÷êè A, B, C, D òàêîâû, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè M ÷èñëà

(
−−→
MA,

−−→
MB) è (

−−→
MC,

−−→
MD) ðàçëè÷íû. Äîêàæèòå, ÷òî −→

AC =
−−→
DB.11. Äàíû òî÷êè A,B,C,D. Äîêàæèòå, ÷òî

AB2 +BC2 + CD2 +DA2
> AC2 +BD2,ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ, òîëüêî åñëè ABCD � ïàðàëëåëî-ãðàìì.12. Òî÷êè P è Q � ñåðåäèíû äèàãîíàëåé âûïóêëîãî ÷åòûðåõ-óãîëüíèêà ABCD. Äîêàæèòå, ÷òî

AB2 + BC2 + CD2 +DA2 = AC2 +BD2 + 4PQ2.32. Êâàäðàòè÷íûå âû÷åòû. 19 èþëÿ.Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü m > 1 � íàòóðàëüíîå ÷èñëî è a � öåëîå÷èñëî, âçàèìíî ïðîñòîå ñ m. ×èñëî a íàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íûìâû÷åòîì ïî ìîäóëþm, åñëè ñóùåñòâóåò x ∈ Z òàêîå, ÷òî a≡
m
x2. Âïðîòèâíîì ñëó÷àå ÷èñëî a íàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íûì íåâû÷åòîìïî ìîäóëþ m.1. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè p � íå÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî, òî ïî ìîäó-ëþ p ñóùåñòâóåò ðîâíî p−1

2

êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ è ñòîëüêî æåíåâû÷åòîâ.



XXVI Ëåòíÿÿ ìíîãîïðåäìåòíàÿ øêîëà Êèðîâñêîé îáëàñòè 3731. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. 19 èþëÿ.Îïðåäåëåíèå: Ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì äâóõ íåíóëåâûõ âåê-òîðîâ −→u è −→v íàçûâàåòñÿ ÷èñëî |u| · |v| · cos(−̂→u ,−→v ). Â ñëó÷àå,åñëè õîòÿ áû îäèí èç âåêòîðîâ −→u èëè −→v ðàâåí −→
0 , èõ ñêàëÿðíîåïðîèçâåäåíèå òàêæå ñ÷èòàåòñÿ ðàâíûì 0. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèåâåêòîðîâ −→u è −→v îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç (−→u ,−→v ) èëè −→u · −→v .1. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ òî÷åê ïðîñòðàíñòâà A, B, C è D äîêàæèòå�îðìóëó −→

AB · −−→CD +
−−→
BC · −−→AD +

−→
CA · −−→BD = 0.2. Òî÷êè A, B è C íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Íàéäèòå ãåîìåò-ðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê M òàêèõ, ÷òî

−−→
MA · −−→MB =

−−→
MB · −−→MC =

−−→
MC · −−→MA.3. Ïðàâèëüíûé ìíîãîóãîëüíèê A1A2 . . . An âïèñàí â îêðóæíîñòüðàäèóñà R ñ öåíòðîì â O; X � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà. Äîêàæèòå,÷òî |A1X|2 + . . . + |AnX|2 = n(R2 + d2), ãäå d = |OX|.4. Ïóñòü O � öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè, H � îðòîöåíòð òðå-óãîëüíèêà ABC, M � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí ýòîãî òðåóãîëü-íèêà. Äîêàæèòå, ÷òî a) −−→OH =

−→
OA+

−−→
OB +

−→
OC; b) òî÷êè M , H, Oëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé (ïðÿìàÿ Ýéëåðà), ïðè÷åìMH = 2OM ;) OH2 = 9R2 − (a2 + b2 + c2).5. Äàíû äâà âåêòîðà −→a è −→

b ñ êîîðäèíàòàìè (x1, y1) è (x2, y2)ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî −→a · −→b = x1x2 + y1y2.6. Ïóñòü α, β è γ � óãëû îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC.Äîêàæèòå, ÷òî a) cos 2α + cos 2β + cos 2γ > −3
2

;b) cosα + cos β + cos γ 6 3
2.Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.7. Âåùåñòâåííûå ÷èñëà a, b, c è d òàêîâû, ÷òî a2 + b2 = 1,

c2 + d2 = 1 è ac + bd = 0. Íàéäèòå ab + cd.

22 Âèøêèëü. 3�28 èþëÿ 2010 ã.÷åííûõ âåêòîðîâ íå ïðåâîñõîäèò 2.18. Ìàññû íàíîñÿò îòâåòíûé óäàð! 13 èþëÿ1. ÏóñòüM ,N è P � òî÷êè, ðàñïîëîæåííûå íà ñòîðîíàõ AB,BCè CA òðåóãîëüíèêà ABC è äåëÿùèå ýòè ñòîðîíû â îäèíàêîâûõîòíîøåíèÿõ (ò. å. AM
MB

= BN
NC

= CP
PA

). Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà ïåðåñå÷å-íèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà MNP ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿìåäèàí òðåóãîëüíèêà ABC.Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü −→a è −→
b � äâà êîëëèíåàðíûõ âåêòîðà. Òî-ãäà îòíîøåíèåì −→a−→

b

íàçûâàåòñÿ ÷èñëî, êîòîðîå ïðè óìíîæåíèè íà−→bäàåò −→a .2. Äîêàæèòå ïðè ïîìîùè ìàññ òåîðåìó ×åâû.Íà ñòîðîíàõ AB, BC è AC òðåóãîëüíèêà ABC, èëè íà èõ ïðî-äîëæåíèÿõ îòìå÷åíû òî÷êè C1, A1 è B1 ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæè-òå, ÷òî ïðÿìûå AA1, BB1 è CC1 êîíêóðåíòíû (ò. å. ëèáî ïàðàë-ëåëüíû, ëèáî ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå) òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà −−→
BA1
−−→
A1C

·
−−→
CB1
−−→
B1A

·
−−→
AC1
−−→
C1B

= 1.3. Äîêàæèòå ïðè ïîìîùè ìàññ òåîðåìó Ìåíåëàÿ.Íà ñòîðîíàõ AB, BC è AC òðåóãîëüíèêà ABC, èëè íà èõ ïðî-äîëæåíèÿõ îòìå÷åíû òî÷êè C1, A1 è B1 ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæè-òå, ÷òî ýòè òî÷êè ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà −−→
BA1
−−→
A1C

·
−−→
CB1
−−→
B1A

·
−−→
AC1
−−→
C1B

= −1.4. Äîêàæèòå ïðè ïîìîùè ìàññ òåîðåìó Âàí-Îáåëÿ.×åâèàíû AA1, BB1 è CC1 òðåóãîëüíèêà ABC ïåðåñåêàþòñÿ âòî÷êå K. Äîêàæèòå, ÷òî

AK

KA1
=

AB1

B1C
+

AC1

C1B
.



XXVI Ëåòíÿÿ ìíîãîïðåäìåòíàÿ øêîëà Êèðîâñêîé îáëàñòè 235. a) (òî÷êà Æåðãîíía.) Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå, ñîåäèíÿþùèåâåðøèíû òðåóãîëüíèêà ñ òî÷êàìè êàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíî-ñòè ñ ñîîòâåòñâóþùèìè ñòîðîíàìè, ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.b) (òî÷êà Íàãåëÿ.) Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå, ñîåäèíÿþùèå âåð-øèíû òðåóãîëüíèêà ñ òî÷êàìè êàñàíèÿ âíåâïèñàííûõ îêðóæíî-ñòåé ñ ñîîòâåòñâóþùèìè ñòîðîíàìè, ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.) Òî÷êè C1, A1, B1 � ñåðåäèíû ñòîðîí AB, BC, AC òðåóãîëüíèêà

ABC. Äîêàæèòå, ÷òî öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà

ABC ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé Íàãåëÿ òðåóãîëüíèêà A1B1C1.Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.6. Äàí òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè a, b è c. Êàêèå ìàññû íóæíî ïî-ìåñòèòü â åãî âåðøèíû, ÷òîáû öåíòðîì ìàññ ïîëó÷èâøåéñÿ ñèñòå-ìû îêàçàëñÿ öåíòð a) âïèñàííîé; b) âíåâïèñàííîé îêðóæ-íîñòè äàííîãî òðåóãîëüíèêà.19. Ìàòáîé�ìåæäóñîáîé. Ïðî�è�8. 13 èþëÿ.1. Âíóòðè êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé 10 èìååòñÿ çàêðàøåííûé êâàäðà-òèê ñî ñòîðîíîé 1, ñòîðîíû êîòîðîãî ïàðàëëåëüíû ñòîðîíàì áîëü-øîãî êâàäðàòà. Çà îäíó ïðîáó ïðî ëþáîé ìíîãîóãîëüíèê ìîæíîóçíàòü, êàêàÿ äîëÿ åãî ïëîùàäè çàêðàøåíà. Ìîæíî ëè çà äâå ïðî-áû íàâåðíÿêà îïðåäåëèòü ìåñòîïîëîæåíèå çàêðàøåííîãî êâàäðà-òèêà?2. Âî âñåõ êëåòêàõ òàáëèöû 120× 120 ñòîÿò ïëþñû. �àçðåøàåòñÿîäíîâðåìåííî èçìåíèòü çíàêè âî âñåõ êëåòêàõ îäíîé ñòðîêè èëèîäíîãî ñòîëáöà. Ìîæíî ëè, ïðîäåëàâ òàêèå îïåðàöèè íåñêîëüêîðàç, ïîëó÷èòü òàáëèöó, ãäå ðîâíî 2010 ìèíóñîâ?3. Äàí ãðà� ñ n âåðøèíàìè. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî çàäàòü îðèåí-òàöèþ íà åãî ðåáðàõ òàêèì îáðàçîì, ÷òîá ìîäóëü ðàçíîñòè ìåæäóêîëè÷åñòâàìè âõîäÿùèõ è âûõîäÿùèõ ðåáåð äëÿ êàæäîé âåðøèíûíå ïðåâûøàë åäèíèöû.

36 Âèøêèëü. 3�28 èþëÿ 2010 ã.êëåòêè. Ïðè ýòîì çàïðåùàåòñÿ ñòàâèòü äâå øèøêè íà îäíó êëåòêó(â òîì ÷èñëå è â íà÷àëå). Êðîìå òîãî, åñëè øèøêà õîäèëà ïî ãî-ðèçîíòàëè, òî â ñëåäóþùèé õîä îíà äîëæíà õîäèòü ïî âåðòèêàëè,è íàîáîðîò. Äîêàæèòå, ÷òî íåëüçÿ ñäåëàòü ïîäðÿä 100 õîäîâ.4. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè 4n+2n+1 � ïðîñòîå ÷èñëî, òî n � ñòåïåíüòðîéêè.5. Íàçîâåì ìíîãî÷ëåí P ñ âåùåñòâåííûìè êîý��èöèåíòàìè ëþ-áîïûòíûì, åñëè P (x) ðàöèîíàëüíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàðàöèîíàëüíî x. Ïðè êàêèõ n ñóùåñòâóåò ëþáîïûòíûé ìíîãî÷ëåí

n�é ñòåïåíè?6. Íà ïëîñêîñòè äàíî 3n òî÷åê, ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿíå áîëüøå 1. Äîêàæèòå, ÷òî èõ ìîæíî ðàçáèòü íà n òðåóãîëüíèêîâòàê, ÷òîáû ñóììà ïëîùàäåé ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ áûëà íå áîëüøå1/2.7. Â îêðóæíîñòü ω âïèñàí 43�óãîëüíèê. Äëÿ ëþáûõ òðåõ ïîä-ðÿä èäóùèõ âåðøèí îòìå÷àþò öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè ýòîãîòðåóãîëüíèêà. Îêàçàëîñü, ÷òî âñå îòìå÷åííûå òî÷êè ðàâíîóäàëå-íû îò öåíòðà ω. Äîêàæèòå, ÷òî ïåðâîíà÷àëüíûé ìíîãîóãîëüíèêïðàâèëüíûé.8. Äàí âûïóêëûé ïÿòèóãîëüíèê ABCDE, îêàçàëîñü ÷òî AB =

AC è AD = AE, à òàêæå óãîë ∠BAC = ∠DAE. Ïóñòü X �òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ BD è CE, O � öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòèòðåóãîëüíèêà CXD. Äîêàæèòå, ÷òî AO ïåðïåíäèêóëÿðíî BE.9. Â ñòðàíå 2010 ãîðîäîâ è 3014 äîðîã ìåæäó íèìè, ïðè÷åì èçëþáîãî ìîæíî äîáðàòüñÿ â ëþáîé äðóãîé. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæ-íî çàêðûòü 2 äîðîãè, âåäóùèå èç îäíîãî ãîðîäà òàê, ÷òîáû ïî-ïðåæíåìó èç ëþáîãî ãîðîäà ìîæíî áûëî äîáðàòüñÿ äî ëþáîãîäðóãîãî.10. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåëäîêàæèòå íåðàâåíñòâî:

a2

(b− c)2
+

b2

(c− a)2
+

c2

(a− b)2
> 2.



XXVI Ëåòíÿÿ ìíîãîïðåäìåòíàÿ øêîëà Êèðîâñêîé îáëàñòè 35ðèçîíòàëè, òî â ñëåäóþùèé õîä îíà äîëæíà õîäèòü ïî âåðòèêàëè,è íàîáîðîò. Äîêàæèòå, ÷òî íåëüçÿ ñäåëàòü ïîäðÿä 100 õîäîâ.7. Â ðÿä ñòîÿò 14 ãíîìîâ, ó êàæäîãî íå ìåíåå 5 îðåõîâ. Êàæ-äóþ ìèíóòó îäèí èç ãíîìîâ ìîæåò ïåðåäàòü îðåõ ãíîìó, ñòîÿùå-ìó ñïðàâà, åñëè ó òîãî áîëüøå îðåõîâ. ×åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ âñåîðåõè ñîáðàëèñü ó îäíîãî ãíîìà. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî îðåõîâìîãëî áûòü ó ãíîìîâ?8. Ïî êðóãó ñòîÿò ÷èñëà îò 1 äî 30. Âàñÿ êàæäóþ ìèíóòó ìåíÿ-åò ìåñòàìè äâà ñîñåäíèõ ÷èñëà. ×åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ âñå ÷èñëàîêàçàëèñü íà äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ ìåñòàõ. Äîêàæèòå,÷òî â êàêîé-òî ìîìåíò Âàñÿ ïîìåíÿë ìåñòàìè äâà ÷èñëà, äàþùèõâ ñóììå 31.9. Â òðåóãîëüíèêå ABC òî÷êè M è N � ñåðåäèíû ñòîðîí ACè BC ñîîòâåòñòâåííî. Íà ñòîðîíå AB âûáðàíû òàêèå òî÷êè Kè L, ÷òî AK = BL, à îòðåçêè KM è LN ïåðåñåêàþòñÿ è ðàâíû.Äîêàæèòå, ÷òî AC = BC.10. Ïðî âåùåñòâåííûå ÷èñëà a, b è c èçâåñòíî, ÷òî ñóììà äðîáåé

a2+b2−c2

2ab

, a2+c2−b2

2ac

è b2+c2−a2

2bc

ðàâíà åäèíèöå. Äîêàæèòå, ÷òî èç òðåõäàííûõ äðîáåé äâå ðàâíû 1, à îäíà ðàâíà −1.30. Ìàòáîé Ï�ÎÔÈ�8 � Ï�ÎÔÈ�9. 17 èþëÿ.1. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî íàçûâàåòñÿ ïàëèíäðîìîì, åñëè åãî çàïèñü÷èòàåòñÿ îäèíàêîâî â îáå ñòîðîíû (íàïðèìåð, 1043401). Âñå ïà-ëèíäðîìû âûïèñàëè â ðÿä â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ. Íàéäèòå âñåïðîñòûå ÷èñëà, êîòîðûå ìîãóò áûòü äåëèòåëÿìè ðàçíîñòè äâóõñîñåäíèõ ÷èñåë ýòîãî ðÿäà.2. Âåðíî ëè, ÷òî äëÿ êàæäîãî ïðèâåäåííîãî êâàäðàòíîãî òðåõ-÷ëåíà f(x) ñóùåñòâóåò x òàêîå, äëÿ êîòîðîãî ÷èñëà f(x), f(f(x))è f(f(f(x))) � ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà?3. Â êëåòêàõ ïðÿìîóãîëüíèêà 5 × 9 ëåæàò 33 øèøêè. Çà õîäìîæíî îäíîâðåìåííî ñäâèíóòü âñå øèøêè íà ñîñåäíèå ïî ñòîðîíå
24 Âèøêèëü. 3�28 èþëÿ 2010 ã.4. Äëèíà âûñîòû AB ïðÿìîóãîëüíîé òðàïåöèè ABCD ðàâíàñóììå äëèí îñíîâàíèé AD è BC. Äîêàæèòå, ÷òî áèññåêòðèñà óãëà

ABC äåëèò ñòîðîíó CD ïîïîëàì.5. Ëó÷îì íà êëåò÷àòîé ïëîñêîñòè íàçîâåì êëåòêè îäíîãî ñòîëáöàèëè ñòðîêè, èäóùèå ïîäðÿä, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîé êëåòêè. Ìîæ-íî ëè èç êëåò÷àòîé ïëîñêîñòè âûðåçàòü îäèí ãîðèçîíòàëüíûé èîäèí âåðòèêàëüíûé ëó÷ òàê, ÷òîáû íà÷àâ ñ íåêîòîðîé íåóäàëåí-íîé êëåòêè, îáîéòè âñþ îñòàâøóþñÿ ïëîñêîñòü. �àçðåøàåòñÿ ïåðå-õîäèòü èç ëþáîé êëåòêè ïëîñêîñòè íà ëþáóþ ñîñåäíþþ ïî ãîðè-çîíòàëè èëè ïî âåðòèêàëè íåóäàëåííóþ êëåòêó, êîòîðàÿ íå áûëàïðîéäåíà ðàíåå.6. Íà ïëîñêîñòè äàíû òðè òî÷êè. Èç íèõ âûáèðàþòñÿ ëþáûå äâå,ñòðîèòñÿ ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåçêó, èõ ñîåäèíÿþùåìó,è âñå òî÷êè îòðàæàþòñÿ ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ýòîé ïðÿìîé;çàòåì èç âñåõ òî÷åê (ñòàðûõ è íîâûõ) ñíîâà âûáèðàþò êàêèå-òî äâåòî÷êè è âåñü ïðîöåññ ïîâòîðÿþò. Òàê äåëàåòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãîðàç. Äîêàçàòü, ÷òî â ïëîñêîñòè íàéäåòñÿ òàêàÿ ïðÿìàÿ, ÷òî âñåïîëó÷åííûå òî÷êè áóäóò ëåæàòü ïî îäíó ñòîðîíó îò íåå.7. Ïðè êàêèõ íàòóðàëüíûõ n êàæäîå èç âûðàæåíèé n2−10n+84,

n2 − 12n + 40 è n2 − 4n + 98 ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ÷èñëîì?8. Ïóñòü a, b è c � ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà. Äîêàæèòå, ÷òî

a

b + c− a
+

b

c + a− b
+

c

a + b− c
> 3.

9. �åøèòå â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ (n + 1)n = 2nk + 3n + 1.10. Ñóùåñòâóþò ëè äâà ðàçëè÷íûõ 239�çíà÷íûõ ÷èñëà òàêèõ, ÷òîîäíî èç íèõ ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì êâàäðàòîì, âòîðîå òî÷íûì êóáîì, àêðîìå òîãî îíè îòëè÷àþòñÿ ëèøü ïåðåñòàíîâêîé öè�ð.



XXVI Ëåòíÿÿ ìíîãîïðåäìåòíàÿ øêîëà Êèðîâñêîé îáëàñòè 2520. Ìíîãî÷ëåíû. Ôîðìàëüíîå è �óíêöèîíàëüíîå ðàâåí-ñòâî. Èíòåðïîëÿöèÿ. 14 èþëÿ1. Ó äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ f è g çíà÷åíèÿ ñîâïàäàþò â áåñêîíå÷íîììíîæåñòâå òî÷åê. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåíû ðàâíû.2. a) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè P (x) = P (−x) äëÿ áåñêîíå÷íîãî ìíî-æåñòâà çíà÷åíèé x, òî ìíîãî÷ëåí P ñîñòîèò òîëüêî èç îäíî÷ëåíîâ÷åòíîé ñòåïåíè.b) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè P (x) = −P (−x) äëÿ áåñêîíå÷íîãî ìíîæå-ñòâà çíà÷åíèé x, òî ìíîãî÷ëåí P ñîñòîèò òîëüêî èç îäíî÷ëåíîâíå÷åòíîé ñòåïåíè.3. Ìíîãî÷ëåí p(x) ïðè äåëåíèè íà x − k äàåò îñòàòîê a) k;b) −k; ) k2−k+1 ïðè ëþáîì k îò 0 äî n. Íàéäèòå õîòÿ áû îäèíòàêîé ìíîãî÷ëåí. d) Íàéäèòå âñå òàêèå ìíîãî÷ëåíû íàèìåíüøèõñòåïåíåé.4. a) Ïóñòü a, b è c � ðàçëè÷íûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Äîêàæèòå,÷òî ïðè âñåõ âåùåñòâåííûõ x âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

(x− a)(x− b)

(c− a)(c− b)
+

(x− a)(x− c)

(b− a)(b− c)
+

(x− b)(x− c)

(a− b)(a− c)
= 1.b) Ïóñòü a1, a2, . . . , an � ðàçëè÷íûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Äîêà-æèòå, ÷òî ïðè âñåõ âåùåñòâåííûõ x âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

(x− a2)(x− a3) . . . (x− an)

(a1 − a2)(a1 − a3) . . . (a1 − an)
+

(x− a1)(x− a3) . . . (x− an)

(a2 − a1)(a2 − a3) . . . (a2 − an)
+. . .

. . . +
(x− a1)(x− a2) . . . (x− an−1)

(an − a1)(an − a2) . . . (an − an−1)
= 1.5. Ïóñòü x0,. . . , xn � ðàçëè÷íûå ÷èñëà. a) Íàéäèòå ìíîãî÷ëåí

f0(x) ñòåïåíè n òàêîé, ÷òî f0(x0) = 1, f0(xi) = 0, äëÿ ëþáîãî i îò1 äî n.b) �åøèòå èíòåðïîëÿöèîííóþ çàäà÷ó: Íàéòè ìíîãî÷ëåí f(x) òà-êîé, ÷òî f(xi) = yi, ãäå i ∈ [0, n], à yi � ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà.

34 Âèøêèëü. 3�28 èþëÿ 2010 ã.4. Óðàâíåíèå anxn + an−1x
n−1 + ... + a2x

2 + a1x + a0 = 0 èìååò nðàçëè÷íûõ âåùåñòâåííûõ êîðíåé. Äîêàæèòå, ÷òîa) a2n−1 >
2n
n−1anan−2;b) a21 > 2n

n−1a2a0.5. Ïóñòü a, b è c � âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Èçâåñòíî, ÷òî abc = 1,
a + b + c = 1

a +
1
b +

1
c . Äîêàæèòå, ÷òî îäíî èç ÷èñåë ðàâíî 1.6. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ìíîãî÷ëåí P (x) ñ öåëûìè êîý��èöèåíòà-ìè èìååò ðàöèîíàëüíûé êîðåíü x0 = p

q
, òî P (x) = (qx − p)Q(x),ãäå Q(x) � ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîý��èöèåíòàìè.29. Ìàòáîé Ï�ÎÔÈ�7 � Ï�ÎÔÈ�8. 17 èþëÿ.1. Ïóñòü ℓ � áèññåêòðèñà âíåøíåãî óãëà C òðåóãîëüíèêà ABC.Ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ ℓ è ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ñåðåäèíó K ñòîðîíû

AB, ïåðåñåêàåò ñòîðîíó AC â òî÷êå E. Íàéòè CE, åñëè AC = bè CB = a.2. Â ñâÿçíîì ãðà�å 2010 âåðøèí è 3014 ðåáåð. Äîêàæèòå, ÷òîèç íåãî ìîæíî óäàëèòü äâà ðåáðà, èìåþùèõ îáùóþ âåðøèíó, òàê,÷òîáû ñâÿçíîñòü ñîõðàíèëàñü.3. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà a è b òàêîâû, ÷òî ÷èñëî a+1
b
+ b+1

a

ÿâëÿåòñÿöåëûì. Äîêàæèòå, ÷òî (a, b) 6
√
a + b.4. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà a, b, c è d òàêîâû, ÷òî a2 + b2 + ab =

c2 + d2 + cd. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî a + b + c + d � ñîñòàâíîå.5. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî íàçûâàåòñÿ ïàëèíäðîìîì, åñëè åãî çàïèñü÷èòàåòñÿ îäèíàêîâî ñëåâà íàïðàâî è ñïðàâà íàëåâî (íàïðèìåð,1043401). Âñå ïàëèíäðîìû âûïèñàëè â ðÿä â ïîðÿäêå âîçðàñòà-íèÿ. Íàéäèòå âñå ïðîñòûå ÷èñëà, êîòîðûå ìîãóò áûòü äåëèòåëÿìèðàçíîñòè äâóõ ñîñåäíèõ ÷èñåë ýòîãî ðÿäà.6. Â êëåòêàõ ïðÿìîóãîëüíèêà 5 × 9 ëåæàò 33 øèøêè. Çà õîäìîæíî îäíîâðåìåííî ñäâèíóòü âñå øèøêè íà ñîñåäíèå ïî ñòîðîíåêëåòêè. Ïðè ýòîì çàïðåùàåòñÿ ñòàâèòü äâå øèøêè íà îäíó êëåòêó(â òîì ÷èñëå è â íà÷àëå). Êðîìå òîãî, åñëè øèøêà õîäèëà ïî ãî-



XXVI Ëåòíÿÿ ìíîãîïðåäìåòíàÿ øêîëà Êèðîâñêîé îáëàñòè 33Îïðåäåëåíèå: Äâîéíûì îòíîøåíèåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë a, b,

c, d íàçûâàåòñÿ ÷èñëî (a, b, c, d) = a−c
b−c :

a−d
b−d .4.Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïëåêñíûì ÷èñëàì a,

b, c è d ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè èëè íà îäíîé ïðÿìîé òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà èõ äâîéíîå îòíîøåíèå âåùåñòâåííî.5. Ïóñòü A, B, C è D � ïðîèçâîëüíûå òî÷êè ïëîñêîñòè. Ïðè ïî-ìîùè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë äîêàæèòå, ÷òî a) (íåðàâåíñòâî Ïòî-ëåìåÿ)

|AB| · |CD| + |AD| · |BC| > |AC| · |BD|b) ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òî÷êè A,

B, C è D ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè, ïðè÷åì èìåííî â òàêîìïîðÿäêå (òåîðåìà Ïòîëåìåÿ).28. Ìíîãî÷ëåíû: Òåîðåìà Âèåòà. 17 èþëÿ.1. (Òåîðåìà Âèåòà.) Ïóñòü ìíîãî÷ëåí

anx
n + an−1x

n−1 + . . . + a1x + a0èìååò ðîâíî n êîðíåé ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè � x1, x2,. . . ,xn. Òîãäàâûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:



















x1 + x2 + . . . + xn = −an−1
an

x1x2 + x1x3 + . . . + xn−1xn = an−2
an

· · ·
x1x2 . . . xn = (−1)n a0

an
.2. Ìíîãî÷ëåí x2 + ax + b + 1 ñ öåëûìè êîý��èöèåíòàìè èìååòäâà íàòóðàëüíûõ êîðíÿ. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî a2+b2 � ñîñòàâíîå.3. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà êóáîâ òðåõ êîðíåé óðàâíåíèÿ

x3 + px + q = 0 ñ öåëûìè êîý��èöèåíòàìè åñòü öåëîå ÷èñëî, äå-ëÿùååñÿ íà 3.

26 Âèøêèëü. 3�28 èþëÿ 2010 ã.ñ) Êàêèì áóäåò ýòîò ìíîãî÷ëåí íàèìåíüøåé ñòåïåíè? Êàê âûãëÿ-äÿò âñå òàêèå ìíîãî÷ëåíû?6. Ïóñòü f è g � äâà ìíîãî÷ëåíà ñ âåùåñòâåííûìè êîý��èöèåí-òàìè. Îêàçàëîñü, ÷òî îíè ïðèíèìàþò öåëûå çíà÷åíèÿ â îäíèõ èòåõ æå òî÷êàõ (òî åñòü åñëè f(a) öåëîå, òî è g(a) öåëîå è íàîáî-ðîò). Äîêàæèòå, ÷òî f(x) ± g(x) = c, òî åñòü ëèáî ñóììà, ëèáîðàçíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ òîæäåñòâåííî ðàâíà êîíñòàíòå.Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.7. Äàí ìíîãî÷ëåí f(x) òàêîé, ÷òî ìíîãî÷ëåí f(xn) äåëèòñÿ íàìíîãî÷ëåí x−1. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí f(x) òàêæå äåëèòñÿ íàìíîãî÷ëåí x− 1.21. �àçíûå íåðàâåíñòâà. 14 èþëÿ.1. Ïóñòü a1, a2, . . . , an ∈ R. Äîêàæèòå, ÷òî

(a1 + a2 + . . . + an)
2
6 n(a21 + a22 + . . . + a2n).2. (Òðàíñíåðàâåíñòâî.) a) Ïóñòü 0 < a1 6 a2 6 . . . 6 an;

0 < b1 6 b2 6 . . . 6 bn è (i1, i2, . . . , in) � ïåðåñòàíîâêà ÷èñåë

1, 2, . . . , n. Äîêàæèòå, ÷òî

a1bn + a2bn−1 + . . . + anb1 6 a1bi1 + a2bi2 + . . .

. . . + anbin 6 a1b1 + a2b2 + . . . + anbn.b) Ïóñòü 0 < a1 6 a2 6 . . . 6 an; 0 < b1 6 b2 6 . . . 6 bn; . . . ;

0 < ℓ1 6 ℓ2 6 . . . 6 ℓn è (i1, i2, . . . , in), . . . , (j1, j2, . . . , jn) � ïåðå-ñòàíîâêè ÷èñåë 1, 2, . . . , n. Äîêàæèòå, ÷òî a1bi1 . . . ℓj1+a2bi2 . . . ℓj2+

. . . + anbin . . . ℓjn 6 a1b1 . . . ℓ1 + a2b2 . . . ℓ2 + . . . + anbn . . . ℓn.3. (íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà.) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ÷èñåë

0 < a1 6 a2 6 . . . 6 an, 0 < b1 6 b2 6 . . . 6 bn âûïîëíåíîíåðàâåíñòâî

(a1 + . . . + an)(b1 + . . . + bn) 6 n(a1b1 + a2b2 + . . . + anbn).



XXVI Ëåòíÿÿ ìíîãîïðåäìåòíàÿ øêîëà Êèðîâñêîé îáëàñòè 274. Ñóììà ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë a1+a2+. . .+an 6 1/2. Äîêàæèòå,÷òî (1− a1)(1− a2) . . . (1− an) > 1/2.Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.5. Ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà a, b, c, d òàêîâû, ÷òî a > b > c > d è

a + b + c + d 6 1. Äîêàæèòå, ÷òî a2 + 3b2 + 5c2 + 7d2 6 1.6. Äàíû ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà a è b òàêèå, ÷òî a + b 6 2. Äîêà-æèòå íåðàâåíñòâî a
b+ab

+ b
a+ab

> 1.

22. Äâèæåíèÿ. 15 èþëÿ.Îïðåäåëåíèå: Äâèæåíèåì íàçûâàåòñÿ ïðåáîðàçîâàíèå ïëîñêî-ñòè, ïðè êîòîðîì ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè è ðàññòîÿíèå ìåæäóèõ îáðàçàìè îäèíàêîâî.Äàëåå ìû îïåðåäèëè: ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ, ïîâîðîò, îñåâóþ ñèì-ìåòðèþ, ñêîëüçÿùóþ ñèììåòðèþ. Îïðåäåëèëè êîìïîçèöèþ è ïî-ãîâîðèëè î êîìïîçèöèè îñíîâíûõ äâèæåíèé.1. Äâå ðàâíûå îêðóæíîñòè êàñàþòñÿ â òî÷êå M . Òðè ïðÿìûå,ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êóM , ïåðåñåêàþò ïåðâóþ îêðóæíîñòü â òî÷-êàõ A1, B1 è C1, à âòîðóþ � â òî÷êàõ A2, B2 è C2. Äîêàæèòå, ÷òî:a) òðåóãîëüíèêè A1B1C1 è A2B2C2 ðàâíû; b) îòðåçêè, ñîåäèíÿ-þùèå öåíòðû èõ âïèñàííûõ è îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé, à òàêæåòî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí, ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå M è äåëÿòñÿ åéïîïîëàì.2. Íà ñòîðîíå BC ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà ABC âûáðàíàòî÷êà D. Íà îòðåçêå CD âíå òðåóãîëüíèêà ABC ïîñòðîåí åùåîäèí ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê CDE. Òî÷êè M è N � ñåðåäèíûîòðåçêîâ AD è BE ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèê
MCN òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîñòîðîííèì.

32 Âèøêèëü. 3�28 èþëÿ 2010 ã.4. Äîêàæèòå, ÷òî äâèæåíèå, êîòîðîå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäåêîìïîçèöèè ÷åòíîãî ÷èñëà îñåâûõ ñèììåòðèé, íåëüçÿ ïðåäñòàâèòüâ âèäå êîìïîçèöèè íå÷åòíîãî ÷èñëà îñåâûõ ñèììåòðèé.5. Íà ïëîñêîñòè äàíû äâà ðàâíûõ êâàäðàòà ABCD è A1B1C1D1.Äîêàæèòå, ÷òî ñåðåäèíû îòðåçêîâ AA1, BB1, CC1, DD1 ëåæàò íàîäíîé ïðÿìîé èëè îáðàçóþò âåðøèíû êâàäðàòà.6. (Çàäà÷à Íàïîëåîíà.) Äàí ïðîèçâîëüíûé òðåóãîëüíèê. Íà åãîñòîðîíàõ íàðóæó ïîñòðîåíû ïðàâèëüíûå òðåóãîëüíèêè. Äîêàæè-òå, ÷òî èõ öåíòðû ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíè-êà.7. Íà ïëîñêîñòè áûë íàðèñîâàí ïÿòèóãîëüíèê, íà ñòîðîíàõ êîòî-ðîãî íàðóæó áûëè ïîñòðîåíû ïðàâèëüíûå òðåóãîëüíèêè. ÕóëèãàíÂàñÿ ñòåð ïî÷òè âåñü ÷åðòåæ, îñòàâèâ ëèøü âåðøèíû òðåóãîëüíè-êîâ, íå ïðèíàäëåæàùèå ïÿòèóãîëüíèêó. Ñìîæåò ëè Ïåòÿ âîññòà-íîâèòü ÷åðòåæ?27. Êîìïëåêñíûé ñ÷åò â ãåîìåòðèè. 16 èþëÿ.Íà çàíÿòèè ìû èçó÷àëè, êàê ìîæíî ïîñ÷èòàòü ãåîìåòðèþ â êîì-ïëåêñíûõ ÷èñëàõ.Îïðåäåëåíèå: Âñïîìíèì ÷òî òàêîå ìîäóëü, àðãóìåíò, òðèãîíî-ìåòðè÷åñêàÿ �îðìà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà. Äîêàçàòåëüñòâî �àêòàîá àðãóìåíòå ïðîèçâåäåíèÿ ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Øàëÿ.1. Çàïèøèòå â êîìïëåêñíîé �îðìå ñëåäóþùèå äâèæåíèÿ è ïðåîá-ðàçîâàíèÿ ïëîñêîñòè: a) ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ, ïîâîðîò; b) ãî-ìîòåòèÿ, ïîâîðîòíàÿ ãîìîòåòèÿ; ) îñåâàÿ ñèììåòðèÿ, ñêîëüçÿ-ùàÿ ñèììåòðèÿ.2. Íàéäèòå óñëîâèå òîãî, ÷òî òðè òî÷êè íà êîìïëåêñíîé ïëîñêî-ñòè a) ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé; b) îäíà ëåæèò íà îòðåçêå ìåæäóäâóìÿ äðóãèìè.3. Çàïèøèòå óðàâíåíèå a) ïðÿìîé; b) îêðóæíîñòè â êîìïëåêñ-íûõ ÷èñëàõ.



XXVI Ëåòíÿÿ ìíîãîïðåäìåòíàÿ øêîëà Êèðîâñêîé îáëàñòè 31b) ïðè p = 2 àíàëîãè÷íîå âåðíî òîëüêî ïðè α > 2.Äîêàçàòåëüñòâî: Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a−b äåëèòñÿ íà p, ïðè÷åì

a íå äåëèòñÿ íà p.a) Äîêàæèòå, ÷òî ordp(a
p − bp) > ordp(a− b).b) Äîêàæèòå, ÷òî ordp(a
s − bs) = ordp(a− b), åñëè s íå äåëèòñÿ íà

p.) Äîêàæèòå, ÷òî ordp(a
k − bk) > ordp(a− b) + ordp(k).d) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè p > 2, òî ordp(a

p − bp) = ordp(a− b) + 1.e) Äîêàæèòå ëåììó �åíçåëÿ â ñëó÷àå, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå 1).f) Äîêàæèòå ëåììó �åíçåëÿ â ñëó÷àå, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå 2).1. Â êàêîé ñòåïåíè 5 âõîäèò â ðàçëîæåíèå ÷èñëà 310000− 210000 íàïðîñòûå ìíîæèòåëè?2. Äîêàæèòå, ÷òî ïîêàçàòåëü ÷èñëà 2 ïî ìîäóëþ 3n ðàâåí ϕ(3n).3. �åøèòå â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå 3x = 2xy + 1.4. Íàéäèòå âñå ÷åòâåðêè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (n, k, p, x), äëÿ êî-òîðûõ x > 2, n > 1, p � ïðîñòîå è xn = pk + 1.5. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî íóëåé ìîæåò áûòü ñðåäè øåñòè ïî-ñëåäíèõ öè�ð ÷èñëà 2n äëÿ n > 100?26. Òåîðåìà Øàëÿ è çàäà÷è íà äâèæåíèå. 16 èþëÿ.1. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå äâèæåíèå îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿ îáðàçàìèà) îäíîé òî÷êè è äâóõ íåêîëëèíåàðíûõ âåêòîðîâ; b) òðåõ òî÷åê,íå ëåæàùèõ íà îäíîé ïðÿìîé.2. a) Äîêàæèòå, ÷òî äâèæåíèå, èìåþùåå òðè íåïîäâèæíûå òî÷-êè, íå ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé, ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì ïðå-îáðàçîâàíèåì, à äâèæåíèå, èìåþùåå äâå íåïîäâèæíûå òî÷êè, �òîæäåñòâåííûì ïðåîáðàçîâàíèåì èëè ñèììåòðèåé.b) Äîêàæèòå, ÷òî äâèæåíèå, èìåþùåå ðîâíî îäíó íåïîäâèæíóþòî÷êó, ÿâëÿåòñÿ ïîâîðîòîì.3. ÒåîðåìàØàëÿ.Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå äâèæåíèå ìîæíî ïðåä-ñòàâèòü êàê êîìïîçèöèþ íå áîëåå ÷åì òðåõ îñåâûõ ñèììåòðèé.
28 Âèøêèëü. 3�28 èþëÿ 2010 ã.23. Ëåììà Õîëëà, äâóäîëüíûå ãðà�û. 15 èþëÿ.1. Íà âå÷åðå íè îäèí ìàëü÷èê íå òàíöåâàë ñî âñåìè äåâî÷êàìè, àêàæäàÿ äåâî÷êà òàíöåâàëà õîòÿ áû ñ îäíèì ìàëü÷èêîì. Äîêàæèòå,÷òî ñóùåñòâóåò 2 ìàëü÷èêà è 2 äåâî÷êè òàêèå, ÷òî ïåðâûé òàíöå-âàë ñ ïåðâîé, âòîðîé � ñî âòîðîé, à ïåðâûé ñî âòîðîé è âòîðîé ñïåðâîé íå òàíöåâàëè.2. (Ëåììà î äåâóøêàõ.) Äàíî n þíîøåé è íåñêîëüêî äåâóøåê.Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî k 6 n è ëþáîé ãðóïïû èç k þíîøåé åñòüíå ìåíåå k äåâóøåê, êàæäàÿ èç êîòîðûõ çíàêîìà õîòÿ áû ñ îäíèìèç ýòèõ k ìàëü÷èêîâ. Äîêàæèòå, ÷òî âñå þíîøè ìîãóò âûáðàòü ïîíåâåñòå èç ÷èñëà ñâîèõ çíàêîìûõ.À åñëè ñ�îðìóëèðîâàòü ïî-íàó÷íîìó ïðî äâóäîëüíûé ãðà�, òîïîëó÷èòñÿ ëåììà Õîëëà.3. (Ëåììà Õîëëà äëÿ àðàáñêèõ ñòðàí.) Ñðåäè n þíîøåé èíåñêîëüêèõ äåâóøåê íåêîòîðûå þíîøè çíàêîìû ñ íåêîòîðûìè äå-âóøêàìè. Êàæäûé þíîøà õî÷åò æåíèòüñÿ íà m çíàêîìûõ äåâóø-êàõ. Äîêàæèòå, ÷òî îíè ìîãóò ýòî ñäåëàòü òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà äëÿ ëþáîãî íàáîðà èç k þíîøåé êîëè÷åñòâî çíàêîìûõ èì âñîâîêóïíîñòè äåâóøåê íå ìåíüøå km.4. Äàíû k ìàëü÷èêîâ è 2k − 1 êîí�åòà. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíîäàòü êàæäîìó ìàëü÷èêó ïî êîí�åòå òàê, ÷òîáû ìàëü÷èêó, êîòîðî-ìó íå íðàâèòñÿ åãî êîí�åòà, íå íðàâèëèñü è êîí�åòû îñòàëüíûõìàëü÷èêîâ (÷òîáû íå ñîçäàâàòü ïðåäïîñûëîê äëÿ äðàêè).5. Âñå âåðøèíû äâóäîëüíîãî ãðà�à èìåþò ñòåïåíü k. Äîêàæèòå,÷òî èõ ìîæíî ðàçáèòü íà ïàðû ñìåæíûõ.6. Ëàòèíñêèì íàçûâàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèê m × n, m 6 n, çàïîë-íåííûé ÷èñëàìè îò 1 äî n, òàêîé, ÷òî â êàæäîé ñòðî÷êå è â êàæäîìñòîëáöå ÷èñëà ðàçëè÷íû. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé ëàòèíñêèé ïðÿìî-óãîëüíèê ìîæíî äîïîëíèòü äî ëàòèíñêîãî êâàäðàòà n× n.



XXVI Ëåòíÿÿ ìíîãîïðåäìåòíàÿ øêîëà Êèðîâñêîé îáëàñòè 297. Ïóñòü M � ìíîæåñòâî âñåõ k-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ ìíî-æåñòâà {1, 2, . . . , 2k + 1}. Ñóùåñòâóåò ëè áèåêöèÿ f : M → M òà-êàÿ, ÷òî A ∩ f(A) = ∅?Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.8. Êàæäûé èç äâóõ ðàâíîâåëèêèõ êâàäðàòîâ ðàçáèò íà 100 ðàâ-íîâåëèêèõ ÷àñòåé. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî ñëîæèòü ýòè êâàäðàòû âñòîïêó è ïðîòêíóòü â 100 òî÷êàõ òàê, ÷òîáû êàæäàÿ èç 100 ÷àñòåéêàæäîãî èç êâàäðàòîâ áûëà ïðîòêíóòà.9. Â êâàäðàòå n × n ñòîÿò íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà òàê, ÷òî âêàæäîé ñòðîêå è â êàæäîì ñòîëáöå ñóììà ðàâíà 1. Äîêàæèòå, ÷òîâ ýòîò êâàäðàò ìîæíî ïîñòàâèòü n íå áüþùèõ äðóã äðóãà ëàäåéòàê, ÷òîáû ïîä êàæäîé ïîñòàâëåííîé ëàäüåé áûëî ïîëîæèòåëüíîå÷èñëî.24. Íåðàâåíñòâî î ñðåäíèõ. 15 èþëÿ.1. Äàíû ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà x1, x2, . . . , xn. Äîêàæèòå, ÷òî

x1
x2

+
x2
x3

+ · · · + xn−1

xn
+

xn
x1

> n(Íåðàâåíñòâîì î ñðåäíèõ ïîëüçîâàòüñÿ íå ðàçðåøàåòñÿ).2. (Íåðàâåíñòâî î ñðåäíåì àðè�ìåòè÷åñêîì è ñðåäíåìãåîìåòðè÷åñêîì.) Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë a1,. . . , anâûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

a1 + a2 + . . . + an
n

> n
√
a1a2 . . . an.a) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè íåðàâåíñòâî î ñðåäíèõ âûïîëíÿåòñÿ äëÿ k÷èñåë, òî îíî âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ 2k ÷èñåë. b) Äîêàæèòå, ÷òî åñ-ëè íåðàâåíñòâî î ñðåäíèõ âûïîëíÿåòñÿ äëÿ k ÷èñåë, òî îíî âûïîë-íÿåòñÿ è äëÿ k− 1 ÷èñëà. ) Âûâåäåòå íåðàâåíñòâî î ñðåäíèõ èççàäà÷è 1. d) Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî î ñðåäíèõ ìåòîäîì Øòóð-ìà áåç ïðèìåíåíèÿ èíäóêöèè.

30 Âèøêèëü. 3�28 èþëÿ 2010 ã.3. (Íåðàâåíñòâî î ñðåäíåì ãåîìåòðè÷åñêîì è ñðåäíåì ãàð-ìîíè÷åñêîì.) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïîëîæèòåëüíûõ÷èñåë a1, . . . , an âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
n
√
a1a2 . . . an >

n
1
a1
+ 1

a2
+ · · · + 1

an

.4. (Íåðàâåíñòâî î ñðåäíåì àðè�ìåòè÷åñêîì è ñðåäíåìêâàäðàòè÷íîì.) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ âåùåñòâåí-íûõ ÷èñåë a1, . . . , an âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
√

a21 + a22 + · · · + a2n
n

>
a1 + a2 + · · · + an

n
.5. Äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë a è b äîêàæèòå íåðàâåíñòâî: 2√a+

3 3
√
b > 5 5

√
ab.6. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî √

a + 1 +
√
2a− 3 +

√
50− 3a 6 12.25. Ëåììà �åíçåëÿ. 16 èþëÿ-1. Äîêàæèòå, ÷òî Ck

pn

... p, ãäå k íå ðàâíî 0 è pn.Îáîçíà÷åíèå: Áóäåì îáîçíà÷àòü ñòåïåíü, â êîòîðîé ïðîñòîå ÷èñ-ëî p âõîäèò â ðàçëîæåíèå n íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè, ÷åðåç ordp(n).0. Ëåììà �åíçåëÿ: Ïóñòü a, b � ðàçëè÷íûå öåëûå ÷èñëà, k �íàòóðàëüíîå, à p � ïðîñòîå ÷èñëî, íå äåëÿùåå a. Åñëè âûïîëíåíîîäíî èç ïðåêðàñíûõ óñëîâèé 1) è 2), òî ordp(a
k − bk) = ordp(a −

b) + ordp(k).1) p 6= 2 è ordp(a− b) > 1;2) p = 2 è ordp(a− b) > 2.Çàìå÷àíèå: Èíà÷å ëåììó �åíçåëÿ ìîæíî ïåðå�îðìóëèðîâàòüòàê:åñëè a≡
pα
b (a /... p), α � ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ñ ýòèì ñâîéñòâîì,òîa) ïðè p 6= 2 âûïîëíåíî ak ≡

pα+s
bk, ãäå s ≡ ordp(k), è ÷èñëî α+ síåëüçÿ óâåëè÷èòü;


