XXVI Летняя многопредметная школа Кировской области

Вишкиль. 3–28 июля 2010 г. 8 класс

––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––

Заключительная олимпиада. 23.07.2010
ДОВЫВОД
1. Решите уравнение в натуральных числах n, k:  n! = k2 + 2.

2. В треугольнике ABC сторона BC вдвое больше стороны AC, D – середина стороны BC, E – середина DC. Докажите, что AD является биссектрисой угла BAE.
3. Вещественные числа a, b, c таковы, что a2 + b2 + c2 = 3. Докажите, что
2ab + 3ac + 6bc ≤ 12 – 3a2 + 5c2.
4. На планете, имеющей форму шара, построены города, некоторые из которых соединены дорогами. Для каждого города G имеется «антигород» G*, симметричный G относительно центра шара. Если города G и H соединены дорогой, то «антигорода» G* и H* также соединены дорогой. Дороги не пересекаются в точках, отличных от городов, и из любого города можно по дорогам добраться в любой. В городах, соединенных дорогой, количество жителей отличается не более чем на 1000. Докажите, что существует город, число жителей в котором отличается от числа жителей в «антигороде» не более чем на 1000.
----------------------------------------------------------------------------------------------------------
ВЫВОД
5. Четырёхугольник PQRS, противоположные стороны которого не параллельны, вписан в окружность с центром в точке T. Обозначим через H точку пересечения его диагоналей, A и E – центры описанных окружностей треугольников PHQ и RHS соответственно. Докажите, что HATE – параллелограмм.
6. Последовательность чисел ak и bk задается рекуррентно, следующими условиями: a1 = 2010, b1 = 2011, an + 1 = an + bn
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, bn + 1 = bn – an
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. Чему равно a2011?

7. Есть две группы монет: в одной 10, и в другой 77 монет. Известно, что среди этих 10 есть ровно одна фальшивая. Как за три взвешивания узнать есть ли среди этих 77 монет хотя бы одна фальшивая? (Известно, что все фальшивые весят одинаково и легче настоящих, которые тоже весят одинаково).
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