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Подстановки-2. 07.07.2010
1. На книжной полке в библиотеке стоит собрание сочинений, состоящее из 2010 томов.  В библиотеке работает комиссия. Если она обнаруживает пару томов на полке, расположенную так, что том с меньшим номером из этой пары стоит правее тома с большим номером, то за каждую такую пару библиотекарь получает выговор.
а) Сколько выговоров  получит библиотекарь, если все тома будут расположены в обратном порядке?
б) При некоторой расстановке книг библиотекарь получил некоторое количество выговоров. Можно ли так переставить две книги, чтобы число выговоров увеличилось на 100?
в) Библиотекарю удалось расставить два экземпляра этого собрания сочинений в правильном порядке. В библиотеку забрались два хулигана. Каждый из них каждую секунду переставляет какие-нибудь две книги на своей полке. Может ли оказаться так, что у первого из них через 100 секунд книги будут расставлены точно так же, как у второго через 99 секунд?
г) Доказать, что книги можно расставить так, что библиотекарь получит ровно миллион выговоров.
Первое определение чётности. Говорим, что в подстановке пара чисел i, j образует беспорядок, если большее их этих чисел встречается раньше меньшего во второй строчке подстановки. Подстановка называется чётной, если число беспорядков в ней чётно, и нечётной в противном случае.

Обозначение. Циклическую подстановку можно обозначить как (a1 a2 a3 … an), если элемент a1 переходит в a2, a2 переходит в a3, a3 – в a4,  … , an  –  в a1.
2. Пусть a и b — циклические подстановки из 4 элементов, a = (1 2 3 4), b = (1 4 3). Какие из следующих подстановок чётны, а какие нечётны: а) a; б) b; в) b2 = b∙b; г) b3 = b∙b∙b;  д) ab; е) ba?

3. Докажите, что умножение на транспозицию меняет чётность подстановки. Сохраняется или меняется чётность числа беспорядков в подстановке при умножении на неё цикла длины 3; цикла длины 4; цикла длины n?
Второе определение чётности. Подстановка называется чётной, если её можно представить в виде произведения чётного числа транспозиций, и нечётной, если её можно представить в виде произведения нечётного числа транспозиций.
4. Докажите, что второе определение чётности корректно и эквивалентно первому.

5. Докажите, что композиция подстановок одинаковой чётности есть чётная подстановка, а композиция подстановок разной чётности — нечётная.

6. Разрешается прыгать буквой через две соседние вправо или влево (например, из ИКС сделать КСИ). Можно ли с помощью таких операций превратить

а) ГОРБ в ГРОБ; б) АВТОР в ОТВАР; в) АПЕЛЬСИН в СПАНИЕЛЬ?

Для самостоятельного решения
7. Каких подставок из n элементов больше: чётных или нечётных? 
8. 123 машины стартовали из разных точек и целый день ездили по кругу. Вечером каждая оказалась на том же месте, откуда стартовала. Докажите, что было совершено чётное число обгонов.
9. (Игра «15») В квадрат 4(4 кладут 15 фишек, на которых написаны числа от 1 до 15. Одна клетка при этом остаётся пустой. Можно двигать на пустую клетку соседнюю по стороне фишку. Доказать, что таким образом из первой конфигурации никак нельзя получить вторую.
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10. Докажите, что из любого расположения фишек можно, соблюдая правила игры, получить либо первую, либо вторую конфигурацию из предыдущей задачи.

