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Вишкиль. 3–28 июля 2010 г. 8 класс

––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––

Группы. 20.07.2010
Определение. Пусть М – некоторое множество. Если каждой упорядоченной паре элементов a и b множества М поставлен в соответствие определённый элемент c этого же множества, то говорят, что на множестве М задана бинарная операция * (a * b = c).
1. Множество M состоит из операций «переодевания носка»:

I – оставить всё как есть;

II – сними и надень на другую ногу;

III – сними, выверни и надень на ту же ногу;

IV – сними, выверни и надень на другую ногу.
Изначально носок надет на одну ногу, а ног две. Докажите, что операция композиции (т.е. последовательного выполнения действий) является бинарной операцией на множестве M.

Определение. Пусть на множестве M задана бинарная операция *. Множество М относительно данной операции * называется группой, если выполняются следующие условия:

1. Операция * ассоциативна, то есть для произвольных элементов a, b и c из множества M верно равенство a*(b*c)=(a*b)*c;

2. На множестве М существует нейтральный элемент e, относительно операции *, то есть для произвольного элемента a из множества M верны равенства a*e=a и e*a=a;

3. Операция * обратима на множестве М, то есть для каждого элемента a из множества M найдётся элемент b из множества M такой, что верны равенства a*b=e и b*a=e.
2. Определите, какие из данных множеств являются группами относительно данной операции: 
а) множество целых чисел с операцией сложения; 
б) множество нечетных чисел с операцией сложения; 

в) множество отображений f: N→N с операцией композиции отображений (N – множество натуральных чисел);
г) множество {0, 1, …, n – 1} с операцией сложения по модулю n;
д) множество {0, 1, …, n – 1} с операцией  умножения по модулю n;
е) натуральные числа с операцией a*b = ab;
ж) множество натуральных чисел, меньших n и взаимно простых с ним, с операцией  умножения по модулю n;
з) множество осевых симметрий и поворотов на плоскости с операцией композиции.
А на зачёте мы вас внезапно спросим, являются ли группами относительно операции композиции а) подстановки из n элеметов б) движения на плоскости.
3. Докажите, что в любой группе существует единственный нейтральный элемент.

4. Докажите, что для любого элемента a группы существует единственный обратный элемент (обозначается а–1).

5. Доказать, что в произвольной группе (ab) –1 = b–1a–1.
6. Множество M состоит из всех движений, отображающих правильный треугольник ABC с центром O сам на себя: тождественное преобразование I, повороты: 
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 и осевые симметрии Sa, Sb, Sc, где a, b, c – серединные перпендикуляры к сторонам BC, AC, AB соответственно. Докажите, что M является группой относительно операции композиции движений.
Определение. Пусть на множестве M задана бинарная операция *. Подмножество К множества М называется подгруппой группы М, если оно само является группой относительно той же операции.
7. Найдите все подгруппы у группы из задачи 6.
8. Верно ли, что:

а) если H – подгруппа G, то e принадлежит H;
б) объединение двух подгрупп – подгруппа;
в) пересечение двух подгрупп – подгруппа?
9. Будет ли подмножество комплексных чисел с модулем, равным 1, относительно операции умножения, подгруппой группы комплексных чисел, отличных от нуля?
10. Перечислите все подгруппы группы целых чисел относительно операции сложения.
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