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Теорема Лагранжа. 21.07.2010
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 будем обозначать an.
Определение. Порядком элемента a группы M называют наименьшее натуральное число n такое, что an = e. Если такого n не существует, то говорят, что порядок a равен нулю.

1. Найдите порядки всех элементов в группе: а) операции переодевания носка; б) целые числа с операцией сложения; в) {0, 1,..., p – 1} с операцией сложения по модулю p, где p – простое.
2. Докажите, что в конечной группе порядок элемента всегда положителен.

3. Пусть элемент a имеет порядок n. Докажите, что am = e тогда и только тогда, когда m делится на n.

Определение. С каждой подгруппой K группы M можно связать множества aK={ak| k}, где aM, которые называются левыми смежными классами группы M по подгруппе K. Аналогично определяются правые смежные классы Ka.

4. Выпишите все левые смежные классы группы M по подгруппе K:
а) M – группа переодевания носка, K = {I – оставить все как есть, IV – снять, вывернуть и надеть на другую ногу} 
б) M – целые числа по сложению, K – четные числа по сложению;

в) M – целые числа по сложению, K = {0}.
5. Рассмотрим левые смежные классы группы M по подгруппе K. Докажите, что
а) любой элемент а из группы M есть в классе aK.
б) Eсли левые смежные классы  a1K и a2K пересекаются, то они совпадают.

в) Докажите, что |K| = |aK|  для любого элемента а из группы M (аналогичные утверждения верны и для правых смежных классов). 

6. (Теорема Лагранжа) Докажите, что если K – подгруппа конечной группы M, то |M| делится на |K|.

7. Докажите, что порядок любого элемента конечной группы K делит |K|.

8. Пользуясь предыдущей задачей, докажите теорему Эйлера: для взаимно простых a и n докажите, что aφ(n) ≡ 1 (mod n).
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