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Множества. 04.07.2010
@
Множество – одно из неопределяемых понятий в математике. Под множеством понимают совокупность каких-либо объектов. Объекты, из которых состоит множество, называются его элементами. Если объект х является элементом множества Х, пишут х 
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 Х. Задать множество – значит, определить, из каких элементов оно состоит.

Способы задания множеств: 1) перечислить все его элементы; 2) указать правило, по которому для всякого объекта можно проверить, принадлежит он этому множеству или нет. Такое правило называется характеристическим свойством множества. Обычно, задавая множество, его элементы отбирают из элементов некоторого большего универсального множества. Какое множество считается универсальным, обычно ясно из контекста. Если множество U принято за универсальное, то множество всех его элементов M, обладающих свойством С, записывают так:

{M
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U | M обладает свойством С}

1. Укажите подходящие универсальные множества и характеристические свойства для: а) отрезка [–1; 1]; б) множества {1, 3, 5,…}; в) серединного перпендикуляра к отрезку АВ; г) двух прямых, параллельных данной и отстоящих от нее на 1.

Определение. Если каждый элемент множества Х является в то же время и элементом множества Y, говорят, что множество Х называется подмножеством множества Y. Обозначение: Х
[image: image5.wmf]Ì

Y.

2. Пусть А – множество однозначных натуральных чисел. Задайте указанием характеристического свойства его подмножество {2, 4, 6, 8}.
3. Докажите, что множество А тогда и только тогда является подмножеством множества В, когда каждый элемент, не принадлежащий В, не принадлежит А.

Определение.  Множество называется пустым, если оно не содержит ни одного элемента.

4. Выпишите все подмножества множества {0, 1, 2}.
5. В конечном множестве — n элементов. Сколько у него различных подмножеств?
Отображения множеств. 05.07.2010

@
Определение. Отображением f  из множества X в множество Y называется правило или закон, по которому каждому элементу x множества X ставится в соответствие единственный элемент f(x) множества Y.

При этом если f(x) = y, то элемент y называется образом элемента x при отображении f, а элемент x называется прообразом элемента y при отображении f.

Обозначения: f: X → Y – отображение, где X – область определения, а Y – область значений.

Способы задания отображений: диаграмма, таблица, график, формула.

1. Сколько всего существует отображений из множества с m элементами в множество с n элементами?
2. Какие из следующих правил задают отображения? Каковы области определения и значений этих отображений?
a) абсцисса точки с заданными координатами; б) сумма цифр числа; в) остаток от деления на k; г) целая часть, дробная часть; д) характеристическая функция подмножества.

Определение. Пусть заданы отображения f: A → B и g: B → C. Определим композицию h = g ○ f формулой h(a) = g(f(a)).
3. Докажите, что а) f ○ id = id ○ f = f; б) (h ○ g) ○ f = h ○ (g ○ f), где id – тождественное отображение (переводит каждый элемент в себя).

Определение. Отображение g: B → A называется обратным к отображению f: A → B, если g ○ f = f ○ g = id.
4. Найдите обратные к следующим отображениям: y = 3x + 2, y = (x+1)/(x+2), y = x2+4x+3 (x ( – 2).

5. Приведите примеры отображений, обратными к которым являются они сами (не менее трех примеров).
6. Докажите, что если отображения f: A → B и g: B → C обратимы, то обратима и их композиция, причём (g ○ f)-1 = f -1 ○ g-1.
Определение. Отображение f: X → Y называется сюръективным, если для каждого y ( Y существует хотя бы один элемент x ( X такой, что y = f(x), инъективным, если для каждого y ( Y существует не более одного элемента x ( X такого, что y = f(x), биективным, если оно сюръективно и инъективно.

7. Рассмотрим возведение в квадрат как четыре отображения со следующими областью определения и областью значений: R → R, R → R+, R+ → R, R+ → R+. Какие из этих отображений являются инъективными? сюръективными? биективными? (R – множество всех действительных чисел, R+ – множество неотрицательных вещественных чисел).

8. Проверить утверждения:

a) если f и g биективны, то f ○ g биективно;
б) если f ○ g биективно, то f и g биективны;

в) если g ○ f инъективно, то f инъективно;
г) если f ○ g сюръективно, то g сюръективно.

9. Счастливым билетом называется билет с шестизначным номером, у которого сумма первых трёх цифр равна сумме последних трёх цифр. Каких счастливых билетиков больше:
а) с суммой цифр в каждой части 15 или с суммой 12?

б) с суммой 9 или с суммой 10?

10. В выпуклом n-угольнике никакие три диагонали не пересекаются в одной точке. Сколько точек пересечения у этих диагоналей? (Концы диагоналей не считаются точками пересечения.)

11. Две шайки гангстеров охотятся друг на друга. Каждый гангстер охотится ровно за одним противником, и за каждым гангстером охотится не более одного противника. Главарь одной из шаек обнаружил, что не за  всеми противниками охотятся. Докажите, что обе шайки бесконечны.
12. Установите биекцию между множествами натуральных и целых чисел.
13. Установите биективное соответствие между:

а) точками отрезков длины 4 и длины 5; б) точками полуокружности без крайних точек и числовой прямой; в) точками интервала и точками отрезка.
Для самостоятельного решения

14. Пусть s – отображение, сопоставляющее натуральному числу его сумму цифр, а resk – отображение, сопоставляющее натуральному числу остаток от деления его на k. а) Докажите, что s ○ res3 = res3 ○ s. Как Вы формулировали этот факт ранее? б) Для каких k выполнено равенство s ○ resk = resk ○ s?
15. Установите биекцию между клетками бесконечной (во все стороны) шахматной доски и натуральным рядом.

Комплексные числа–1. 07.07.2010
@
Определение. Комплексным числом называется пара вещественных чисел (a, b) с операциями сложения и умножения, определяющимися так:

(a, b) + (c, d) = (a + c, b + d);

(a, b) · (c, d) = (ac – bd, ad + bc).

Свойства комплексных чисел

1. Существует нейтральный элемент, обозначающийся за 0, такой что для любого комплексного z выполняется равенство z + 0 = 0 + z = z.

2. Коммутативность сложения: z + w = w + z.
3. Ассоциативность сложения: z1 + (z2 + z3) = (z1 + z2) + z3.
4. Для любого числа z существует обратный элемент по сложению – z такой, что z + (– z) = 0.
5. Существует нейтральный элемент относительно умножения 1, такой что
 z·1= 1· z=z.

6. Коммутативность умножения: z·w = w·z.
7. Ассоциативность умножения z1(z2z3) = (z1z2)z3.
8. Для любого числа z ≠ 0 существует обратный элемент по умножению z –1 такой, что z · z –1 = 1.

9. Дистрибутивность: z1(z2 + z3) = z1z2 + z1z3.

Поймите, что коммутативность  умножения и сложения, а также ассоциативность сложения очевидны.

1. Найдите нейтральные элементы по умножению и сложению и докажите, что они единственны. Какой элемент будет обратным к (a, b) по сложению?

2. Докажите свойство дистрибутивности и скажите преподавателям спасибо, что они не просят вас доказывать ассоциативность умножения.

3. Проверьте, что числа вида (a, 0) можно рассматривать как вещественные числа.

В дальнейшем комплексное число (a, 0) мы будем обозначать просто а.

4. Решите в комплексных числах уравнение z2=(–1, 0).

Комплексное число (0, 1) обозначается за i и называется мнимой единицей. Соответственно, любое комплексное число z = (a, b) можно представить в виде a + bi, где a и b вещественные. Число a называется вещественной частью z и обозначается Re z. Число b (а вовсе не bi, как иногда наивно думают некоторые) называется мнимой частью z и обозначается Im z. Заметим, что два комплексных числа равны тогда и только тогда, когда у них равны вещественные и мнимые части.
Комплексное число 
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5. Проверьте, что а) 
[image: image9.wmf]w

z

w

z

+

=

+

; б) 
[image: image10.wmf]w

z

w

z

×

=

×

.
Поскольку комплексное число представляет из себя пару вещественных чисел, ему можно взаимно однозначно сопоставить точку на декартовой плоскости. Расстояние от точки z до начала координат обозначается |z| и называется модулем z.
6. Докажите, что а) 
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7. Вычислите а) (1+i)4; б) 
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8. Докажите свойство 8.
9. Найдите все значения выражения 
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Для самостоятельного решения

10. Решите в комплексных числах уравнение  z3 – 1 = 0.

11. Опишите множества точек, удовлетворяющие условиям:

а)Re z < 1; б) 
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12. Пусть f(z) – многочлен с вещественными коэффициентами. Докажите, что 
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13. Найдите сумму 
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Комплексные числа-2. Тригонометрическая форма. 11.07.2010

@
1. Докажите, что любое комплексное число z, модуль которого равен единице, представляется в виде 
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Докажите, что любое комплексное число z можно представить в виде 
[image: image20.wmf])
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 для некоторых положительного числа r и числа (, 
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Определение. Данное представление называется тригонометрической формой комплексного числа z. Число ( называется аргументом z. Обозначение: ( = arg z.
3. Представьте в тригонометрической форме следующие комплексные числа:

а) i; б) 1+i; в) 
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2

1

2

3

+

-

; г) 
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4. Докажите, что при произведении комплексных чисел модули перемножаются, а аргументы складываются «по модулю 2π»:
Если z=
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5. Найдите представление z –1 в тригонометрической форме.
6. Докажите формулу Муавра для любого целого n: zn = rn (cos n( + i sin n()

7. Вычислить а) (
[image: image28.wmf]2

2

1

i

+

)100  б) 
[image: image29.wmf]312

2

2

3

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

i

.

8. Выразите 
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Для самостоятельного решения
9. Решите в комплексных числах уравнение zn =1.
10. Выпишите формулу для корней n-ой степени из комплексного числа.
11. Решите в комплексных числах уравнение zn + zn-1 + … + z + 1=0.
12. Найдите сумму 
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13. Докажите, что 
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Неравенства-1. 09.07.2010

@
1. Пусть a, b, c – стороны треугольника.

Докажите, что ab + bc + ca ( a2 + b2 + c2 ( 2(ab + bc + ca)

2. Пусть x, y, z – положительные числа. Докажите, что 
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3. Докажите, что для любых a, b и c верно 
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4. Вспомните, как для положительных чисел а1 и а2 доказывается неравенство: 
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Это неравенство можно прочитать так: среднее гармоническое не больше среднего геометрического не больше среднего арифметического не больше среднего квадратичного. Неравенство между средним геометрическим и средним арифметическим называется неравенством Коши.

5. а) Докажите неравенство Коши для 4-х чисел. Когда возможно равенство?

б) Докажите неравенство Коши для 3-х чисел. Когда возможно равенство?

в) Докажите неравенство Коши для 2k чисел. Когда возможно равенство?

г) Докажите неравенство Коши для k чисел. Когда возможно равенство?

6. Для произвольного натурального n > 1 докажите, что 
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7. Для положительных a, b и c докажите неравенство:

а) 
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Для самостоятельного решения
8. Для положительных a, b и c докажите, что 
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)

(

)

2

3

3

3

1

1

1

c

b

a

c

b

a

c

b

а

+

+

³

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

+

+


9. Для положительных x и y  докажите, что 
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Транснеравенство. 10.07.2010
@
1. Есть три кучки монет: по 2, по 5 и по 10 рублей. Разрешается выбрать 7 монет из одной кучки, 5 монет из другой и 2 – из третьей на выбор. Как набрать наибольшую, а как наименьшую сумму денег?

2. a) Пусть a1 > a2, b1 > b2. Что больше: a1b1 + a2b2 или a1b2 + a2b1?

б) Пусть a1 > a2 > a3, b1 > b2 > b3. Что больше: a1b1 + a2b2 + a3b3 или a1b2 + a2b3 + a3b1?

в) Докажите транснеравенство: пусть 
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Определение1. Два набора, содержащие одно и то же количество чисел, называются одинаково расположенными, если наибольшее число из первого набора имеет тот же номер, что и наибольшее число второго набора, второе по величине число первого набора имеет тот же номер, что и второе по величине число второго набора и т.д.

Определение2. Два набора, содержащие одно и то же количество чисел, называются противоположно расположенными, если наибольшее число из первого набора имеет тот же номер, что и наименьшее число второго набора, второе по величине число первого набора имеет тот же номер, что и второе «по малости» число второго набора и т.д.

Таким образом, наборы (a1, a2,..., an) и (b1, b2,..., bn)  одинаково расположены, если 
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и противоположно расположены, если 
[image: image46.wmf]n
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3. Следующие множества чисел расположить так, чтобы полученные наборы были расположены: 1) одинаково; 2) противоположно с набором (a, b, c) (a ≥ b ≥ c > 0).

а) 
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Другая формулировка транснеравенства:

Пусть a1, a2,..., an  и b1, b2,..., bn – вещественные числа, а  c1, c2,…, cn  – произвольная перестановка чисел b1, b2,…, bn. Тогда сумма вида S = a1c1 + a2c2 + … + ancn является наибольшей, если наборы (ai) и (bi) одинаково расположены, и наименьшая, если наборы (ai) и (bi) противоположно расположены.

4. Для произвольных чисел a, b, c докажите неравенство: 
[image: image51.wmf]a
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5. Пусть 
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 – положительные вещественные числа. Докажите неравенство: 
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6. Докажите неравенство 
[image: image54.wmf]2
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7. Неравенство Чебышёва. Если наборы чисел 
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)

n

a

a

a

,...,

,

2

1

 и 
[image: image56.wmf](

)

n

b

b

b

,...,

,

2

1

 расположены одинаково, то выполнено неравенство 
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Для самостоятельного решения

8. Дано: 
[image: image58.wmf](
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 произвольные вещественные числа. Докажите, что 
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9. Доказать, что если a > 0, b > 0, c > 0, то имеет место неравенство: 
[image: image60.wmf].
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10. Выведите из транснеравенства неравенство Коши для положительных чисел: 
[image: image61.wmf]n
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11. Докажите, что если a, b, c – положительные вещественные числа, то 
[image: image62.wmf]2
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Метод Штурма. 11.07.2010

@
1. У прямоугольного треугольника гипотенуза равна 1. Какое наибольшее значение может принимать его площадь?

2. Какой из n-угольников, вписанных в данный круг, имеет наибольшую площадь?

3. а) Как изменяется произведение двух чисел с постоянной суммой при их сближении?
б) Как представить данное число в виде суммы трех положительных слагаемых так, чтобы их произведение было наибольшим?

в) Сумма нескольких положительных чисел постоянна. Когда их  произведение достигает наибольшего значения?

г) Докажите, что 
[image: image63.wmf]12
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(неравенство о среднем арифметическом и среднем геометрическим для n чисел).

4. а) Как изменяется сумма квадратов двух положительных чисел с постоянной суммой при сближении этих чисел?

б) Докажите, что если сумма нескольких чисел постоянна, то сумма их квадратов величин достигает наименьшего значения при равенстве этих чисел.
в) Докажите, что 
[image: image65.wmf]222
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[image: image66.wmf]0
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(неравенство о среднем арифметическом и среднем квадратичном для n чисел).

5. а) Как изменяется сумма обратных величин двух чисел, если произведение этих чисел постоянно?
б) Докажите, что если произведение нескольких чисел постоянно, то сумма их обратных величин достигает наименьшего значения при равенстве этих чисел.

в) Докажите, что 
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(неравенство о среднем геометрическом и среднем гармоническом для n чисел).

6. Известно, что 
[image: image69.wmf]01
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7. Пусть 
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Для самостоятельного решения
8. Выясните, как ведет себя сумма 
[image: image73.wmf]22
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 при сближении положительных чисел  a и b. Докажите, что если сумма положительных чисел x1, x2, …, xn равна 1, то 
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9. Пусть a1, a2, …, an > 1. Докажите, что 
[image: image75.wmf].
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10. Известно, что a1,a2,…,an > 0,  a1 + a2 + … + an = 1. Докажите, что 
[image: image76.wmf](
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Симметрические неравенства. 13.07.2010
@
Определение 1. Неравенство, обе части которого представляют собой суммы выражений вида 
[image: image77.wmf]n

k

n

k

k

x

х

Сx

...

2

1

2

1

, называется симметрическим, если оно не меняется при любых перестановках входящих в него переменных.

Пусть k1 ≥ k2 ≥ k3 … ≥ kn – целые неотрицательные числа. Обозначим ( = (k1; k2; k3; …, kn). Т((х1; х2; х3; …;хn) – сумма выражений, получающихся из одночлена 
[image: image78.wmf]n
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 всевозможными перестановками переменных.
Упражнение 1. Запишите Т(2; 1; 0)(x; y; z); Т(3; 1; 1)(x; y; z); Т(2; 2; 2)(x; y; z).
Определение 2. Пусть есть два набора ( = ((1; (2; …; (n); ( = ((1; (2; …; (n), (1 ( (2 ( … ( (n ( 0; (1 ( (2 ( (n ( 0, с одинаковой суммой (1 + (2 + … + (n = (1 + (2 + … + (n. Будем говорить, что ( мажорирует ( (( 
[image: image79.wmf]f

 (), если
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Набор ( = (k1; k2; k3; …, kn) удобно изображать в виде клетчатой лесенки из n ступенек, высота ступенек равна k1; k2; k3; …, kn, ширина равна 1 (диаграмма Юнга). Сумма k1 + k2 + k3 + … + kn называется весом диаграммы Юнга.
Упражнение 2. Нарисуйте диаграммы Юнга, соответствующие выражениям из упражнения 1.

Определение 3. Набор ( из трёх элементов мажорирует набор (, если ( можно получить из (, проделав несколько раз какие-то из операций:

(k; j; i) ( (k – 1; j + 1; i);    (k; j; i) ( (k – 1 ; j; i + 1);    (k; j; i) ( (k; j – 1; i + 1)

(операции «сбрасывания кирпичей»).

Аналогично даются определения в случае двух, четырех и более переменных.

Упражнение 3. Докажите эквивалентность определений 2 и 3 для набора из трёх элементов (Это верно и для n переменных).
Упражнение 4. Нарисуйте диаграммы Юнга для трех переменных с весом 6. Есть ли среди них несравнимые?

1. Докажите цепочку неравенств Т(3; 0; 0)(x; y; z) ≥ Т(2; 1; 0)(x; y; z) ≥ Т(1; 1; 1)(x; y; z).

2. Докажите неравенства для неотрицательных переменных:

а) 
[image: image81.wmf];
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б) 
[image: image82.wmf];
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в) 
[image: image83.wmf].
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г) a3(bc + a2) + b3(ac + b2) + c3(ab + c2) ( 2abc(ab + bc + ac).

Для самостоятельного решения
3. Докажите неравенства для неотрицательных переменных:

а) 
[image: image84.wmf]z
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б) х4 + у4 + z4 ≥ х + у + z при условии, что хуz = 1;

в) х3 + у3 + z3 ≥ х2 + у2 + z2 при условии, что х + у + z = 3;

г) 
[image: image85.wmf]);
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д) a2(1 + b2) + b2(1 + c2) + c2(1 + a2) ( 6abc.
4*. Теорема Мюрхеда. Пусть ( = ((1; (2; …; (n); ( = ((1; (2; …; (n) – два набора показателей с одинаковой суммой. Если ( 
[image: image86.wmf]f

 (, то при всех неотрицательных  х1, х2, …, хn выполняется неравенство Т((x1; x2; …; xn) ≥ Т((x1; x2; …; xn). Обратно, если выполнено такое неравенство при всех неотрицательных х1, х2, …, хn, то ( 
[image: image87.wmf]f

 (.
5. Сколько «кирпичей» надо сбросить, чтобы из набора (n; 0; 0; …; 0) из n чисел перейти к набору (1; 1; 1; …; 1)? Выведите из теоремы Мюрхеда неравенство для средних арифметического и геометрического n неотрицательных чисел.
Векторы. Теория. 05.07.2010

@
ВСТУПЛЕНИЕ

1. ABCD – параллелограмм. Найдите 
[image: image88.wmf]AD
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Докажите, что 
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 для любых двух векторов 
[image: image90.wmf]a

, 
[image: image91.wmf]b

. Когда достигается равенство?
3.
a) Точка М – середина отрезка АВ. Доказать, что для произвольной точки О верно 
[image: image92.wmf])
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б) Точка М делит отрезок АВ в отношении k:m. Доказать, что для произвольной точки О верно: 
[image: image93.wmf]OB
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в) М лежит на прямой AB тогда и только тогда, когда 
[image: image94.wmf]OB
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 для некоторого вещественного t. При этом, 
[image: image95.wmf]]
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4.
М – точка пересечения медиан треугольника АВС. Доказать, что 

a) Для произвольной точки О верно 
[image: image96.wmf])
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б) В частности, 
[image: image97.wmf])
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[image: image337.wmf] 
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СРЕДНИЕ ЛИНИИ

5.
a) ABC – треугольник, AM – медиана. Докажите, что 
[image: image98.wmf])
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б) ABC – треугольник, М делит сторону BC в отношении k:m. Докажите, что 
[image: image99.wmf]AC

k

m

k

AB

k

m

m

AM

+

+

+

=

.

5+1/2.
a) ABC – треугольник, AM – медиана. Докажите, что 
[image: image100.wmf]|)
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Замечание: на самом деле, можно доказать некоторую оценку и в другую сторону, а именно, в любом треугольнике ABC, 
[image: image101.wmf])
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б) ABC – треугольник, М делит сторону BC в отношении k:m. Докажите, что 
[image: image102.wmf]|
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6.
a) ABCD – четыре точки, M и N середины отрезков AB и DC 
соответственно. Докажите, что 
[image: image103.wmf])
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б) ABCD –четыре точки, M и N делят каждый из отрезков AB и DC в отношении k:m. Докажите, что 
[image: image104.wmf]AD
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a) ABCD – выпуклый четырехугольник, M и N середины сторон AB и CD соответственно. Докажите, что 
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б) ABCD – выпуклый четырехугольник, M и N делят стороны AB и DC соответственно в отношении k:m. Докажите, что 
[image: image106.wmf]|
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7.
В задаче 6,5 равенство достигается тогда и только тогда, когда прямая BС параллельна АD.

То есть, если в четырехугольнике ABCD средняя линия MN, соединяющая середины AB и СD равна в точности ½(BC+AD), то этот четырехугольник – либо параллелограмм, либо трапеция с основаниями ВС и AD.

Векторы. Задачи. 05.07.2010.

@
1. 
Дано несколько точек и для некоторых пар (A, B) этих точек взяты векторы 
[image: image107.wmf]AB

, причем в каждой точке начинается столько же векторов, сколько в ней заканчивается. Докажите, что сумма всех выбранных векторов равна 0.

2. M1, M2, …, M6 – середины сторон выпуклого шестиугольника A1A2…A6. Докажите, что существует треугольник, стороны которого равны и параллельны отрезкам M1M2, M3M4, M5M6.

3. Если O – центр правильного многоугольника A1 A2…An, то 
[image: image108.wmf]0
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4. a) Докажите, что из медиан треугольника можно составить треугольник.

[image: image339.wmf] 
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б) А треугольник, составленный из медиан полученного в пункте (а) треугольника будет подобен исходному; найдите коэффициент подобия.

5. MNPQ – выпуклый четырехугольник. Точки E и F – середины MN и PQ соответственно, точки A,B,C,D – середины отрезков EP, NF, EQ, MF. (рис. 2). Доказать, что ABCD – параллелограмм.

6. Дано n попарно не сонаправленных векторов (n > 2), сумма которых равна нулю. Докажите, что существует выпуклый n угольник, набор векторов сторон которого совпадает с данным набором векторов.

7. В выпуклом пятиугольнике ABCDE сторона BC параллельна диагонали AD, CD||BE, DE||AC, AE||BD. Докажите, что AB||CE.

Для самостоятельного решения
8. ABCD и AB1C1D1 – два параллелограмма с общей вершиной. Докажите, что один из векторов BB1, CC1, DD1 коллинеарен сумме двух других.

9. Докажите, что на сторонах и диагоналях многоугольника с нечётным числом сторон можно расставить стрелки так, чтобы сумма всех полученных векторов была равна нулю.

10. Внутри треугольника ABC взята точка О. Докажите, что

[image: image109.wmf].
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11. Докажите, что для любых четырех попарно непараллельных векторов 
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Скалярное произведение. Координаты. 10.07.2010

@
1. Скалярное произведение

Определение 1.1: Скалярным произведением векторов 
[image: image112.wmf]OB

 и 
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 называют вещественное число 
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Свойства скалярного произведения:

1. 
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2. 
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4. 
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Упражнение: Докажите свойства 1, 2, 3, 5.

1. a) Найдите ГМТ X таких, что
[image: image124.wmf]k
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, где O, A – две фиксированные точки и 
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, k – вещественное число (возможно, отрицательное).

б) Докажите, что 
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 – два произвольных вектора.
в) Докажите, что 
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 для любых трех векторов 
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Вычислите 
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1) Выразите вектор 
[image: image135.wmf]c

 через вектора 
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 и 
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 (см. рис.).
2) Докажите теорему косинусов: 
[image: image138.wmf]g
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Для самостоятельного решения:
3. а) Докажите, что для любых четырех точек плоскости A,B,C,H
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б) Докажите, что высоты в треугольнике пересекаются в одной точке.

2. Координаты
4. Ленивый разработчик запрограммировал робота R на движение исключительно в двух направлениях (как вперед, так и назад), отмеченных на рисунке. Нарисуйте траекторию с наименьшим количеством поворотов, по которой робот R попадет в точку T. В какие еще точки может попасть робот?
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Определение 2.1.
· Любая пара 
[image: image141.wmf])
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 неколлинеарных векторов на плоскости  называется базисом.

· Если 
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· Если 
[image: image143.wmf]0

2

1

=

·

e

e

 и 
[image: image144.wmf]1

2

1

=

=

e

e

, то базис называется ортонормированным.
Теорема 2.1: Если на плоскости задан базис 
[image: image145.wmf])

2

,

1

(

e

e

, то всякий вектор 
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 может быть разложен по этому базису единственным способом. То есть, для любого 
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 существует пара вещественных чисел (x,y) такая, что
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причем такая пара единственна.

Определение 2.2. Если на плоскости выделена точка O и базис 
[image: image149.wmf])
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, то говорят, что задана система координат с началом координат – O.

В таком случае, каждой точке А плоскости можно сопоставить ее координаты (x, y) – пара вещественных чисел такая, что 
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5. Докажите, что если в декартовой системе координат заданы два вектора 
[image: image152.wmf])
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6. Выразите координаты вектора 
[image: image155.wmf]a

 в ортонормированном базисе 
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7. Докажите что 
[image: image159.wmf])

sin(

)

sin(

)

cos(

)

cos(

)

cos(

b

a

b

a

b

a

+

=

-


Подсказка: двумя способами посчитайте скалярное произведениями между векторами 
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Симметрия, поворот и параллельный перенос. 14.07.2010

@
1. На доске были нарисованы прямая, окружность и отрезок, один из концов которого лежал на прямой, а второй на окружности. У отрезка отметили середину A, а затем отрезок стёрли. Как по оставшимся прямой, окружности и точке A восстановить отрезок?

Определение. Симметрией относительно точки A (центральной симметрией) называют преобразование плоскости, переводящее точку X в такую точку X', что A – середина отрезка XX'.
Определение. Движение — это преобразование плоскости, которое сохраняет расстояние между любыми двумя точками, т.е. расстояние между двумя точками равно расстоянию между их образами.

2. Покажите, что любое движение переводит прямую в прямую, а отрезок в отрезок.

3. Докажите, что центральная симметрия является движением.
Определение. Симметрией относительно прямой l (осевой симметрией) называют преобразование плоскости, переводящее точку 
[image: image162.wmf]l
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 в такую точку X', что l – серединный перпендикуляр к отрезку XX', а точки прямой l оставляющее на месте.
4. Докажите, что осевая симметрия является движением.
5. Постройте треугольник ABC, если даны точки A, B и прямая, на которой лежит биссектриса угла C.
Определение. Поворотом вокруг точки O на угол ( называется преобразование плоскости, при котором любая точка X переходит в точку X( так, что OX = OX( и (XOX( = |(|, причём если ( > 0, угол откладывают против часовой стрелки, а если ( < 0, то угол откладывают по часовой стрелке.

6. Докажите, что поворот является движением.

7. Дана точка A. Постройте равносторонний треугольник ABC так, чтобы B и C лежали на двух данных параллельных прямых.

Определение. Параллельным переносом на вектор 
[image: image163.wmf]AB

 называют преобразование плоскости, переводящую точку X в такую точку X', что 
[image: image164.wmf]AB
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8. Докажите, что параллельный перенос является движением.
Иногда движения удобно рассматривать как преобразования на комплексной плоскости.

9. Определите, каким движениям соответствуют такие преобразования комплексной плоскости: а)
[image: image165.wmf]0

)

(

z

z

z

f

+

=

; б)
[image: image166.wmf]z

z

z

f

-

=

0

2

)

(

; в)
[image: image167.wmf]0

0

)

(

z

z

z

z

f

+

-

=

; г)
[image: image168.wmf]z

i

z

f

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

=

2

3

2

1

)

(

; д) 
[image: image169.wmf]z

i

z

f

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

=

2

3

2

1

)

(

.

10. Выведите общие формулы для преобразований комплексной плоскости: а) параллельный перенос; б) центральная симметрия; в) поворот относительно произвольной точки; г) осевая симметрия относительно оси, проходящей через начало координат и заданную точку.

Симметрия, поворот и параллельный перенос. 14.07.2010

@
Для самостоятельного решения

1. В каком месте следует построить мост MN через реку, разделяющую деревни A и B, чтобы путь AMNB из A в B был кратчайшим? (Берега реки считаются параллельными прямыми, мост перпендикулярен берегам.)

2. Постройте треугольник ABC по стороне a, углу C и сумме сторон b и c.

3. Постройте четырёхугольник ABCD, у которого диагональ AC является биссектрисой угла A, зная длины его сторон.

4. Внутри выпуклого четырёхугольника ABCD взята точка M так, что BM = AM и CM = DM. Стороны AB и CD этого четырёхугольника видны из точки M под углом 90(. Найти площадь четырёхугольника ABCD, если BD = 1.

5. Даны две концентрические окружности. Проведите прямую, на которой эти окружности высекают три равных отрезка.

6. AM – медиана треугольника ABC. Докажите, что 
[image: image170.wmf].

2

cos

2

2

2

a

×

+

+

=

bc

c

b

AM


7. В треугольнике ABC проведены медиана CM и высота CH. Прямые, проведённые через произвольную точку P плоскости перпендикулярно CA, CM и CB, пересекают прямую CH в точках A1, M1 и B1. Докажите, что A1M1 = B1M1.
8. Два квадрата BCDA и BKMN имеют общую вершину B. Докажите, что медиана BE треугольника ABK и высота BF треугольника CBN лежат на одной прямой. (Вершины обоих квадратов перечислены по часовой стрелке.)

9. Пусть K и M — середины сторон AB и CD выпуклого четырёхугольника ABCD. Докажите, что 
[image: image171.wmf](
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, причём равенство достигается, только если 
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Свойства движений. 15.07.2010

@
10. Найдите композицию: а) двух параллельных переносов; б) двух поворотов вокруг общего центра; в) двух центральных симметрий.
11. Докажите, что всякое движение плоскости – биекция.

12. Докажите, что а) композиция двух движений – движение; 
б) отображение, обратное к движению – тоже движение.

13. Докажите, что

а) если два движения совпадают в точках А и В, то они совпадают в каждой точке прямой АВ;

б) если два движения совпадают в трех точках, не лежащих на одной прямой, то они совпадают во всех точках плоскости.

14. Докажите, что

а) всякий треугольник можно перевести во всякий равный ему композицией не более, чем трех осевых симметрий;

б) всякое движение плоскости является композицией не более, чем трех осевых симметрий.

Определение. Назовем треугольник АВС положительно ориентированным (отрицательно ориентированным), если перемещение по его контуру А ( В ( С ( А происходит против часовой стрелки (по часовой стрелке).
Упражнение 1. Сохраняют или меняют ориентацию треугольника перенос, поворот, осевая симметрия, композиция двух осевых симметрий, композиция осевой симметрии и переноса?

Можно показать, что всякое движение либо сохраняет направление ориентации всех треугольников, либо меняет его. В первом случае говорят, что оно сохраняет ориентацию плоскости, во втором – что оно меняет ориентацию плоскости.

Упражнение 2. Докажите, что композиция чётного числа осевых симметрий не может равняться композиции нечётного числа осевых симметрий.

Определение. Если движение представляется в виде композиции четного (нечетного) числа осевых симметрий, оно называется четным (нечетным).
Упражнение 3. Объясните, почему определение корректно.

Упражнение 4. Докажите, что движение сохраняет ориентацию плоскости тогда и только тогда, когда оно четное, и меняет ориентацию плоскости тогда и только тогда, когда оно нечетное.

Упражнение 5. Докажите, что не существует такого движения D, что D°D – осевая симметрия.
Классификация движений. 19.07.2010

@
1. Найдите композицию двух осевых симметрий: а) с пересекающимися осями;

б) с параллельными осями.

2. Докажите, что всякое движение, сохраняющее ориентацию плоскости, является композицией двух осевых симметрий и, следовательно, переносом или поворотом.

3. Докажите, что всякий перенос можно представить в виде композиции двух осевых симметрий с параллельными осями, перпендикулярными направлению переноса, а всякий поворот – в виде композиции двух осевых симметрий с осями, пересекающимися в центре поворота, причем в качестве первой оси можно взять произвольную прямую, перпендикулярную вектору переноса (проходящую через центр поворота), а вторая прямая получается из нее переносом на половинный вектор (поворотом на половинный угол).

4. Докажите, что композиция осевой симметрии с осью l и переноса на вектор p(l, является осевой симметрией с осью m || l. 

5. Докажите, что композиция осевой симметрии и переноса на ненулевой вектор, параллельный оси симметрии, не является ни переносом, ни поворотом, ни осевой симметрией.

Движение, описанное в задаче 5, называется скользящей симметрией.

6. Докажите, что композиция осевой симметрии и переноса на вектор, не перпендикулярный оси, есть скользящая симметрия.

7. Докажите, что композиция осевой симметрии и поворота есть осевая или скользящая симметрия. 

8. Докажите, что всякое движение, меняющее ориентацию плоскости, есть осевая или скользящая симметрия.

Вывод (теорема Шаля): все движения плоскости – это переносы, повороты, осевые и скользящие симметрии.

Композиции движений. 20.07.2010
@
1. Докажите, что композиция 
[image: image173.wmf]a
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двух поворотов есть перенос, если сумма (+( кратна 360( и поворот в остальных случаях. Укажите способ построения центра этого поворота.
2. На сторонах треугольника построили правильные треугольники вершинами наружу, а потом все, кроме "свободных" вершин, стерли. Восстановите треугольник.

3. На сторонах СА и CВ треугольника АВС вне его построены квадраты CAMN и CBPQ. Точка D – середина MP. Докажите, что треугольник ABD – прямоугольный равнобедренный.

4. Теорема Наполеона. На сторонах треугольника вне его построены правильные треугольники. Докажите, что их центры – вершины правильного треугольника.

Комплексные числа в геометрии-1. 16.07.2010

@
0. На плоскости отмечены точки A(zA), B(zB), C(zC). Постройте точку D(zD), если zA+zBi=zC+zDi.
1. Докажите, что четыре точки A(zA), B(zB), C(zC), D(zD), являются вершинами параллелограмма тогда и только тогда, когда zA+zC=zB+zD.
2. Инструкция по отысканию клада гласит: «Для того, чтобы найти клад, нужно стать под березой лицом к прямой линии, соединяющей дуб и сосну. При этом дуб должен оказаться справа, а сосна слева. Затем нужно пойти к дубу, считая шаги. Дойдя до дуба, повернуть под прямым углом направо и пройти столько же шагов, сколько было пройдено от березы до дуба. В этом месте остановиться и поставить вешку. Затем следует вернуться к березе и пойти от нее к сосне, считая шаги. Дойдя до сосны, повернуть под прямым углом налево и пройти столько же шагов, сколько было пройдено от березы до сосны. В этом месте остановиться и поставить вешку. Клад зарыт точно посредине между вешками».
Прибыв на место, кладоискатель обнаружил, что дуб и сосна налицо, а от березы не осталось и следа. Как найти клад?
3. (upgrade тождества параллелограмма) Точки M и N —середины диагоналей AC и BD четырёхугольника (возможно, самопересекающегося) ABCD. Доказать, что 
[image: image174.wmf]2

4

2

2

2

2

2

2

MN

BD

AC

DA

CD

BC

AB

+

+

=

+

+

+

.

4. Степенью точки относительно данной окружности называется разность 
[image: image175.wmf]2
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где d – расстояние от точки до центра окружности, R – ее радиус.
а) Придумайте геометрическую интерпретацию понятия степени точки.

б) Докажите, что множество точек, для которых степени относительно двух неконцентрических окружностей равны, является прямой, перпендикулярной линии центров этих окружностей. (Радикальная ось двух окружностей)

в) Докажите, что если три окружности 
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 попарно пересекаются в точках 
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 то прямые 
[image: image182.wmf]>

<

1

,

1

B

A

,
[image: image183.wmf]>

<

2

,

2

B

A

,
[image: image184.wmf]>

<

3

,

3

B

A

 пересекаются в одной точке. (радикальный центр трех окружностей).

Для самостоятельного решения
5. На сторонах AB и BC треугольника ABC построены (наружу) два квадрата. Ближайшие к точке B вершины этих квадратов, не совпадающие с вершинами треугольника, обозначим за X и Y. Докажите, что отрезок XY перпендикулярен медиане BM и в два раза длиннее ее.
6. Противоположные стороны AB и DC четырёхугольника ABCD разделены точками M и N в отношении λ, считая от вершин A и D. Докажите, что отрезок MN делит среднюю линию четырёхугольника в том же отношении λ, и сам делится средней линией пополам.
Комплексные числа в геометрии-2. 21.07.2010
@
1. Полезные элементарные формулы

а) Докажите, что векторы, соответствующие комплексным числам 
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б) Докажите, что прямые, проходящие через точки 
[image: image190.wmf]1

z

, 
[image: image191.wmf]2

z

 и 
[image: image192.wmf]3

z

, 
[image: image193.wmf]4

z

 перпендикулярны

<=>
[image: image194.wmf]3

4

1

2

z

z

z

z

-

-

 – чисто мнимое      <=>      
[image: image195.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

-

=

-

-

3

4

1

2

3

4

1

2

z

z

z

z

z

z

z

z

 <=>     <=>
[image: image196.wmf]0

)

3

4

(

)

1

2

(

)

3

4

(

)

1

2

(

=

-

-

+

-

-

z

z

z

z

z

z

z

z

.
в) Докажите, что точки 
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г) Докажите, что точки 
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2. (Прямая Эйлера) В любом треугольнике точка пересечения медиан M, ортоцентр H и центр описанной окружности O лежат на одной прямой и 
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а) Докажите, что точка пересечения медиан треугольника 
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 имеет комплексную координату 
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б) Докажите, что если 
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 – различные точки единичной окружности, то прямая через 
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 перпендикулярная прямой через 
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в) Докажите, что если начало координат помещено в центр описанной окружности треугольника 
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, то его ортоцентр будет иметь комплексную координату 
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г) Докажите утверждение задачи.
3. Теорема Симпсона.
а) Докажите, что если точки 
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 лежат на окружности с центром в 0, то комплексная координата основания перпендикуляра из 
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б) Докажите теорему Симпсона: ортогональные проекции точки, лежащей на описанной около треугольника окружности, на прямые, содержащие его стороны, коллинеарны.
4. Теорема Ньютона.
а) Докажите, что комплексная координата точки пересечения касательных к окружности с центром в 0 в точках 
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 может быть найдена по формуле 
[image: image233.wmf]B

z

A

z

B

z

A

z

+

2


б) Докажите теорему Ньютона: В описанном около окружности четырехугольнике середины диагоналей коллинеарны с центром окружности.
Комплексные числа в геометрии-3. 22.07.2010
@
Напоминание: каждое комплексное число может быть представлено в виде 
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1. Докажите, что угол между прямыми через пары точек <
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> равен аргументу комплексного числа 
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2. Докажите, что при перемножении комплексных чисел их аргументы складываются.

3. Найдите угол между прямыми <
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4. Докажите, что четырехугольник 
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5. Докажите, что четырехугольник 
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6. Теорема Птолемея: Четырехугольник ABCD – вписанный тогда и только тогда, когда 
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а) Докажите, что равенство из условия теоремы эквивалентно следующему:
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б) Докажите, что 
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в) Докажите теорему Птолемея.

Метод обратного хода в геометрии. 22.07.2010
@
Суть метода: выбираем точку (конструкцию), для которой требуемое верно, и идём от неё к исходным данным.

1. Внутри квадрата ABCD находится точка O, причем (OAB = (OBA = 15(. Докажите, что треугольник OCD – равносторонний.

2. Докажите, что в неравнобедренном треугольнике ABC биссектриса угла A и серединный перпендикуляр к стороне BC пересекаются в точке, лежащей на описанной окружности, и делят дугу BC этой окружности, не содержащую точку A, пополам.

3. В треугольнике ABC проведены высоты AM и CN. Докажите, что серединный перпендикуляр к отрезку MN делит сторону AC пополам.

4. K – точка на стороне AC треугольника ABC, (BAC = (KBC. Докажите, что окружность, описанная около треугольника ABK касается прямой BC.

5. В треугольнике ABC ((B = 60() на биссектрисе BL взята точка O так, что (AOC = 120(. Докажите, что O – центр вписанной окружности.

6. В треугольнике ABC высота CH равна половине стороны AB, а угол A равен 75°. Найдите угол B.

7. В треугольнике АВС проведена медиана BD, а на продолжении стороны ВС за точку В отмечена точка F. Прямая FD пересекает сторону АВ в точке Е, причем площади треугольников FBE и AED оказались равными. Докажите, что равны площади треугольников FEC и АЕС.
8. На боковой стороне BC равнобедренного треугольника ABC с углом B = 36( отложен отрезок BL, равный AC. Докажите, что AL – биссектриса треугольника.

9. На стороне BC квадрата ABCD во внешнюю сторону построен равнобедренный треугольник BEC с основанием BC. Известно, что угол EAD равен 75°. Найдите угол BEC.

10. В треугольнике АBC AB = AC, (BAC = 100°. Внутри треугольника ABC взята такая точка M, что (MCB = 20°, (MBC = 30°. Найдите (BAM.
Комбинаторика-1. Формула включений и исключений. 06.07.2010.

@
Обозначение. Пусть А – конечное множество. Обозначим через |A| количество элементов в А.
а) Докажите, что для любых двух множеств A1, A2: 
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б) Докажите, что для любых двух множеств A1, A2, A3: 
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в) Используя результаты двух предыдущих пунктов, придумайте аналогичную формулу для четырех множеств.

г) Докажите общую формулу включений и исключений:
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1. Внутри фигуры площади 6 расположено три многоугольника площадью не менее 3 каждый. Докажите, что существует два многоугольника, площадь пересечения которых не менее 1.

2. Куб с ребром длины 20 разбит на 8000 единичных кубиков, и в каждом кубике записано число. Известно, что в каждом столбике из 20 кубиков, параллельном ребру куба, сумма чисел равна 1 (рассматриваются столбики всех трёх направлений). В некотором кубике записано число 10. Через этот кубик проходит три слоя 1×20×20, параллельных граням куба. Найдите сумму всех чисел вне этих слоев.

3. Обозначим 
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. Пусть a, b, c – такие натуральные числа, что каждое из них не превосходит n, а их сумма не меньше 2n. Не используя явную формулу для T(n), доказать, что
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4. Сколько существует сюръективных отображений из n-элементного множества в  m-элементное? 
5. Сколько чисел от 1 до 1000000 не являются ни точным квадратом, ни точным кубом, ни точной четвертой степенью?

Для самостоятельного решения

6. Найдите количество чисел меньших и взаимно простых с 
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7. На корабле служит k матросов. После увольнительной они возвращаются навеселе и занимают койки как придётся. Найти вероятность того, что наутро ни один из них не проснётся в своей койке.

8. Внутри фигуры площади 4 расположены 7 многоугольников площадью не менее 1. Докажите, что существует два многоугольника, площадь пересечения которых не менее 1/7.

Комбинаторика-2. 09.07.2010

@
I. Шары и перегородки. В этой части нас будет интересовать следующая задача: «Сколькими способами можно разложить k одинаковых шариков по n различным ящикам?» 

1. Сколько существует решений уравнения 
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a. в целых неотрицательных числах;
b. в натуральных числах; 

c. в натуральных числах, не превосходящих 60;
d. в натуральных числах, не превосходящих 35.

2. (Задача о счастливых билетах) Счастливым билетом называется упорядоченная комбинация из шести цифр, в которой сумма первых трёх цифр равна сумме последних трёх.
a. Докажите, что количество счастливых билетов равно количеству билетов с суммой цифр 27.
b. Найдите количество счастливых билетов.
Для самостоятельного решения.
3. По кругу стоят n предметов. Докажите, что число способов выбрать k предметов, чтобы никакие два выбранных не стояли рядом, равно  
[image: image272.wmf].
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4. Рассмотрим уравнение в целых неотрицательных числах 
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, n – натуральное. 
a. Докажите,  что хотя бы одно из хi всегда больше n – 1.

b. Используя пункт а. докажите следующее равенство для биномиальных коэффициентов:
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II. Биномиальные коэффициенты.

5. Проверьте тождество: 
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6. Пусть p – простое число. Верно ли, что при 
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7. (Формула свёртки Вандермонда) 
a. Посчитав двумя способами число способов выбрать n человек из k мужчин и m женщин, найдите сумму: 
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b. Найдите сумму квадратов элементов k-ой строки треугольника Паскаля.

8. Найдите остаток от деления 
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Для самостоятельного решения
9. Улитка должна проползти вдоль линий клетчатой бумаги путь длины 2n, начав и кончив свой путь в данном узле. Сколько различных маршрутов может проползти улитка?
Ориентированные графы. 14.07.2010

@
1. В стране некоторые пары городов соединены дорогами с односторонним движением, причем можно выехать из любого города, а затем в него вернуться. Докажите, что президент сможет разбить страну на регионы, содержащие больше одного города, так, чтобы внутри региона от любого города можно было добраться до любого другого.
Определение. Граф называется ориентированным (орграфом), если у каждого ребра определено направление (т.е. если вершины графа А и В соединены ребром, то ребро направлено либо от А к В, либо от В к А). Иначе говоря, у каждого ребра определено начало и определен конец. 

Определение. Степенью исходящих ребер вершины (степенью исхода), называется количество ребер, имеющих свое начало в этой вершине. Соответственно степенью входящих ребер вершины (степенью входа) называется количество ребер, имеющих ее своим концом.

2. В ориентированном графе есть некоторое ненулевое количество ребер. Может ли:

a) Степень исхода каждой вершины равняться половине ее степени входа?

б) Для любой вершины существовать ровно 2 цикла ее содержащих (в орграфе циклом называется замкнутая цепочка ребер, несамопересекающаяся ни в одной вершине, в которой конец каждого ребра есть начало следующего)?

в) Степень исхода каждой вершины делиться на 10, а степень входа – на 11?
Определение. Орграф называется сильно связным, если для любой пары вершин А, В можно добраться по ребрам графа от А к В и наоборот. Орграф называется слабо связным если для любой пары вершин А, В можно добраться по ребрам графа от одной из них до другой.
3. Верно ли, что выбрасывание всех ребер, исходящих из одной вершины сильно связного графа оставляет его слабо связным? Верно ли то же самое для всех ребер, входящих в данную вершину?

Определение. Орграф, в котором любые две вершины соединены ребром, называется турниром.
4. В стране Антропия n городов, каждые два из которых соединены дорогой. Президент Крок О'Дил хочет ввести на дорогах одностороннее движение так, чтобы, выехав из любого города, в него больше нельзя было вернуться (Из города может не выходить ни одной дороги).
а) Докажите, что он сможет это сделать.
б) Найдите количество способов таким образом ввести одностороннее движение.
5. Команды «Бодрячок» и «Лесные гопники» набрали в круговом волейбольном турнире одинаковое количество очков. Докажите, что найдутся команды A, B, и C такие, что A выиграла у B, B выиграла у C, а C выиграла у A.
Для самостоятельного решения
6. В турнирном графе 1001 вершина, степень исхода равна степени входа и равна 500. Докажите, что любой подграф на 668 вершинах сильно связен.

7. В графе ребер вдвое больше, чем вершин. Известно, что можно ориентировать ребра так, чтобы полученный орграф стал сильно связным. Сколькими способами можно так сделать?

8. Доказать, что в турнирном графе (количество вершин не меньше 4) всегда можно изменить ориентацию одного ребра так, что он станет сильно связным.
Индукция и спуск в геометрии и графах. 15.07.2010
@
Определение. Метод решения, основанный на сведении к меньшему числу рассматриваемых объектов, называется спуском.
Определение. Метод решения, основанный на поиске наименьшего числа рассматриваемых объектов, для которых условие задачи неверно, с последующим получением противоречия, называется методом минимального контрпримера. 
Определение. Метод математической индукции – метод доказательства последовательности утверждений, основанный на доказательстве первого утверждения (базы индукции) и доказательстве того, что из n-ого утверждения следует (n + 1)-ое утверждение (индукционный переход).

1. Доказать по индукции, что произвольный граф можно разбить на компоненты связности.

2. Доказать по индукции, что области, на которые делят плоскость n прямых общего положения можно раскрасить в шахматном порядке.
3. В дереве ориентировали каждое ребро. Разрешается взять вершину с нулевой степенью исхода и переориентировать ребра, входящие в нее. Докажите, что можно такими операциями добиться того, чтобы от некоторой вершины можно было добраться до любой другой.

4. Докажите, что вершины любого плоского графа можно покрасить в 6 цветов так, чтобы у любого ребра были разноцветные концы. Выведите отсюда теорему о 6 красках (Напоминаем, что плоским графом называется такой граф, который можно изобразить на плоскости без самопересечений).
5. В графе нет циклов четной длины. Докажите, что его вершины можно раскрасить правильным образом в три цвета.
Для самостоятельного решения
6. На прямой отмечены n зеленых и столько же желтых точек. Докажите, что сумма попарных расстояний между одноцветными точками не превосходит суммы попарных расстояний между разноцветными точками.

7. На окружности отмечено n (n > 4) точек. Всегда ли можно выбрать n + 1 отрезок с концами в этих точках так, чтобы любые два отрезка имели общую точку?
Подстановки-1. 6.07.2010

@
0. Девять восьмиклассников каждую минуту на занятиях пересаживаются по следующей схеме:
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.
Через какое время восьмиклассники снова окажутся на своих местах?

Определение 1. Подстановкой на некотором множестве будем называть некоторый способ поменять элементы этого множества местами. Подстановка из n элементов — это биекция из множества {1, 2, ..., n} в себя. Тождественная подстановка — эта та, которая ничего не переставляет.
Определение 2. Произведением подстановок a и b называется их композиция как отображений и обозначается как ab или a ○ b.

Произведение подстановок выполняется, как и композиция отображений, справа налево:
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1. Докажите, что любая подстановка имеет обратную, т.е. такую, при произведении с которой получается тождественная подстановка.

2. Найдите произведения а) 
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 в) 
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3. Запишите все подстановки на множестве из трех элементов. Сколько существует подстановок на множестве из n элементов? 

4. Двадцать школьников решали 20 задач. Известно, что каждую из задач решили 2 школьника и каждый школьник решил по две задачи. Доказать, что можно так организовать разбор задач, что каждый школьник расскажет по одной задаче и каждая задача будет рассказана ровно один раз.

Определение 3. Подстановка называется циклической (или просто циклом), если она сдвигает некоторые элементы по кругу, а остальные оставляет неподвижными. Два цикла называются независимыми, если никакой элемент не сдвигается и первой, и второй подстановкой  одновременно.

5. Докажите, что любая подстановка является произведением нескольких независимых циклических.

6. Докажите, что любой цикл является произведением циклов длины два.
Определение 4. Циклы длины два называются транспозициями.
7. Сколько среди подстановок из 5 элементов циклов и сколько транспозиций?
8. Верно ли, что любая подстановка представляется в виде произведения независимых транспозиций?

Определение 5. Транспозиция называется элементарной, если она меняет местами два элемента, которые стоят на соседних местах.

9. Разложите подстановку 
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 в произведение элементарных транспозиций.

10.  Докажите, что любую подстановку можно разложить в произведение элементарных транспозиций.

Для самостоятельного решения

11. Федя написал на карточках числа от 1 до n и разложил карточки в некотором порядке. Он умеет менять местами две самые левые карточки, а также переставлять самую правую карточку в левый конец. Всегда ли он сможет выставить карточки в порядке возрастания?

12. В городе Урюпинске разрешены только парные обмены квартир, и каждая семья может совершить только  один обмен в день. Докажите, что любой сложный обмен (но при котором каждая семья отдает одну квартиру и получает одну квартиру) можно совершить за два дня.

13. Пусть f – подстановка из n элементов. Пусть k – наименьшее число, такое что  
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 (k раз) – тождественное отображение. Докажите, что n! делится на k.
Подстановки-2. 07.07.2010

@
1. На книжной полке в библиотеке стоит собрание сочинений, состоящее из 2010 томов.  В библиотеке работает комиссия. Если она обнаруживает пару томов на полке, расположенную так, что том с меньшим номером из этой пары стоит правее тома с большим номером, то за каждую такую пару библиотекарь получает выговор.
а) Сколько выговоров  получит библиотекарь, если все тома будут расположены в обратном порядке?

б) При некоторой расстановке книг библиотекарь получил некоторое количество выговоров. Можно ли так переставить две книги, чтобы число выговоров увеличилось на 100?
в) Библиотекарю удалось расставить два экземпляра этого собрания сочинений в правильном порядке. В библиотеку забрались два хулигана. Каждый из них каждую секунду переставляет какие-нибудь две книги на своей полке. Может ли оказаться так, что у первого из них через 100 секунд книги будут расставлены точно так же, как у второго через 99 секунд?
г) Доказать, что книги можно расставить так, что библиотекарь получит ровно миллион выговоров.
Первое определение чётности. Говорим, что в подстановке пара чисел i, j образует беспорядок, если большее их этих чисел встречается раньше меньшего во второй строчке подстановки. Подстановка называется чётной, если число беспорядков в ней чётно, и нечётной в противном случае.

Обозначение. Циклическую подстановку можно обозначить как (a1 a2 a3 … an), если элемент a1 переходит в a2, a2 переходит в a3, a3 – в a4,  … , an  –  в a1.
2. Пусть a и b — циклические подстановки из 4 элементов, a = (1 2 3 4), b = (1 4 3). Какие из следующих подстановок чётны, а какие нечётны: а) a; б) b; в) b2 = b∙b; г) b3 = b∙b∙b;  д) ab; е) ba?

3. Докажите, что умножение на транспозицию меняет чётность подстановки. Сохраняется или меняется чётность числа беспорядков в подстановке при умножении на неё цикла длины 3; цикла длины 4; цикла длины n?
Второе определение чётности. Подстановка называется чётной, если её можно представить в виде произведения чётного числа транспозиций, и нечётной, если её можно представить в виде произведения нечётного числа транспозиций.

4. Докажите, что второе определение чётности корректно и эквивалентно первому.

5. Докажите, что композиция подстановок одинаковой чётности есть чётная подстановка, а композиция подстановок разной чётности — нечётная.

6. Разрешается прыгать буквой через две соседние вправо или влево (например, из ИКС сделать КСИ). Можно ли с помощью таких операций превратить

а) ГОРБ в ГРОБ; б) АВТОР в ОТВАР; в) АПЕЛЬСИН в СПАНИЕЛЬ?

Для самостоятельного решения
7. Каких подставок из n элементов больше: чётных или нечётных? 

8. 123 машины стартовали из разных точек и целый день ездили по кругу. Вечером каждая оказалась на том же месте, откуда стартовала. Докажите, что было совершено чётное число обгонов.
9. (Игра «15») В квадрат 4(4 кладут 15 фишек, на которых написаны числа от 1 до 15. Одна клетка при этом остаётся пустой. Можно двигать на пустую клетку соседнюю по стороне фишку. Доказать, что таким образом из первой конфигурации никак нельзя получить вторую.
	1
	2
	3
	4

	5
	6
	7
	8

	9
	10
	11
	12

	13
	15
	14
	


	1
	2
	3
	4

	5
	6
	7
	8

	9
	10
	11
	12

	13
	14
	15
	


10. Докажите, что из любого расположения фишек можно, соблюдая правила игры, получить либо первую, либо вторую конфигурацию из предыдущей задачи.

Сравнения. 15-17.07.2010
@
1. Найдите остаток от деления 3100 + 4100 а) на 7; б) на 13.

2. Сумма трёх чисел a, b и c делится на 30. Докажите, что a5 + b5 + c5 также делится на 30.

3. Докажите, что при нечетных п и k число 1n + 2n + 3n + … + (k – 1)n делится на k.
4. Докажите с помощью сравнений, что для любых целых a и b и любого натурального n число a) an – bn делится на a – b; b) a2n – 1 + b2n – 1 делится на a + b; c) a2n – b2n делится на a + b.
5. Докажите, что при любом натуральном n число 36n – 26n делится на 35.

6. Докажите, что ни при каком натуральном k число 3k  + 5k не является квадратом натурального числа.

7. Пусть р и q – различные простые числа. Докажите, что pq + qp ≡ p + q (mod pq).

8. Докажите, что 162n+1 + (2n + 1)16 делится на 17, если 2n + 1 на 17 не делится.

9. Докажите, что если 1 × 2 × 3 × …× (n – 2) × (n – 1) + 1 делится на n, то n – простое число.

10. Докажите, что если р – простое число, p > 2, то:

а) В каждой строке таблицы умножения остатков по модулю p встречается ровно одна единица.

б) Единица может стоять на диагонали, только в первой и последней строках.

в) Числа 2, 3, 4, …., (р – 3), (р – 2) можно разбить на пары так, что произведение чисел в каждой паре будет сравнимо с единицей по модулю р.
г) (p – 1)! ≡p – 1.
(Лемма Вильсона) (р – 1)! +1 делится на р тогда и только тогда, когда р – простое число.

11. Найдите количество решений сравнения х2 ≡ 1 (mod p) при простом p.

12. Имеют ли уравнения ненулевые решения в целых числах:

а) x2 + y2 = 3z2; б) x2 + y2 + z2 = 4t2?
Для самостоятельного решения
13. Докажите, что число (3n – 1)n – 4 делится на 3n – 4 при любом натуральном n.

14. Докажите, что существует натуральное n такое, что число 2n – 1 имеет не менее 2010 различных простых делителей.

15. Докажите, что существует бесконечно много натуральных чисел, не представимых в виде суммы трёх а) квадратов; б) кубов.

16. Докажите, что имеется бесконечное количество простых чисел вида 4n + 3.
Функция Эйлера. 19.07.2010

@
Определение. Функцией Эйлера называется отображение, сопоставляющее каждому натуральному числу m количество чисел, не превосходящих m и взаимно простых с ним. Функция Эйлера обозначается  через ( (m).

1. а) Пусть числа а и m взаимно просты, b1, b2, …, bk – все остатки по модулю m, взаимно простые с ним. Докажите, что числа ab1, ab2, …, abk дают по модулю m все остатки из набора b1, b2, …, bk, причём каждый остаток ровно по одному разу.
б) Докажите Теорему Эйлера: для любых натуральных взаимно простых a и m 

а( (m)(1 (mod m).

2. Пусть p – простое  число.

а) Найдите ( (p);

б) Докажите, что ( (pn) = pn – 1(p – 1).
Давайте теперь займёмся выводом общей формулы для функции Эйлера. Формула эта выглядит так:
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Напомним, что у нас уже была задача, в которой предлагалось выразить функцию Эйлера по формуле включения-исключения для n множеств. Её, наверно, тоже можно сейчас сдавать.

3. а) Пусть даны n попарно взаимно простых чисел m1, m2, …, mn. Докажите (при помощи китайской теоремы об остатках), что ( (m), где m = m1m2…mn, равно количеству возможных наборов r1, r2, …, rn таких, что 
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 и ri взаимно просто с mi  при всех i = 1, 2, …, n. 
б) Выведите из пункта а) формулу для функции Эйлера.

4. Мультипликативность функции Эйлера: если n и m взаимно просты, то
( (nm) = ( (n)( (m).
Рассмотрим следующую таблицу для взаимно простых m и n.

	1
	2
	…
	m

	m+1
	m+2
	…
	2m

	…
	…
	…
	…

	(n ‑ 1)m+1
	(n ‑ 1)m+2
	…
	nm


а) Сколько чисел в каждой строке взаимно просто с m?

б) Сколько чисел в каждом столбце взаимно просто с n?
в) Докажите свойство мультипликативности, используя пункты а) и б).
г) Выведите из свойства мультипликативности формулу для функции Эйлера.

5. Решите уравнения

а) ( (x)=2; б) ( (x)=28; в) ( (x)=42; г) ( (x)=8.

Для самостоятельного решения

6. Решите уравнения: а) 
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7. Радмир выписал все правильные дроби со знаменателем 300 и привел их к несократимому виду.  Сколько он получил дробей со знаменателем 300? А со знаменателем 30?
8. (Тождество Гаусса) Для каждого делителя числа n (включая само это число) нашли значение функции Эйлера и все полученные результаты сложили. Докажите, что сумма равна n.
9. Докажите, что длина периода десятичного разложения дроби 1/n является делителем числа ((n).

10. Докажите, что если число n не делится ни на 3, ни на 5, то n60–1 делится на 225.
Группы. 20.07.2010

@
Определение. Пусть М – некоторое множество. Если каждой упорядоченной паре элементов a и b множества М поставлен в соответствие определённый элемент c этого же множества, то говорят, что на множестве М задана бинарная операция * (a * b = c).

1. Множество M состоит из операций «переодевания носка»:
I – оставить всё как есть;

II – сними и надень на другую ногу;

III – сними, выверни и надень на ту же ногу;

IV – сними, выверни и надень на другую ногу.

Изначально носок надет на одну ногу, а ног две. Докажите, что операция композиции (т.е. последовательного выполнения действий) является бинарной операцией на множестве M.

Определение. Пусть на множестве M задана бинарная операция *. Множество М относительно данной операции * называется группой, если выполняются следующие условия:

1. Операция * ассоциативна, то есть для произвольных элементов a, b и c из множества M верно равенство a*(b*c)=(a*b)*c;

2. На множестве М существует нейтральный элемент e, относительно операции *, то есть для произвольного элемента a из множества M верны равенства a*e = a и e*a = a;

3. Операция * обратима на множестве М, то есть для каждого элемента a из множества M найдётся элемент b из множества M такой, что верны равенства a*b = e и b*a = e.

2. Определите, какие из данных множеств являются группами относительно данной операции: 

а) множество целых чисел с операцией сложения; 

б) множество нечетных чисел с операцией сложения; 

в) множество отображений f: N→N с операцией композиции отображений (N – множество натуральных чисел);

г) множество {0, 1, …, n – 1} с операцией сложения по модулю n;

д) множество {0, 1, …, n – 1} с операцией  умножения по модулю n;

е) натуральные числа с операцией a*b = ab;

ж) множество натуральных чисел, меньших n и взаимно простых с ним, с операцией  умножения по модулю n;
з) множество осевых симметрий и поворотов на плоскости с операцией композиции.

А на зачёте мы вас внезапно спросим, являются ли группами относительно операции композиции а) подстановки из n элеметов б) движения на плоскости.
3. Докажите, что в любой группе существует единственный нейтральный элемент.
4. Докажите, что для любого элемента a группы существует единственный обратный элемент (обозначается а–1).
5. Доказать, что в произвольной группе (ab) –1 = b–1a–1.
6. Множество M состоит из всех движений, отображающих правильный треугольник ABC с центром O сам на себя: тождественное преобразование I, повороты: 
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 и осевые симметрии Sa, Sb, Sc, где a, b, c – серединные перпендикуляры к сторонам BC, AC, AB соответственно. Докажите, что M является группой относительно операции композиции движений.

Определение. Пусть на множестве M задана бинарная операция *. Подмножество К множества М называется подгруппой группы М, если оно само является группой относительно той же операции.

7. Найдите все подгруппы у группы из задачи 6.

8. Верно ли, что:

а) если H – подгруппа G, то e принадлежит H;

б) объединение двух подгрупп – подгруппа;

в) пересечение двух подгрупп – подгруппа?

9. Будет ли подмножество комплексных чисел с модулем, равным 1, относительно операции умножения, подгруппой группы комплексных чисел, отличных от нуля?

10. Перечислите все подгруппы группы целых чисел относительно операции сложения.
Теорема Лагранжа. 21.07.2010
@
Произведение 
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 будем обозначать an.
Определение. Порядком элемента a группы M называют наименьшее натуральное число n такое, что an = e. Если такого n не существует, то говорят, что порядок a равен нулю.
1. Найдите порядки всех элементов в группе: а) операции переодевания носка; б) целые числа с операцией сложения; в) {0, 1,..., p – 1} с операцией сложения по модулю p, где p – простое.
2. Докажите, что в конечной группе порядок элемента всегда положителен.

3. Пусть элемент a имеет порядок n. Докажите, что am = e тогда и только тогда, когда m делится на n.

Определение. С каждой подгруппой K группы M можно связать множества aK={ak| k}, где aM, которые называются левыми смежными классами группы M по подгруппе K. Аналогично определяются правые смежные классы Ka.

4. Выпишите все левые смежные классы группы M по подгруппе K:
а) M – группа переодевания носка, K = {I – оставить все как есть, IV – снять, вывернуть и надеть на другую ногу} 
б) M – целые числа по сложению, K – четные числа по сложению;

в) M – целые числа по сложению, K = {0}.
5. Рассмотрим левые смежные классы группы M по подгруппе K. Докажите, что
а) любой элемент а из группы M есть в классе aK.

б) Eсли левые смежные классы  a1K и a2K пересекаются, то они совпадают.

в) Докажите, что |K| = |aK|  для любого элемента а из группы M (аналогичные утверждения верны и для правых смежных классов). 

6. (Теорема Лагранжа) Докажите, что если K – подгруппа конечной группы M, то |M| делится на |K|.

7. Докажите, что порядок любого элемента конечной группы K делит |K|.

8. Пользуясь предыдущей задачей, докажите теорему Эйлера: для взаимно простых a и n докажите, что aφ(n) ≡ 1 (mod n).

Вступительный тест. 03.07.2010

@
1. В отряде есть спортивные люди. Из них 15 человек играет в футбол, 11 – в волейбол, 15 – в баскетбол, 5 человек играет в футбол и волейбол, 7 – в волейбол и баскетбол, 6 – в футбол и  баскетбол, а 3 играют во все три вида спорта. Сколько в отряде спортивных людей?

2. В группе 10 мальчиков и 5 девочек. Сколькими способами можно из них выбрать: а) команду из 6 человек на КВН? б) команду из 6 человек, но поровну мальчиков и девочек?

3. В ряд стоят шесть ящиков. Сколькими способами можно разложить по этим ящикам 10 одинаковых шаров, если разрешается, чтобы ящики оставались пустыми?

4. Определите коэффициент при x4 после раскрытия скобок в выражении (1 + x)9.

5. Сколько нечетных чисел от 1 до 1000 включительно не делится ни на 3, ни на 5?

6. Если d ≡ 3 (mod 6), то какой остаток дает d2 + 2 при делении на 6?

7. Решите сравнение: 3x ≡ 1 (mod 5).

8. Какой остаток дает а) 3100  при делении на 101, б) 3202  при делении на 125?

9. Расположите в порядке возрастания: 
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, если x и y — положительные числа.

10. Какое наименьшее значение может принимать выражение 
[image: image302.wmf]x
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, если числа x и y положительные? Ответ поясните.

11. Докажите, что x2 – xy + y2 – 2x + 2 ≥ 0.

12. Докажите, что если x > 1, y < 1, то xy + 1 < x + y.

13. а) Сколько ребер у графа, у которого степени вершин равны 1, 2, 2, 3, 3, 4, 5? б) Может ли такой граф быть эйлеровым? в) Может ли такой граф быть деревом?

14. У одного связного планарного графа 4 грани и 9 ребер. Сколько у графа вершин?

15. Найдите значение выражения sin60°∙cos60°∙tg45°.

16. В треугольнике ABC на стороне BC отмечена точка E, а на стороне AC – точка D так, что 2BE = EC и AD = 3DC. BD и AE пересекаются в точке F. Найдите AF:FE.

17. Какими из следующих операций может равносторонний треугольник перейти в себя: ненулевым параллельным переносом, поворотом вокруг одной из вершин на 60°, поворотом вокруг центра описанной окружности на 60°, осевой симметрией относительно одной из высот?

18. Нарисуйте на координатной плоскости множество точек (x, y) таких, что:
а) x + y = 5;     б) x ≤ y;      в) x2 = y2;       г) x2 + y2 – 3 = 0 

19. Нарисуйте сумму и разность указанных векторов:
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Контрольная работа. Неравенства. 15.07.2010

@
1. Докажите неравенство: 4x2 + 2y2 – 4xy + 4y + 5 
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 0.
2. Для положительных a, b и c докажите неравенство: 
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3. Для положительных a, b и c докажите неравенство: a2 + ab2c + bc2 
[image: image305.wmf]³

 3abc.
4. Для произвольных чисел докажите неравенство: 
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5. Для произвольных чисел докажите неравенство:
2a5 + 2b5 + 2c5 
[image: image307.wmf]³

 a3b2 + a3c2 + b3a2 + b3c2 + c3a2 + c3b2
6. Пусть a + b + c = 1. Доказать, что 
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7. Нарисуйте диаграммы Юнга для трех переменных с весом 7. Есть ли среди них несравнимые?

Контрольная работа по комплексным числам 16.07.2010

@
1 вариант

1. Вычислите сумму, разность, произведение и частное чисел
а) 1 – i  и  
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б) 1 + 3i  и 5 – 2i.
2. Комплексное число задано в виде пары. Представьте его в виде a + bi и в тригонометрической форме:
а) (–
[image: image310.wmf]2

, –
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);  б) (0, –2)  в) (
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, 1).

3. Вычислите 
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4. Изобразите на комплексной плоскости множество точек, удовлетворяющих условиям:

а) Re z ≤ 3;

б) Im 
[image: image314.wmf]z

= – 2;

в) |z|= 1.
2 вариант

1. Вычислите сумму, разность, произведение и частное чисел
а) 1 + i  и  
[image: image315.wmf]i
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б) 1 – 3i  и 5 + 2i.
2. Комплексное число задано в виде пары. Представьте его в виде a + bi и в тригонометрической форме:
а) (–
[image: image316.wmf]2

, 
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);  б) (0, –1)  в) (
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, –1).

3. Вычислите 
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4. Изобразите на комплексной плоскости множество точек, удовлетворяющих условиям:

а) Re z ≥  –2;

б) Im 
[image: image320.wmf]z

= 3;

в) |z|= 2.

Вступительная олимпиада. 04.07.2010

@
1. Стадо молодняка состоит из бычков и телочек. Телочек в стаде 55% от его общей численности, а их общий вес составляет 45% общего веса стада. Во сколько раз средний вес бычка больше среднего веса телочки?

2. Существуют ли 127 подряд идущих натуральных числа, сумма которых делится на 2010? 

3. Найдите все тройки действительных чисел такие, что каждое из них равно квадрату суммы двух других.

4. Пусть ABCD – равнобедренная  трапеция с основаниями AD и BC. На продолжении прямой DA за точку A отложили отрезок AE такой, что AE = BC. В каком отношении биссектриса угла [image: image322.png]


DBE делит отрезок DE?

5. В Однобоком графстве между некоторыми, но, к сожалению, ещё не между всеми, усадьбами проложены дороги с односторонним движением. При  этом, при появлении любой новой дороги (также с односторонним движением) между усадьбами, не соединёнными дорогой до этого, появится возможность добраться от любой усадьбы до любой другой, не нарушая правил. Докажите, что такая возможность имеется уже сейчас.

6. Внутри острого угла со сторонами a и b расположен выпуклый четырёхугольник ABCD. Оказалось, что для каждой из двух прямых, содержащих стороны угла, сумма расстояний от вершин A и C до этой прямой равна сумме расстояний от вершин B и D до этой же прямой. Докажите, что ABCD – параллелограмм. 

7. Куб 100×100×100 составлен из белых и чёрных единичных кубиков, причём в каждом кубе 2×2×2 находится ровно 3 белых и 5 чёрных кубиков. Сколько вершин большого куба покрашены в чёрный цвет?

8. Квадратный лист бумаги разрезают по прямой на две части, и так делают много раз. Какое наименьшее число разрезов нужно сделать, чтобы среди полученных частей оказалось ровно сто двадцатиугольников?

Заключительная олимпиада. 23.07.2010
@
ДОВЫВОД
1. Решите уравнение в натуральных числах n, k:  n! = k2 + 2.

2. В треугольнике ABC сторона BC вдвое больше стороны AC, D – середина стороны BC, E – середина DC. Докажите, что AD является биссектрисой угла BAE.
3. Вещественные числа a, b, c таковы, что a2 + b2 + c2 = 3. Докажите, что

2ab + 3ac + 6bc ≤ 12 – 3a2 + 5c2.
4. На планете, имеющей форму шара, построены города, некоторые из которых соединены дорогами. Для каждого города G имеется «антигород» G*, симметричный G относительно центра шара. Если города G и H соединены дорогой, то «антигорода» G* и H* также соединены дорогой. Дороги не пересекаются в точках, отличных от городов, и из любого города можно по дорогам добраться в любой. В городах, соединенных дорогой, количество жителей отличается не более чем на 1000. Докажите, что существует город, число жителей в котором отличается от числа жителей в «антигороде» не более чем на 1000.
----------------------------------------------------------------------------------------------------------
ВЫВОД

5. Четырёхугольник PQRS, противоположные стороны которого не параллельны, вписан в окружность с центром в точке T. Обозначим через H точку пересечения его диагоналей, A и E – центры описанных окружностей треугольников PHQ и RHS соответственно. Докажите, что HATE – параллелограмм.
6. Последовательность чисел ak и bk задается рекуррентно, следующими условиями: a1 = 2010, b1 = 2011, an + 1 = an + bn
[image: image323.wmf]3

, bn + 1 = bn – an
[image: image324.wmf]3

. Чему равно a2011?

7. Есть две группы монет: в одной 10, и в другой 77 монет. Известно, что среди этих 10 есть ровно одна фальшивая. Как за три взвешивания узнать есть ли среди этих 77 монет хотя бы одна фальшивая? (Известно, что все фальшивые весят одинаково и легче настоящих, которые тоже весят одинаково).
МеждусоБой. 13.07.2010
@
1. Айдас и Юргис приехали в летний лагерь и сразу начали играть в теннис. В нелёгкой борьбе победил Айдас со счётом 21:19. Докажите, что существовал момент, когда Айдасу оставалось выиграть очков столько, сколько Юргис уже выиграл. 
2. В парламенте 30 депутатов. Каждые два из них либо дружат, либо враждуют, причем каждый дружит ровно с 6 другими. Любые 3 депутата образуют комиссию. Найдите общее число комиссий, в которых все три члена попарно дружат или все трое попарно враждуют.

3. В правильном 25-угольнике проведены все диагонали. Докажите, что нет девяти диагоналей, проходящих через одну внутреннюю точку 25-угольника.
4. Дан треугольник площади 1. Первый игрок выбирает точку Х на стороне АВ, второй выбирает точку Y на стороне ВС, затем первый – Z на стороне AC. Цель первого – получить треугольник XYZ наибольшей площади, цель второго – ему помешать. Какую наибольшую площадь может получить первый игрок? 
5. На сторонах ВС, АС, АВ треугольника АВС выбраны точки А1, В1, С1 соответственно, так что АС1 = С1В1 = В1А1=А1С. Докажите, что биссектриса угла В проходит через ортоцентр треугольника А1В1С1.
6. На Чемпионате Мира по футболу участвуют 32 команды. Известно, что никакие две команды не равны по силе, а при встрече всегда побеждает сильнейшая команда. Докажите, что 39 матчей достаточно, чтобы определить, кому присудить первое, второе и третье места. 

7. Пусть a1, a2, …, a2010 – положительные числа. Найдите наименьшее значение выражения:
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8. Существует ли 9 различных простых чисел таких, что их можно расставить по кругу так, чтобы сумма любых трёх подряд идущих являлась простым числом, и все эти суммы были различны?

Внутренний математический бой. 17.07.2010

@
1. Каких треугольников с целочисленными сторонами больше: имеющих периметр 2007 или имеющих периметр 2010?
2. Натуральные числа m и n имеют ровно по 99 натуральных делителей (включая 1 и само число). Может ли число mn иметь ровно 1000 натуральных делителей?

3. Внутри треугольника ABC отметили точку P и провели через неё отрезки, параллельные сторонам треугольника. Таким образом, треугольник разбился на три треугольника и три параллелограмма. Докажите, что сумма площадей треугольных частей составляет хотя бы треть от площади треугольника ABC.
4. Илье задали на дом квадратное уравнение с целыми коэффициентами.
– Учитель сказал, что оно имеет два целых корня, а у меня получается, что вообще нет корней, – пожаловался Илья, показывая уравнение папе.

– Скорее всего, при переписывании ты ошибся в одном из коэффициентов, и если это так, задание восстанавливается однозначно, – ответил  папа.

Какой (старший, средний или свободный) коэффициент должен исправить Илья?

5. Инструкция по отысканию клада в день Эратосфена гласит: «Для того, чтобы найти клад, нужно найти в лагере 4 дерева, на которых остались объявления о поиске талантов. Эти четыре дерева находятся на разных сторонах квадрата, в вершинах которого спрятан клад». Как найти клад?
6. На полоске бумаги написаны подряд 60 знаков «x» и «o». Эту полоску разрезают на куски с симметричным расположением знаков. Например: o, xx, oxxo, xox, … . Докажите, что существует такой способ разрезания, при котором кусков не больше 24.

7. Докажите неравенство для произвольных вещественных чисел a, b, c: 
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8. Докажите, что при любом натуральном n число n(2n+1)(3n+1)…(2010n+1) делится на каждое простое число, меньшее 2010.

Математический бой 7-8. 17.07.2010
@
1. На заборе написаны семнадцать двузначных чисел. Одно из них возвели в сотую степень. Оказалось, что полученное число делится на любое из выписанных чисел. Всегда ли оно делится и на их произведение?
2. На столовой выписаны числа: 2  3  4  5  6  7  8  9 10  11  12  13. Двое игроков по очереди могут поставить перед любым из чисел знаки + или –. После того, как перед каждым числом будут поставлены знаки, производится выполнение арифметических действий. Если результат делится на 3, то выигрывает игрок, сделавший ход первым, а если не делится, то выигрывает второй. Кто выигрывает при правильной игре?
3. У комиссаров имеется бесконечная клетчатая бумага со стороной клетки, равной единице. Расстоянием между двумя клетками называется длина кратчайшего пути ладьи от одной клетки до другой. В какое наименьшее число красок нужно раскрасить доску, чтобы две клетки, находящиеся на расстоянии 6, были всегда окрашены разными красками?
4. В параллелограмме ABCD вершина A соединена с серединами сторон BC и CD. Мог ли при этом угол А разбиться на три равных угла?

5. В комнате преподавателей лежат две стопки монет. В одной 7 серебряных монет, упорядоченных по весу, в другой 3 золотые монеты, тоже упорядоченные по весу. Как за 8 взвешиваний на чашечных весах без гирь упорядочить по весу все 10 монет? 

6. Среди 90 учеников ЛМШ у каждого не менее 10 друзей. Докажите, что любой из них может пригласить в гости трех других так, что среди четырех собравшихся у каждого будет не менее двух друзей.
7. В треугольнике ABC проведена медиана BD, а на продолжении стороны BC за точку B отмечена точка F. Прямая FD пересекает сторону AB в точке E, причем площади треугольников FBE и AED оказались равными. Докажите, что равны площади треугольников FEC и AEC.

8. Докажите, что для любого натурального n существует клетчатая фигура, которую можно разрезать на двухклеточные доминошки ровно n способами.

Матбой 8 – 9. 17.07.2010
@
1. Целые числа a, b, c, d удовлетворяют условиям bc + ad = ac + 2bd = 1. Докажите, что 
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2. Все точки окружности раскрашены в белый и голубой цвета так, что у каждого вписанного в окружность равностороннего треугольника не менее двух белых вершин. Докажите, что в окружность можно вписать квадрат, у которого не менее трех белых вершин. 

3. Верно ли, что для каждого приведенного квадратного трехчлена f(x) существует x такое, для которого числа f(x), f(f(x)) и f(f(f(x))) ‑ стороны треугольника? 

4. В стране 2010 городов и 3015 дорог между ними, причем из любого можно добраться в любой другой. Докажите, что можно закрыть 2 дороги, ведущие из одного города так, чтобы по-прежнему из любого города можно было добраться до любого другого.

5. Для каких действительных A существуют целочисленный многочлен P(x) выше первой степени и натуральное m такие, что для любого x выполняется Am + x ≤ P(x) ≤ A + xm?

6. На доске написано выражение 
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. Два игрока по очереди заменяют звездочки знаками + и ‑, а когда все знаки расставлены, подсчитывают результат. Если результат не делится на 7, выигрывает первый игрок, а если делится, то второй. Кто выиграет при правильной игре? 

7. Кира Григорьевна нарисовала треугольник АВС и отметила такую точку D на стороне ВС, что ортоцентр треугольника АСD лежит на описанной окружности треугольника АВD, а центр вписанной окружности треугольника АВD лежит на описанной окружности треугольника АСD. Помогите Марианне Сергеевне выбрать все такие точки на ВС, обладающие данным свойством.

8. 43 угольник вписан в окружность s. Для любых трех подряд идущих вершин отмечают центр вписанной окружности этого треугольника. Оказалось, что все отмеченные точки равноудалены от центра s. Докажите, что первоначальный 43 угольник правильный.
Карусель

@
	
	

	1. (Исход)    

Фигура «Рыцарь» умеет ходить вверх, влево-вниз и вправо-вниз. Какое наибольшее число клеток (учитывая исходную) на шахматной доске можно обойти рыцарем, не вставая на одну и ту же клетку дважды?
	2. (Исход)  

Дан треугольник АВС площади 1. Р – середина АС, М – точка пересечения медиан исходного треугольника, а ЕН – средняя линия треугольника СМР, соответствующая стороне МР. Найти площадь четырехугольника МЕНР.

	3. (Исход)               

Чему равна наименьшая сумма номиналов пяти различных современных российских монет?
	4. (Исход)   

Найдите наименьшее простое число, представимое в виде суммы пяти различных простых чисел.

	5. (Исход)   

Восьмиклассники нашли в корпусе бочку кваса. Первый слил из бочки половину кваса себе и ушел сдавать задачи, второй слил треть от остатка, третий – четверть … шестьдесят девятый – одну семидесятую от того, что оставили до него. Какая же часть кваса осталась в бочке?
	6. (Исход)                   

Во время карусели команда из 20 зачетных задач правильно решила 12. Какое наибольшее количество очков могла она набрать?

	7. (Исход)     

Найдите наибольшее нецелое число, в записи которого все цифры различны.
	8. (Исход) 

Настя сгибает квадратный листок бумаги три раза (проводит некоторую прямую и сгибает по ней). Затем листок попадает в руки к Ане, которая протыкает его иголкой. Какое количество дырок может увидеть Настя, если теперь развернет листок? (Укажите все варианты)

	9. (Исход)                    

Из спичек выложили прямоугольник так, что его периметр численно равен площади. Найдите, чему он может быть равен? (Укажите все варианты)
	10. (Исход) 

В равнобедренной трапеции со взаимно перпендикулярными диагоналями основания равны 3 и 5. Чему равна высота трапеции?

	11. (Исход)         

В однокруговом шахматном турнире Павел Сергеевич набрал в 10 раз больше очков, чем Михаил Александрович. Какое наименьшее число шахматистов могло принимать участие в турнире?
	12. (Исход)       

Автомобиль едет со скоростью 60 км/ч. На сколько он должен увеличить скорость, чтобы проезжать один километр пути на полминуты быстрее?

	13. (Исход) 

69 стульев стоят в ряд. Вокруг играют восьмиклассники в количестве 69 человек. Каждый раз, когда восьмиклассник садится на стул, он спихивает со стула своего соседа, если он есть. Какое наибольшее количество восьмиклассников может одновременно сидеть на стульях?
	14. (Исход)        

Пока Арьен Роббен обыгрывает 3 футболистов команды соперника, перед ним появляется еще один. Когда Арьену некого обыгрывать, он бьет по воротам и забивает. Сколько футболистов придется обыграть Арьену прежде, чем он забьет гол, если сейчас против него на поле команда из 11 человек?


	1. (Зачёт)      

В каждом единичном кубике куба со стороной 2010 сидит либо рыцарь, либо лжец. Если в столбце есть лжец, то в нем нигде нет рыцарей. На вопрос «Есть ли под вами в столбце рыцари?» ровно 43 человека ответило отрицательно. Сколько же рыцарей в кубе?
	2. (Зачёт)  

Найти наименьшее значение суммы FANTOM+OF+THE+OPERA (разным буквам соответствуют разные цифры).

	3. (Зачёт)   

Найти все корни уравнения: 
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	4. (Зачёт)  

Сколькими способами можно разместить пятиклеточный крест в пределах шахматной доски?

	5. (Зачёт) 

В прямоугольном треугольнике биссектриса прямого угла гипотенузу в отношении 1:4. В каком отношении делит гипотенузу высота, опущенная из вершины прямого угла?
	6. (Зачёт)          

Напишите наибольшее число, в записи пятой степени которого каждая цифра используется не более одного раза.

	7. (Зачёт)   

Чему равно наименьшее значение НОД
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	8. (Зачёт)            

На карточках по одному написаны числа от 1 до 15. Одну карточку потеряли, и оказалось, что сумма чисел на всех оставшихся – простое число. Какую карточку потеряли? (Укажите все варианты)

	9. (Зачёт)  

Клетчатый квадрат со стороной 4 покрасили в несколько цветов (каждую клетку в один цвет). Оказалось, что для любого квадратика со стороной 2 среди его клеток присутствуют две, окрашенные в один цвет. В какое наибольшее число его могли покрасить?
	10. (Зачёт)           

Валентина Александровна и Кира Григорьевна делят шоколадку 4×3. Каждая по очереди делает разлом по бороздкам и съедает все дольки 1×1, которые после разлома образуются. Какое наибольшее количество долек может гарантированно съесть Валентина Александровна, которая делает первый ход?

	11. (Зачёт)           

Пусть А1, В1, С1 – основания биссектрис, треугольника АВС с углом при вершине А, равным 120о. Чему может быть равен угол между А1В1 и А1С1? (Укажите все варианты)
	12. (Зачёт)            

Какое наибольшее количество попарно непересекающихся окружностей радиуса 99 может касаться данной окружности радиуса 100?

	13. (Зачёт)      

На шахматной доске стоит несколько ладей, причем каждая бьет ровно k других ладей. Укажите все k, при которых это возможно.

	14. (Зачёт)      

При каком наибольшем М выполнено tg2α+cos2α≥М2010 при всех 0о≤α<90о?

	15. (Зачёт)        

Сколькими способами среди первых ста натуральных чисел можно выбрать пару различных чисел, сумма которых записывается числом, содержащим 0?
	16. (Зачёт)       

Какая наибольшая площадь треугольника, у которого средняя по длине сторона равна 2? (Длины разных сторон треугольника могут совпадать)

	17. (Зачёт)        

Комар начинает летать по ребрам единичного куба из некоторой вершины. Какое наименьшее расстояние он должен пролететь, чтобы побывать в каждой точке хотя бы один раз?
	18. (Зачёт)    

При каких целых а уравнение ах2+х-а2=0 имеет хотя бы один целый корень?

	19. (Зачёт)      

Сумма трех натуральных чисел равна 100. Какие значения может принимать их НОД?
	20. (Зачёт)    
Найти все пары натуральных чисел (m, n) такие, что mn кратно 131313, m+n=131313.


9. Ответы к ИСХОДНЫМ задачам
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19.  1, 2, 4, 5, 10, 20, 25
20.     таких пар нет
Теорема Штейнера-Лемуса. 15.07.2010

@
1. Докажите, что биссектриса угла В неравнобедренного треугольника АВС и серединный перпендикуляр к стороне АС пересекаются в точке М, лежащей на описанной окружности треугольника АВС.

2. Постройте геометрическое место точек плоскости, из которых данный отрезок АС виден под данным углом β.

3. В окружности проведены хорды АС, МВ1, МВ2, причем М – середина дуги АС. Хорды АС и МВ1 пересекаются в точке M1, а хорды АС и МВ2 – в точке M2. Докажите, что если M1B1= M2B2, то либо прямые B1B2 и АС параллельны, либо точки B1 и  B2 совпадают.

4. Докажите признак равенства треугольников по стороне, противолежащему углу и биссектрисе, проведенной к данной стороне.

5. Вспомните, что биссектрисы треугольника пересекаются в одной точке.

6. Докажите теорему Штейнера-Лемуса: если в треугольнике две биссектрисы равны, то он – равнобедренный.

Числа Фибоначчи.
@
1. Друг на друга наложены две стеклянные пластинки. Обозначим за  an число способов прохождения луча через пластинки или отражения от них, после изменения его направления n раз. Найдите несколько первых значений an при n = 0,1,2,3,4. Выразите an через ak, где k<n.
Последовательность чисел, которая получается при решении этой задачи, является частью последовательности чисел Фибоначчи. Числа Фибоначчи определяются так: F1 = 1, F2 = 1, остальные члены последовательности определяются, исходя из правила 
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. Последнее соотношение будем называть свойством Фибоначчи, оно удобно для доказательства утверждений про числа Фибоначчи по индукции.
2. Выпишите первые 10 чисел Фибоначчи.

3. Докажите, что: 

a. 
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b. Если m делится на n, то Fm делится на Fn.

4. (свойство НОДа) 
a. Докажите, что Fn и Fn+1 взаимно просты.

b. Докажите, что НОД(Fn,Fm) = FНОД(m,n).
5. Докажите утверждение, обратное к утверждению 3b.
Геометрической прогрессией со знаменателем q и основанием a, называется последовательность {an} чисел, такая что an=aqn.

6. (явная формула для чисел Фибоначчи) 
a. Пусть геометрическая прогрессия обладает свойством Фибоначчи. Какие значения может принимать её знаменатель?

b. Поймите, что последовательность Фибоначчи определяется двумя своими первыми членами. Разложите последовательность Фибоначчи в сумму геометрических прогрессий со знаменателями, найденными в пункте а. и некоторыми основаниями.

c. Напишите явную формулу для Fn.
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