XXVI Летняя многопредметная школа Кировской области

Вишкиль. 3–28 июля 2010 г. 8 класс

––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––

Симметрические неравенства. 13.07.2010
Определение 1. Неравенство, обе части которого представляют собой суммы выражений вида 
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, называется симметрическим, если оно не меняется при любых перестановках входящих в него переменных.

Пусть k1 ≥ k2 ≥ k3 … ≥ kn – целые неотрицательные числа. Обозначим ( = (k1; k2; k3; …, kn). Т((х1; х2; х3; …;хn) – сумма выражений, получающихся из одночлена 
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 всевозможными перестановками переменных.
Упражнение 1. Запишите Т(2; 1; 0)(x; y; z); Т(3; 1; 1)(x; y; z); Т(2; 2; 2)(x; y; z).
Определение 2. Пусть есть два набора ( = ((1; (2; …; (n); ( = ((1; (2; …; (n), (1 ( (2 ( … ( (n ( 0; (1 ( (2 ( (n ( 0, с одинаковой суммой (1 + (2 + … + (n = (1 + (2 + … + (n. Будем говорить, что ( мажорирует ( (( 
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 (), если
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Набор ( = (k1; k2; k3; …, kn) удобно изображать в виде клетчатой лесенки из n ступенек, высота ступенек равна k1; k2; k3; …, kn, ширина равна 1 (диаграмма Юнга). Сумма k1 + k2 + k3 + … + kn называется весом диаграммы Юнга.
Упражнение 2. Нарисуйте диаграммы Юнга, соответствующие выражениям из упражнения 1.

Определение 3. Набор ( из трёх элементов мажорирует набор (, если ( можно получить из (, проделав несколько раз какие-то из операций:

(k; j; i) ( (k – 1; j + 1; i);    (k; j; i) ( (k – 1 ; j; i + 1);    (k; j; i) ( (k; j – 1; i + 1)

(операции «сбрасывания кирпичей»).

Аналогично даются определения в случае двух, четырех и более переменных.

Упражнение 3. Докажите эквивалентность определений 2 и 3 для набора из трёх элементов (Это верно и для n переменных).
Упражнение 4. Нарисуйте диаграммы Юнга для трех переменных с весом 6. Есть ли среди них несравнимые?

1. Докажите цепочку неравенств Т(3; 0; 0)(x; y; z) ≥ Т(2; 1; 0)(x; y; z) ≥ Т(1; 1; 1)(x; y; z).

2. Докажите неравенства для неотрицательных переменных:

а) 
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б) 
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в) 
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г) a3(bc + a2) + b3(ac + b2) + c3(ab + c2) ( 2abc(ab + bc + ac).

Для самостоятельного решения
3. Докажите неравенства для неотрицательных переменных:

а) 
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б) х4 + у4 + z4 ≥ х + у + z при условии, что хуz = 1;

в) х3 + у3 + z3 ≥ х2 + у2 + z2 при условии, что х + у + z = 3;

г) 
[image: image9.wmf]);
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д) a2(1 + b2) + b2(1 + c2) + c2(1 + a2) ( 6abc.
4*. Теорема Мюрхеда. Пусть ( = ((1; (2; …; (n); ( = ((1; (2; …; (n) – два набора показателей с одинаковой суммой. Если ( 
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 (, то при всех неотрицательных  х1, х2, …, хn выполняется неравенство Т((x1; x2; …; xn) ≥ Т((x1; x2; …; xn). Обратно, если выполнено такое неравенство при всех неотрицательных х1, х2, …, хn, то ( 
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 (.
5. Сколько «кирпичей» надо сбросить, чтобы из набора (n; 0; 0; …; 0) из n чисел перейти к набору (1; 1; 1; …; 1)? Выведите из теоремы Мюрхеда неравенство для средних арифметического и геометрического n неотрицательных чисел. 
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