XXVI Летняя многопредметная школа Кировской области

Вишкиль. 3–28 июля 2010 г. 8 класс

––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––

Функция Эйлера. 19.07.2010

Определение. Функцией Эйлера называется отображение, сопоставляющее каждому натуральному числу m количество чисел, не превосходящих m и взаимно простых с ним. Функция Эйлера обозначается  через ( (m).

1. а) Пусть числа а и m взаимно просты, b1, b2, …, bk – все остатки по модулю m, взаимно простые с ним. Докажите, что числа ab1, ab2, …, abk дают по модулю m все остатки из набора b1, b2, …, bk, причём каждый остаток ровно по одному разу.
б) Докажите Теорему Эйлера: для любых натуральных взаимно простых a и m 

а( (m)(1 (mod m).

2. Пусть p – простое  число.

а) Найдите ( (p);

б) Докажите, что ( (pn) = pn – 1(p – 1).
Давайте теперь займёмся выводом общей формулы для функции Эйлера. Формула эта выглядит так:
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Напомним, что у нас уже была задача, в которой предлагалось выразить функцию Эйлера по формуле включения-исключения для n множеств. Её, наверно, тоже можно сейчас сдавать.

3. а) Пусть даны n попарно взаимно простых чисел m1, m2, …, mn. Докажите (при помощи китайской теоремы об остатках), что ( (m), где m = m1m2…mn, равно количеству возможных наборов r1, r2, …, rn таких, что 
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 и ri взаимно просто с mi  при всех i = 1, 2, …, n. 
б) Выведите из пункта а) формулу для функции Эйлера.

4. Мультипликативность функции Эйлера: если n и m взаимно просты, то
( (nm) = ( (n)( (m).
Рассмотрим следующую таблицу для взаимно простых m и n.

	1
	2
	…
	m

	m+1
	m+2
	…
	2m

	…
	…
	…
	…

	(n ‑ 1)m+1
	(n ‑ 1)m+2
	…
	nm


а) Сколько чисел в каждой строке взаимно просто с m?

б) Сколько чисел в каждом столбце взаимно просто с n?
в) Докажите свойство мультипликативности, используя пункты а) и б).
г) Выведите из свойства мультипликативности формулу для функции Эйлера.

5. Решите уравнения

а) ( (x)=2; б) ( (x)=28; в) ( (x)=42; г) ( (x)=8.

Для самостоятельного решения

6. Решите уравнения: а) 
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7. Радмир выписал все правильные дроби со знаменателем 300 и привел их к несократимому виду.  Сколько он получил дробей со знаменателем 300? А со знаменателем 30?
8. (Тождество Гаусса) Для каждого делителя числа n (включая само это число) нашли значение функции Эйлера и все полученные результаты сложили. Докажите, что сумма равна n.
9. Докажите, что длина периода десятичного разложения дроби 1/n является делителем числа ((n).

10. Докажите, что если число n не делится ни на 3, ни на 5, то n60–1 делится на 225.
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