XXVI Летняя многопредметная школа Кировской области

Вишкиль. 3–28 июля 2010 г. 8 класс

––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––

Отображения множеств. 05.07.2010
Определение. Отображением f  из множества X в множество Y называется правило или закон, по которому каждому элементу x множества X ставится в соответствие единственный элемент f(x) множества Y.

При этом если f(x) = y, то элемент y называется образом элемента x при отображении f, а элемент x называется прообразом элемента y при отображении f.

Обозначения: f: X → Y – отображение, где X – область определения, а Y – область значений.

Способы задания отображений: диаграмма, таблица, график, формула.

1. Сколько всего существует отображений из множества с m элементами в множество с n элементами?
2. Какие из следующих правил задают отображения? Каковы области определения и значений этих отображений?
a) абсцисса точки с заданными координатами; б) сумма цифр числа; в) остаток от деления на k; г) целая часть, дробная часть; д) характеристическая функция подмножества.

Определение. Пусть заданы отображения f: A → B и g: B → C. Определим композицию h = g ○ f формулой h(a) = g(f(a)).
3. Докажите, что а) f ○ id = id ○ f = f; б) (h ○ g) ○ f = h ○ (g ○ f), где id – тождественное отображение (переводит каждый элемент в себя).

Определение. Отображение g: B → A называется обратным к отображению f: A → B, если g ○ f = f ○ g = id.
4. Найдите обратные к следующим отображениям: y = 3x + 2, y = (x+1)/(x+2), y = x2+4x+3 (x ( – 2).

5. Приведите примеры отображений, обратными к которым являются они сами (не менее трех примеров).
6. Докажите, что если отображения f: A → B и g: B → C обратимы, то обратима и их композиция, причём (g ○ f)-1 = f -1 ○ g-1.
Определение. Отображение f: X → Y называется сюръективным, если для каждого y ( Y существует хотя бы один элемент x ( X такой, что y = f(x), инъективным, если для каждого y ( Y существует не более одного элемента x ( X такого, что y = f(x), биективным, если оно сюръективно и инъективно.

7. Рассмотрим возведение в квадрат как четыре отображения со следующими областью определения и областью значений: R → R, R → R+, R+ → R, R+ → R+. Какие из этих отображений являются инъективными? сюръективными? биективными? (R – множество всех действительных чисел, R+ – множество неотрицательных вещественных чисел).

8. Проверить утверждения:

a) если f и g биективны, то f ○ g биективно;
б) если f ○ g биективно, то f и g биективны;
в) если g ○ f инъективно, то f инъективно;
г) если f ○ g сюръективно, то g сюръективно.

9. Счастливым билетом называется билет с шестизначным номером, у которого сумма первых трёх цифр равна сумме последних трёх цифр. Каких счастливых билетиков больше:
а) с суммой цифр в каждой части 15 или с суммой 12?

б) с суммой 9 или с суммой 10?

10. В выпуклом n-угольнике никакие три диагонали не пересекаются в одной точке. Сколько точек пересечения у этих диагоналей? (Концы диагоналей не считаются точками пересечения.)

11. Две шайки гангстеров охотятся друг на друга. Каждый гангстер охотится ровно за одним противником, и за каждым гангстером охотится не более одного противника. Главарь одной из шаек обнаружил, что не за  всеми противниками охотятся. Докажите, что обе шайки бесконечны.
12. Установите биекцию между множествами натуральных и целых чисел.
13. Установите биективное соответствие между:

а) точками отрезков длины 4 и длины 5; б) точками полуокружности без крайних точек и числовой прямой; в) точками интервала и точками отрезка.
Для самостоятельного решения

14. Пусть s – отображение, сопоставляющее натуральному числу его сумму цифр, а resk – отображение, сопоставляющее натуральному числу остаток от деления его на k. а) Докажите, что s ○ res3 = res3 ○ s. Как Вы формулировали этот факт ранее? б) Для каких k выполнено равенство s ○ resk = resk ○ s?
15. Установите биекцию между клетками бесконечной (во все стороны) шахматной доски и натуральным рядом.

