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––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––

Комплексные числа–1. 07.07.2010
Определение. Комплексным числом называется пара вещественных чисел (a, b) с операциями сложения и умножения, определяющимися так:

(a, b) + (c, d) = (a + c, b + d);

(a, b) · (c, d) = (ac – bd, ad + bc).

Свойства комплексных чисел

1. Существует нейтральный элемент, обозначающийся за 0, такой что для любого комплексного z выполняется равенство z + 0 = 0 + z = z.

2. Коммутативность сложения: z + w = w + z.
3. Ассоциативность сложения: z1 + (z2 + z3) = (z1 + z2) + z3.
4. Для любого числа z существует обратный элемент по сложению – z такой, что z + (– z) = 0.
5. Существует нейтральный элемент относительно умножения 1, такой что
 z·1= 1· z=z.

6. Коммутативность умножения: z·w = w·z.
7. Ассоциативность умножения z1(z2z3) = (z1z2)z3.
8. Для любого числа z ≠ 0 существует обратный элемент по умножению z –1 такой, что z · z –1 = 1.

9. Дистрибутивность: z1(z2 + z3) = z1z2 + z1z3.

Поймите, что коммутативность  умножения и сложения, а также ассоциативность сложения очевидны.
1. Найдите нейтральные элементы по умножению и сложению и докажите, что они единственны. Какой элемент будет обратным к (a, b) по сложению?

2. Докажите свойство дистрибутивности и скажите преподавателям спасибо, что они не просят вас доказывать ассоциативность умножения.
3. Проверьте, что числа вида (a, 0) можно рассматривать как вещественные числа.

В дальнейшем комплексное число (a, 0) мы будем обозначать просто а.

4. Решите в комплексных числах уравнение z2=(–1, 0).
Комплексное число (0, 1) обозначается за i и называется мнимой единицей. Соответственно, любое комплексное число z = (a, b) можно представить в виде a + bi, где a и b вещественные. Число a называется вещественной частью z и обозначается Re z. Число b (а вовсе не bi, как иногда наивно думают некоторые) называется мнимой частью z и обозначается Im z. Заметим, что два комплексных числа равны тогда и только тогда, когда у них равны вещественные и мнимые части.
Комплексное число 
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5. Проверьте, что а) 
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Поскольку комплексное число представляет из себя пару вещественных чисел, ему можно взаимно однозначно сопоставить точку на декартовой плоскости. Расстояние от точки z до начала координат обозначается |z| и называется модулем z.
6. Докажите, что а) 
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7. Вычислите а) (1+i)4; б) 
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8. Докажите свойство 8.
9. Найдите все значения выражения 
[image: image8.wmf]i

4

3

-

.
Для самостоятельного решения
10. Решите в комплексных числах уравнение  z3 – 1 = 0.
11. Опишите множества точек, удовлетворяющие условиям:
а)Re z < 1; б) 
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12. Пусть f(z) – многочлен с вещественными коэффициентами. Докажите, что 
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13. Найдите сумму 
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