XXVII Летняя многопредметная школа Кировской области

Вишкиль. 3-28.VII.2011 г.  8 класс

Периодичность. 09 июля
1. Какой остаток дает число 
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при делении на 7?
2. ЛМШонок решил сдать Артему Александровичу задачу. А.А. оставил на дверях всех комнат корпуса №9 записки следующего содержания: «Я в комнате № …» и исчез в неизвестном направлении (разные записки могут сообщать разную информацию). ЛМШонок начал поиски А.А. с 15-ой комнаты, руководствуясь этими указаниями. а) Докажите, что с некоторого момента он начнет двигаться по циклу. б) Можно ли утверждать, что ЛМШонок когда-нибудь вернётся в 15-ую комнату? 

Определение. Последовательность называется периодической с периодом T, если существует такое число n0, что an=an+T для любого n≥n0. Начало последовательности до первого периода называется предпериодом.
Теорема о периодичности. Пусть А – конечное множество, а f – отображение из А в А. Тогда для любого последовательность состояний а, f(а), f(f(а)), f(f(f(а))), ... начиная с некоторого момента станет периодичной.

3. а) Пусть x – дата вашего рождения. Разделите x на 17 в столбик, докажите, что в частном будет периодичная дробь, найдите период. 

б) Докажите что любое рациональное число P/Q записывается периодической десятичной дробью. 
4. Какой остаток дает число 
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при делении на 11?

5. В последовательности 1,9,9,9,…. каждая цифра, начиная с пятой, равна последней цифре суммы предыдущих четырёх цифр. Встретятся ли дальше в этой последовательности следующие наборы цифр: а) 1,9,9,9? б) 9,0,1,9? в) 2,0,1,1?

6. Пусть Fn – последовательность Фибоначчи (F1=F2=1, Fn+1=Fn+Fn-1). Докажите, что в этой последовательности есть число кратное 2011. Оцените номер этого числа сверху.

Определение. Пусть дано отображение f: A →A конечного множества в себя. Орбитой элемента называется множество {а, f(а), f(f(а)), …}.
7. Докажите, что орбита любого элемента при инъекции конечного множества на себя – цикл. Сформулируйте дополнение к теореме периодичности для случая когда f – инъекция.
8. (Задача про Путешественника) а) В стране из каждого города выходят ровно три дороги в другие города. Путешественник выехал из города A и поворачивал все время направо. Докажите, что когда-нибудь он снова попадет в город A. 
б) То же самое, но путешественник сворачивал поочередно то налево, то направо. 
в) То же самое, но путешественник поворачивал по такой программе: два раза направо, три раза налево; потом снова два раза направо, три раза налево и т. д.

9. Некоторая комбинация поворотов граней вывела кубик Рубика из правильного положения. Докажите, что повторив эту комбинацию еще несколько раз, можно вернуться в исходную ситуацию.
Пусть p – простое число, a – не делится на p. Определим отображение на множестве остатков следующим образом: 
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10. а) Как могут быть расположены относительно друг друга орбиты двух элементов отображения f (пересекаются, одна в другую вложена и т.п.)? А если p не простое?
б) Пусть d минимальное натуральное число, такое что 
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. (Почему такое d существует?) Докажите, что все орбиты состоят из d элементов.

в) Докажите, что p-1 делится на d.

г) Докажите малую теорему Ферма: 
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11. а) При каких условиях можно гарантировать отсутствие предпериода в задаче 3?
б) Что можно сказать про длину периода?
Еще задачи
12. По кругу стоит несколько коробочек. Каждая из них может быть пустой или содержать один или несколько шариков. Сначала из какой-то коробочки берутся все шарики и раскладываются по одному по часовой стрелке, начиная со следующей коробочки. На следующем ходу раскладывают шарики из той коробочки, в которую попал последний шарик на предыдущем ходу, и т.д. Докажите, что в какой-то момент повторится начальное расположение шариков.
13. Каждому натуральному k ≤ 100 поставлено в соответствие натуральное f(k) ≤ 100.  Рассмотрим последовательность a1 = 1, ak+1 = f(ak). Докажите, что найдется n ≤ 100, для которого an = a2n.

14. Пусть Fn – последовательность Фибоначчи (F1=F2=1, Fn+1=Fn+Fn-1). 

а) Докажите, что если n кратно m, то Fn кратно Fm. 

б) Докажите, что если Fn кратно Fm  и Fm>1, то n кратно m.
15. На проволоку, имеющую форму окружности, насажено несколько стальных шариков одинакового размера. В некоторый момент шарики начинают двигаться с одинаковыми скоростями, но некоторые – по часовой стрелке, а некоторые – против. Сталкиваясь, шарики разлетаются с теми же скоростями в противоположные стороны. Докажите, что через некоторое время расположение шариков на окружности совпадет с исходным, если: а) шарики неразличимы; б) все шарики разного цвета.
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