XXVII Летняя многопредметная школа Кировской области

Вишкиль. 3-28.VII.2011 г.  8 класс

Формула включений и исключений. 10 июля
1. Докажите свойство операций над множествами:
а) A((B(С)=(A(B)((A(С);
б) A((B(С)=(A(B) ( (A(С).

2. В группе n человек. Каким числом способов можно разделить детей по трем комнатам так, чтобы в каждой комнате кто-то был?
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Пусть множества A1, A2, …, An конечны. Докажите, что
а) |A1(A2|=|A1|+|A2|-|A1(A2|;
б) |A1(A2(A3|=|A1|+|A2|+|A3|-|A1(A2|-|A1(A3|-|A2(A3|+|A1(A2(A3| .
в) Придумайте обобщение формулы из предыдущего пункта на n множеств. Докажите ее по индукции. 

г) (Другое доказательство) Пусть элемент a входит ровно в k множеств Ai. Посчитайте, сколько раз он посчитан в левой и правой части формулы. Докажите получившееся тождество, используя бином Ньютона.

Для произвольного набора конечных множеств А1, А2,..., Аn  справедлива формула 

A1А2...An=A1+A2+...+AnA1A2–...–An-1An+ … +A1A2A3+ ... +(–1) n-1A1A2... An.

4. Сколько существует целых чисел от 1 до 16 500, которые
а) не делятся на 5; б) не делятся ни на 3, ни на 5; в) не делятся ни на 3, ни на 5, ни на 11; г) не делятся ни на 3 ни на 5, но делятся на 11.

5. В квадрате площадью 6 расположены 3 многоугольника, площадь каждого из которых равна 3. Доказать, что среди них найдутся два многоугольника, площадь общей части которых не меньше 1.

6. Сколько существует различных натуральных чисел, меньших миллиона, в запись которых входит каждая из цифр 1,2,3,4? 

7. В библиотеке n книг и несколько читателей (каждый прочел хотя бы одну книгу). Про любые k книг (1kn) известно, сколько читателей прочитало их все. Как найти общее число читателей?
8. Пусть |M|=m, |N|=n. Сколько существует отображений из множества M в множество N которые являются сюръекциями.

9. а)  Обозначим через Dn число перестановок на множестве чисел от 1 до n, в которых ни одно из чисел не совпадает со своим номером. Найти формулу для величины Dn. (Эти числа называются субфакториалами.)
б) У факториала есть прекрасное свойство: n! = (n–1)((n–1)!+(n–2)!). Докажите комбинаторно и алгебраически, что тем же свойством обладает и субфакториал.
