XXVII Летняя многопредметная школа Кировской области

Вишкиль. 3-28.VII.2011 г.  8 класс

Постулат Бертрана. 09 июля
Теорема. Для любого натурального n ≥ 2 между n и 2n найдется простое число.
· Сформулирована Ж.Л. Бертраном в 1845 году (и проверена до n=3000000). 
· Первое доказательство – П.Л. Чебышев в 1850 г.
· Более простое доказательство – Рамануджан в 1919 г.
· Самое простое доказательство – П. Эрдёш в 1932 г.
В этом листке p всегда обозначает простое число.
Шаг 1. 
1. Докажите, что 
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Указание. Будем доказывать по индукции. Переход от n-1 к n. Если n четно, то понятно. Если n нечетно, то 
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Первое неравенство следует из предположения индукции и того, что 
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 кратно p, при 
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Второе неравенства следует из того, что 
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 (докажите!).
Шаг 2.

Основная идея: будем изучать разложение 
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 на простые множители.
2. а) Докажите, что максимальная степень p, на которую делится n! равна 
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б) Докажите, что максимальная степень p, на которую делится 
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в) Докажите, что 0≤ [2x]-2[x] ≤1.
3. Докажите, что если p>2n, то 
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не делится на p.
4. Докажите, что если n<p<2n, то p входит в 
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 ровно в первой степени.
5. Докажите, что если 2n/3<p(n,  то 
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  не делится на p.  
6. Докажите, что если 
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 кратно pk, то pk<2n. В частности, при 
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 не выше чем в первой степени.
Пример.  
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Из задач 3-6 следует, что 
[image: image18.wmf]2

2

2

2

2

3

2

n

n

n

npn

pn

np

Cnpp

<£

£

<£

<××

ÕÕÕ


Шаг 3. 

7. Докажите, что 
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Указание: воспользуйтесь тем, что 
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, и тем, что 
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 для любого k.
Из последних двух шагов следует, что 
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Шаг 4. 
Предположим, что 
[image: image23.wmf]2

1

npn

p

<£

=

Õ

. Тогда 
[image: image24.wmf](

)

2

12

3

4241

n

n

n

n

+

<××

, откуда 
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8. Докажите по индукции, что 
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9. Выведите из этого, что 
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10. Докажите, что 
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 при n>50. 
11. Докажите, что равенство 
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 может выполняться только при 
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Постулат Бертрана для n>4000 доказан!
Шаг 5. 
12. Докажите постулат Бертрана при 
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Указание. Рассмотрим простые числа 2,3,5,7,14,23,43,83,163,317,631,1259,2503,4001. 
Так как отношение любых двух соседних меньше 2 и они все простые, то для любого 
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 постулат Бертрана верен.
Постулат Бертрана доказан!

Гипотеза Лежандра. Для любого n≥2 найдётся простое число p между n2 и (n+1)2. Эта гипотеза до сих пор не доказана и не опровергнута.
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