
Äâàäöàòü ñåäüìàÿ Ëåòíÿÿ Ìíîãîïðåäìåòíàÿ Øêîëà Êèðîâñêîé îáëàñòè

Âèøêèëü. 3-28 èþëÿ 2011 ã.

Çàêëþ÷èòåëüíàÿ îëèìïèàäà. 24 èþëÿ.

Êðàòêèå ðåøåíèÿ

1. Ðûáàêè ëîâèëè ðûáó äâà äíÿ. Â ïåðâûé äåíü êàæäûé ðûáàê ïîéìàë ñòîëüêî ðûá,
ñêîëüêî âñå îñòàëüíûå âìåñòå âî âòîðîé äåíü. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ðûáàêè ïîéìàëè ïî-
ðîâíó ðûá.
Ðåøåíèå Êàæäûé ðûáàê ïîéìàë çà äâà äíÿ ñòîëüêî, ñêîëüêî âñå ðûáàêè ïîéìàëè âî

âòîðîé äåíü.
2. 49 òî÷åê íà îêðóæíîñòè çàíóìåðîâàíû (âîçìîæíî, â áåñïîðÿäêå) íå÷åòíûìè ÷èñ-

ëàìè 3, 5, 7, ..., 99. Åñëè îäèí íîìåð äåëèòñÿ íà äðóãîé, òî÷êè ñîåäèíÿþòñÿ õîðäîé.
Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ õîðäû, êîòîðûå ïåðåñåêàþòñÿ (âíóòðè êðóãà).
Ðåøåíèå Ðàññìîòðèì òî÷êè ñ íîìåðàìè 3, 9, 27, 81. Ëþáûå äâå èç íèõ ñîåäèíåíû

õîðäîé, ïîýòîìó áóäóò ïåðåñå÷åíèÿ âíóòðè êðóãà.
Çàìå÷àíèå Åñòü ìíîãî äðóãèõ ðåøåíèé.
3. A, B è C - ïîñëåäîâàòåëüíûå âåðøèíû ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà, äëèíà ñòîðîíû

êîòîðîãî ðàâíà 1. Äèàãîíàëè ìíîãîóãîëüíèêà, âûõîäÿùèå èç âåðøèíû B, äåëÿò òðå-
óãîëüíèê ABC íà n � 2 òðåóãîëüíèêà. Äîêàæèòå, ÷òî â êàæäîì èç íèõ äëèíà îäíîé
ñòîðîíû ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ äëèí äâóõ äðóãèõ ñòîðîí.
Ðåøåíèå Ïóñòü X,Y � ñîñåäíèå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé è ïðÿìîé AC (òî÷êà

X ëåæèò ìåæäó A è Y ). Òîãäà òðåóãîëüíèêè BXY è ABY ïîäîáíû ïî äâóì óãëàì,
îòêóäà AB � BX � BY � XY . Çíà÷èò XY � BX �BX.
4. Ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà a, b, c, íå ïðåâîñõîäÿùèå 1, òàêîâû, ÷òî ab � ac � bc � 1. Äî-

êàæèòå, ÷òî a2 � b2 � c2 B 2
Ðåøåíèå 1 Ïóñòü a B b B c. Òîãäà

a2 � b2 � c2 B ac � bc � 1 B ac � bc � ab � 1 � 2

Ðåøåíèå 2 Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî a � b � c B 2. Ìåòîäîì Øòóðìà äîêàçûâàåòñÿ,
÷òî åñëè a�b�c � 2�x, òî ìèíèìóì, âûðàæåíèÿ ab�ac�bc � 1 äîñòèãàåòñÿ ïðè a � b � 1,
c � x è ðàâåí 1 � 2x A 1. Çíà÷èò a � b � c B 2, îòêóäà a2 � b2 � c2 B 2.
5. Äàíî öåëîå ÷èñëî n A 0. Èìåþòñÿ ÷àøå÷íûå âåñû è n ãèðü, âåñà êîòîðûõ ðàâíû

20,21, . . . ,2n�1. Âñå n ãèðü âûêëàäûâàþòñÿ îäíà çà äðóãîé íà ÷àøè âåñîâ, òî åñòü íà
êàæäîì èç n øàãîâ âûáèðàåòñÿ ãèðÿ, êîòîðàÿ åùå íå âûëîæåíà íà âåñû, è äîáàâëÿåòñÿ
ëèáî íà ëåâóþ, ëèáî íà ïðàâóþ ÷àøó âåñîâ; ïðè ýòîì ãèðè âûêëàäûâàþòñÿ òàê, ÷òîáû
íè â êàêîé ìîìåíò ïðàâàÿ ÷àøà íå áûëà òÿæåëåå ëåâîé. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ
âûïîëíèòü òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü øàãîâ.
Ðåøåíèå Îòâåò �2n � 1�!!. Ïî èíäóêöèè äîêàçûâàåòñÿ, óòâåðæäåíèå � åñëè åñòü n

ãèðåê ñ ìàññàìè a1, a2, a3, . . . , an òàêèõ, ÷òî ak�1 A a1�a2� . . .�ak, òî èõ ìîæíî âûñòàâèòü
�2n � 1�!! ñïîñîáàìè. Ïåðåõîä � åñëè ãèðüêà êîòîðóþ âûñòàâëÿþò n � 1 ñàìàÿ òÿæåëàÿ,
òî åå ïîñòàâèòü îäèí ñïîñîá, åñëè îäíà èç n îñòàëüíûõ, òî åñòü 2 ñïîñîáà åå ïîñòàâèòü.
Èòîãî êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ óìíîæàåòñÿ íà 2n � 1.
6. Îáîçíà÷èì ÷åðåç p�n, k� êîëè÷åñòâî äåëèòåëåé ÷èñëà n íå ìåíüøèõ ÷åì k. ×åìó

ðàâíà ñóììà p�1001,1� � p�1002,2� � . . . � p�2000,1000�?



Ðåøåíèå Îòâåò 2000. Â ýòîé ñóììå áóäóò ïî ðàçó ïîäñ÷èòàíû â êà÷åñòâå äåëèòåëåé
âñå ÷èñëà îò 1 äî 2000.
7. Âíåâïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABC êàñàåòñÿ åãî ñòîðîíû BC â òî÷êå P ,

à ïðîäîëæåíèé ñòîðîí AB è AC � â òî÷êàõ Q è R ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè
ñåðåäèíà PQ ëåæèò íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC, òî è ñåðåäèíà PR
òîæå ëåæèò íà ýòîé îïèñàííîé îêðóæíîñòè.
8. Ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ ñåòêà èç ïàðàëëåëîãðàììîâ íà ïëîñêîñòè â âåðøèíàõ êîòîðîé

ìîæíî íàðèñîâàòü ïðàâèëüíûé ïÿòèóãîëüíèê?
Ðåøåíèå Îòâåò: íåò ñóùåñòâóåò. Çàäà÷à ðåøàåòñÿ áåñêîíå÷íûì ñïóñêîì � ïî ïÿòè-

óãîëüíèêó ñòðîèòñÿ ïÿòèóãîëüíèê ìåíüøåãî ðàçìåðà ñ âåðøèíàìè â ðåøåòêå.


