
Äâàäöàòü ñåäüìàÿ Ëåòíÿÿ Ìíîãîïðåäìåòíàÿ Øêîëà Êèðîâñêîé îáëàñòè

Âèøêèëü. 3-28 èþëÿ 2011 ã.

Çàêëþ÷èòåëüíàÿ îëèìïèàäà. 24 èþëÿ

Äîâûâîä

1. Ðûáàêè ëîâèëè ðûáó äâà äíÿ. Â ïåðâûé äåíü êàæäûé ðûáàê ïîéìàë ñòîëüêî ðûá,
ñêîëüêî âñå îñòàëüíûå âìåñòå âî âòîðîé äåíü. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ðûáàêè ïîéìàëè ïî-
ðîâíó ðûá.
2. 49 òî÷åê íà îêðóæíîñòè çàíóìåðîâàíû (âîçìîæíî, â áåñïîðÿäêå) íå÷åòíûìè ÷èñ-

ëàìè 3, 5, 7, ..., 99. Åñëè îäèí íîìåð äåëèòñÿ íà äðóãîé, òî÷êè ñîåäèíÿþòñÿ õîðäîé.
Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ õîðäû, êîòîðûå ïåðåñåêàþòñÿ (âíóòðè êðóãà).
3. A, B è C - ïîñëåäîâàòåëüíûå âåðøèíû ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà, äëèíà ñòîðîíû

êîòîðîãî ðàâíà 1. Äèàãîíàëè ìíîãîóãîëüíèêà, âûõîäÿùèå èç âåðøèíû B, äåëÿò òðå-
óãîëüíèê ABC íà n � 2 òðåóãîëüíèêà. Äîêàæèòå, ÷òî â êàæäîì èç íèõ äëèíà îäíîé
ñòîðîíû ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ äëèí äâóõ äðóãèõ ñòîðîí.
4. Ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà a, b, c, íå ïðåâîñõîäÿùèå 1, òàêîâû, ÷òî ab � ac � bc � 1. Äî-

êàæèòå, ÷òî a2 � b2 � c2 B 2
5. Äàíî öåëîå ÷èñëî n A 0. Èìåþòñÿ ÷àøå÷íûå âåñû è n ãèðü, âåñà êîòîðûõ ðàâíû

20,21, . . . ,2n�1. Âñå n ãèðü âûêëàäûâàþòñÿ îäíà çà äðóãîé íà ÷àøè âåñîâ, òî åñòü íà
êàæäîì èç n øàãîâ âûáèðàåòñÿ ãèðÿ, êîòîðàÿ åùå íå âûëîæåíà íà âåñû, è äîáàâëÿåòñÿ
ëèáî íà ëåâóþ, ëèáî íà ïðàâóþ ÷àøó âåñîâ; ïðè ýòîì ãèðè âûêëàäûâàþòñÿ òàê, ÷òîáû
íè â êàêîé ìîìåíò ïðàâàÿ ÷àøà íå áûëà òÿæåëåå ëåâîé. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ
âûïîëíèòü òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü øàãîâ.

Âûâîä

6. Îáîçíà÷èì ÷åðåç p�n, k� êîëè÷åñòâî äåëèòåëåé ÷èñëà n íå ìåíüøèõ ÷åì k. ×åìó
ðàâíà ñóììà p�1001,1� � p�1002,2� � . . . � p�2000,1000�?
7. Âíåâïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABC êàñàåòñÿ åãî ñòîðîíû BC â òî÷êå P ,

à ïðîäîëæåíèé ñòîðîí AB è AC � â òî÷êàõ Q è R ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè
ñåðåäèíà PQ ëåæèò íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC, òî è ñåðåäèíà PR
òîæå ëåæèò íà ýòîé îïèñàííîé îêðóæíîñòè.
8. Ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ ñåòêà èç ïàðàëëåëîãðàììîâ íà ïëîñêîñòè â âåðøèíàõ êîòîðîé

ìîæíî íàðèñîâàòü ïðàâèëüíûé ïÿòèóãîëüíèê?


