Двадцать девятая Летняя многопредметная школа Кировской области

Вишкиль. 3-28.VII.2013 г. 8 класс

Вступительный тест
03 июля
1. Докажите методом математической индукции, что 


[image: image286.wmf].

2. Нарисуйте сумму и разность указанных векторов:
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3. Перечислите все движения, которые переводят равносторонний треугольник в себя.
4. Перечислите все движения, которые переводят прямую в себя.
5. Ольга Валентиновна утверждает, что числа a и b сравнимы по модулю 125. Что она имеет в виду?

6. Какие остатки при делении на 101 может давать число а) a200; б) a50, где a – целое.

а) 
 




;
б) 






7. Известно, что 
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. Отметьте заведомо верные утверждения 
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8. Дайте определение функции Эйлера? Найдите φ(125).
9. Решите уравнение в целых числах 42x + 37y = 16.
10. В отряде 18 девочек и 31 мальчик. Сколькими способами можно из них выбрать команду из 6 человек на Dance-Show, в которой а) только девочки; б) девочек и мальчиков поровну; в) мальчиков больше, чем девочек? 

а) 
 ;
б) 
;
в) 
.

11. Сколькими способами можно распределить 8 конфет между тремя различными людьми, если: а) все конфеты разные; б) все конфеты одинаковые? 
а) 

 



;
б) 





.
12. Найдите коэффициент при x7 в (2 + x)10

 




.
13. Найдите наименьшее значение суммы а) 
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14. Расположите в порядке возрастания: 
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, если x и y — различные положительные числа.
15. Найдите сумму 1 + 3 + 32 + 33 + … + 3n.
Вступительная олимпиада
04 июля
1. Расставьте натуральные числа от 1 до 9 по одному в клетках доски 3(3 так, чтобы среди произведений чисел в каждой строке и в каждом столбце (всего 6 произведений) оказалось не менее трех одинаковых.

2. У Нади было 4 палочки, из которых ей удалось сложить четырехугольник с перпендикулярными диагоналями. Докажите, что из тех же палочек можно сложить четырехугольник, два противоположных угла которого будут прямыми.

3. Два автомобиля соревнуются на круговом треке, стартуя с одной линии, но в разные стороны. Их пятьдесят первая встреча произошла на линии старта. Первый проезжал каждый круг на 12 секунд быстрее второго. За сколько секунд каждый из автомобилей проезжал круг трека, если известно, что на круг уходило не менее 3 минут?

4. На сторонах BC, CA и AB треугольника ABC выбраны соответственно точки A1, B1 и C1, причём медианы A1A2, B1B2 и C1C2 треугольника A1B1C1 соответственно параллельны прямым AB, BC и CA. В каком отношении точки A1, B1 и C1 делят стороны треугольника ABC ?
5. Натуральные числа х и у таковы, что 3х2 + х = 4у2 + у. Докажите, что число х – у является квадратом натурального числа.

6. Петя и Вася хотят сложить девять башен высотой в девять кубиков каждая. Кубики выкладывают по очереди, первым ходит Петя. Разрешается класть кубик в любую башню высотой менее 9, либо начинать новую башню, если их количество меньше 9. За каждый кубик игрок получает столько очков, сколько кубиков оказалось после его хода в башне, куда он добавил кубик. Какое наибольшее количество очков сможет гарантированно набрать Петя, как бы ни играл соперник?

Метод последовательных улучшений (оптимизация) 
04 июля
16. Пять деревень расположены друг за другом на прямой дороге. Где надо выкопать колодец, чтобы сумма расстояний от него до деревень была минимальной? 

17. Как разбить число 2013 на несколько натуральных слагаемых так, чтобы их произведение было наибольшим из возможных?
18. а) Докажите, что любой отрезок, лежащий внутри треугольника, короче его наибольшей стороны. 

б) Докажите, что любой отрезок, лежащий внутри выпуклого многоугольника, короче его наибольшей диагонали или наибольшей стороны.

19. а) Докажите, что среди всех треугольников, вписанных в данную окружность, наибольшую площадь имеет правильный.

б) Докажите, что среди всех n-угольников, вписанных в данную окружность, наибольшую площадь имеет правильный.
20. Треугольник целиком содержится в параллелограмме. Докажите, что площадь треугольника не превышает половины площади параллелограмма.
Для самостоятельного решения

21. Один выпуклый многоугольник лежит внутри другого. Докажите, что периметр внутреннего многоугольника не больше периметра внешнего. 

22. Докажите, что среди всех n-угольников, вписанных в данную окружность, наименьший периметр имеет правильный (найдите геометрическое решение).
Векторы
5 июля
Определения. Вектор – отрезок, имеющий направление, т.е. у него указаны начало и конец. Векторы равны, если у них совпадают длина и направление. Векторы сонаправлены, если у них совпадают направления. Векторы коллинеарны, если они направлены вдоль одной прямой.
23. а) Может ли длина суммы двух векторов быть меньше длины каждого из них?

б) Может ли длина разности двух векторов быть меньше разности их длин? 
24. Нарисуйте два вектора [image: image16.png]21



 и [image: image18.png]


. Изобразите векторы [image: image20.png]


, [image: image22.png]


 и [image: image24.png]m=5C+2d—5a



.
25. Даны векторы [image: image26.png]21



, [image: image28.png]


 и точка О. Известно, что [image: image30.png]


, [image: image32.png]


, [image: image34.png]


. Верно ли, что точка С лежит на прямой АВ? На отрезке?
26. а) AM – медиана треугольника АВС. Докажите, что [image: image36.png]


.
б) Точка M делит отрезок BC в отношении x:y, считая от точки B. Докажите, что для любой точки О на плоскости верно равенство [image: image38.png]W':WEfxﬁ"



.
27. Дан четырехугольник ABCD. Точки M и N – середины сторон BC и AD соответственно. Докажите, что [image: image40.png]


.
28. На сторонах пятиугольника AB, BC, CD, DE отметили середины сторон K, L, M, N соответственно. P и Q – середины отрезков KM и LN. Докажите что PQ||AE и найдите, во сколько раз отрезок AE больше отрезка PQ.

29. а) Пусть точка М – точка пересечения медиан треугольника АВС. Докажите, что для любой точки плоскости О верно равенство [image: image42.png]


.
б) Пусть H – ортоцентр треугольника АВС, O – центр описанной окружности. Докажите, что [image: image44.png]OH=0A+0B+0C



.

30. Из центра правильного пятиугольника направили векторы ко всем его вершинам. Чему равна сумма всех этих векторов?

31. Сумма n векторов равна [image: image46.png]


 (n ≥ 3), и среди них нет сонаправленных. Докажите, что из этих векторов можно составить выпуклый n-угольник.
32. Дан треугольник площади 1. Докажите, что из его медиан можно составить треугольник и найдите его площадь.
33. На плоскости есть 2013 векторов, среди которых есть неколлинеарные. Сумма любых 2012 векторов коллинеарна с невключенным в эту сумму вектором. Докажите, что сумма всех векторов равна [image: image48.png]


.

34. На сторонах многоугольника, вписанного в окружность диаметра 1, расставлены стрелки. Докажите, что длина суммы полученных векторов не превосходит 2.

Для самостоятельного решения

35. Докажите, что неколлинеарные векторы [image: image50.png]21



 и [image: image52.png]


 равны по длине тогда и только тогда, когда векторы [image: image54.png]


 и [image: image56.png]ind
|



 перпендикулярны.
36. E и F – середины сторон AB и CD четырехугольника ABCD. K, L, M, N – середины отрезков AF, CE, BF, DE соответственно. Доказать, что KLMN – параллелограмм.
37. На стороне АВ треугольника АВС отметили такую точку М, что АМ=2МВ, на стороне ВС – такую точку N, что BN=3NC, а на стороне AC – ее середину P. Затем треугольник стерли, оставив только точки M, N и P. Как восстановить треугольник АВС?
38. Дано 2n векторов на плоскости, двое по очереди берут себе по одному вектору. Выигрывает тот, у кого длина суммы его векторов будет больше. Кто выиграет при правильной игре, начинающий или его противник?
Неравенства
05 июля
Квадрат всегда неотрицателен.

39. Докажите, что для любых чисел a и b выполнено неравенство a2+b2 ( 2ab. 
Когда достигается равенство?

40. Докажите, что x2+4xy+8y2+4y ( –1.
41. Пусть a, b > 0. Какое наименьшее значение может принимать выражение 
[image: image57.wmf]b
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Сложение и умножение неравенств.

42. Докажите, что a2+b2+c2 ( ab+bc+ac.

43. Докажите неравенство 
[image: image58.wmf]abbccaabcbcacab
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, где a, b, c ( 0.
44. Докажите, что (a+b)(b+c)(c+a) ( 8abc, где a, b, c > 0.
Цепочки неравенств.
45. Докажите, что a2+b2+c2 ( 
[image: image59.wmf]abcbcacab
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, где a, b, c ( 0.
46. Докажите, что a+b+c+d ( 4
[image: image60.wmf]4
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, где a, b, c, d ( 0.
Огрубление.
47. Сравните 2100 + 3100 и 4100.


48. Докажите, что 
[image: image61.wmf](

)

32

2

1

9235

1...

1119312

nn

nn

nn

+

-+

++++£

++

.

49. Укажите такое n, что 1,001n > 10.
Для самостоятельного решения

50. Докажите, что 
[image: image62.wmf]111111
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, где a, b, c > 0.
51. Докажите, что a2+ab+b2 ( 3(a+b–1).
52. При каких n существуют положительные числа x1,…, xn, такие, что x1+…+xn=3 и 1/x1+…+1/xn=3?
53. Квадрат со стороной 1 разделили отрезками, параллельными его сторонам, на четыре прямоугольника. Какое наибольшее значение может принимать произведение их площадей?
54. Докажите, что 
[image: image63.wmf]2
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55. Докажите, что 
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 и a1 > 0,…, an > 0.
56. Сравните 3311 и 1714.

57. Докажите, что 
[image: image66.wmf]32
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58. Укажите такое n, что 0,999n < 0,1.
Поворот
06 июля
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Фигура «инь-янь» получается, если из полукруга, вырезать полукруг вдвое меньшего радиуса и приставить его к получившейся фигуре, повернув на 180( вокруг центра круга. а) Разрежьте «инь-янь» на две равные части; б) на 5 равных частей.
60. Через центр правильного треугольника проведены две прямые под углом 60(. Докажите, что отрезки этих прямых, заключенные внутри треугольника, равны.
61. На сторонах AB и BC треугольника ABC построены соответственно квадраты ABPQ и BCMN, причем квадрат ABPQ и треугольник ABC находятся в разных полуплоскостях от прямой AB, а квадрат BCMN — в одной полуплоскости с этим треугольником относительно прямой BC. Докажите, что отрезки PN и AC равны и перпендикулярны.

Определение. Поворотом вокруг точки O (называемой центром поворота) на угол ( называется преобразование плоскости, которое каждую точку M отображает на такую точку M1, что OM = OM1, и (MOM1 = (, причем вращение происходит против часовой стрелки. Обозначается: 
[image: image67.wmf]a
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. Поворот на тот же угол по часовой стрелки называют «поворотом на   –(».
При повороте на угол ( один из углов между прямой и ее образом равен углу (.

62. [image: image283.wmf](mod)
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В окружность вписаны два равносторонних треугольника ABC и DEF, стороны которых пересекаются в шести точках. Докажите, что треугольники MNP и KLR равносторонние.

63. Точка B лежит между A и C. Правильные треугольники ABM и BCP построены в одной полуплоскости от прямой AB. Точки K и E — середины отрезков AP и MC. Доказать, что треугольник BKE правильный.
64. Пусть М и K — середины сторон CD и DE правильного шестиугольника ABCDEF. Найдите угол между прямыми АМ и ВК.
65. Постройте равносторонний треугольник с вершиной в данной точке так, чтобы вторая вершина принадлежала данной прямой, а третья — данной окружности.
66. Постройте ромб с центром в данной точке и тремя вершинами, лежащими на трех заданных прямых.
67. На сторонах AB и AC треугольника ABC вне его построены квадраты ABDE и ACPQ. Докажите, что медиана AK треугольника ABC перпендикулярна QE и 
[image: image68.wmf]QE
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Для самостоятельного решения

68. Внутри квадрата ABCD взята произвольная точка P. Через вершины A, B, C, D проведены перпендикуляры к прямым PB, PC, PD, PA соответственно. Докажите, что эти перпеникуляры пересекаются в одной точке.

69. Две равные окружности пересекаются в точках A и B. Доказать, что прямая, соединяющая произвольную точку одной окружности с ее образом при повороте около точки A, отображающем эту окружность на другую, проходит через точку B.

70. Даны две окружности, каждая из которых проходит через центр другой. Через точку пересечения окружностей проведена прямая, пересекающая их вторично в точках M и N. Докажите, что что угол между касательными к окружностям в точках M и N равен 60(.

71. Даны две концентрические окружности. Постройте квадрат так, чтобы две его смежные вершины лежали на одной окружности, и две другие — на другой.
72. На сторонах AB и BC треугольника ABC вне его построены квадраты ABMN и BCPQ. Доказать, что центры этих квадратов и середины отрезков AC и MQ являются вершинами квадратов.
Решение сравнений
06 июля
73. Решите сравнение: 

[image: image69.wmf]1712(mod22)
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Пусть 
[image: image70.wmf],,

abc

 – целые числа, а x – неизвестная величина. Что такое решить сравнение 
[image: image71.wmf]

EMBED Equation.DSMT4[image: image72.wmf](mod)
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? С одной стороны, это то же самое, что решить диофантово уравнение 
[image: image73.wmf]axbyc
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. Однако можно относиться к этому и по-другому. Можно считать, что все целые числа разложены в b ящиков – в каждый ящик числа с одинаковым остатком при делении на b. И теперь мы выполняем операции над ящиками. «Умножение ящиков» полностью определено таблицей умножения остатков по модулю b. В этом смысле решение сравнения
[image: image74.wmf](mod)
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 сводится к поиску в a-той строке таблицы остатка, равного остатку числа с. 
74. а) Существуют ли значения a и c, при которых  сравнение 
[image: image75.wmf](mod22)
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 не имеет решений? 

б) Существуют ли значения a и c, при которых  сравнение 
[image: image76.wmf](mod11)
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Какие значения может принимать х, если :
75. 
[image: image77.wmf]131(mod7)
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76. 
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77. 
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78. 
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79. 
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80. Решите сравнение: 
[image: image82.wmf]2
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81. Решите сравнение: 
[image: image83.wmf]2
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82. Решите сравнение: 
[image: image84.wmf]2
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Решите систему сравнений: 
[image: image85.wmf]3(mod7)
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Китайская теорема об остатках
07 июля
83. Сима отметила все  натуральные числа, дающие остаток 7 при делении на 505. Федор перемножил  n  подряд идущих отмеченных чисел. Докажите, что если n не делится ни на 101, ни на 5, то получившееся произведение делится на n. 
84. Рассмотрим систему сравнений: 
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. У нее есть ровно одно решение по модулю 385. То есть на отрезке от 1 до 385 включительно есть ровно одно число, имеющее данный набор остатков по модулям 5, 7 и 11. Докажем, что это не случайно.

Пусть m1, m2, ..., mn – взаимно простые натуральные числа, произведение которых равно m.  Для каждого числа, лежащего на отрезке от 1 до m найдем набор остатков  
(r1, r2, …, rn ), которые оно дает при делении на m1, m2, ..., mn соответственно.

Докажите, что: 

а)  Количество различных наборов (r1, r2, …, rn ) таких, что 
[image: image87.wmf]1

0

-

£

£

i

i

m

r

, равно m. 

б) Наборы, соответствующие различным, лежащим на отрезке от 1 до m, числам k1 и k2, не могут совпадать.
в) Пусть задан набор остатков (r1, r2, …, rn ) при делении на m1, m2, ..., mn. На отрезке от 1 до m существует число k, соответствующее этому набору. При этом такое число ровно одно.

Китайская теорема об остатках. Пусть даны n попарно взаимно простых чисел m1, m2, …, mn; и  n целых чисел r1, r2, …, rn таких, что 
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  при всех i = 1, 2, …, n и  m=m1m2…mn, тогда существует единственное целое число k такое, что 
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 для всех i = 1, 2, …, n.

Другими словами: можно установить взаимнооднозначное соответствие между множеством наборов всех возможных остатков (r1, r2, …, rn) при делении на m1, m2, ..., mn и множеством всех натуральных чисел, лежащих на любом отрезке длины m=m1m2…mn. 
85. (Просто полезная теорема) Для любых попарно взаимно простых чисел m1, m2, …, mn и остатков r1, r2, …, rn по модулям m1, m2, …, mn найдутся n последовательных чисел a, a+1, …, a+n–1 таких, что 
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86. Докажите, что для любого n найдутся n подряд идущих натуральных чисел, делителями которых являются полные квадраты, причем различные для разных чисел.

87. Докажите, что найдутся 2013 последовательных натуральных чисел, каждое из которых имеет не менее трех различных простых делителей.

88. Рекламный проспект набора кубиков, выпускаемого фабрикой «Математические игрушки» утверждает: «Из нашего набора Ваш малыш всегда сможет сложить несколько одинаковых кубов, даже если несколько (но не больше 20) кубиков будут потеряны». Можно ли верить этой рекламе?

89. Из натуральных чисел, меньших 1000000, Оксана выписала все числа, которые при делении на 23 дают остаток 17, а при делении на 11 остаток 5.  Маша из натуральных чисел, меньших 1000000, выписала все дающие остаток 11 при делении на 21, и остаток 3 при делении на 13. а) У кого чисел больше? б) Найдутся ли в списках Оксаны и Маши одинаковые числа?

90. Существует ли такое натуральное п, что число 2013п оканчивается на 987654321?
91. Докажите, что любые 35 подряд идущих целых чисел можно расставить в прямоугольнике 7×5 так, что сумма чисел стоящих в любых двух соседних по стороне клетках делится или на 7 или на 5?

92. Докажите, что числа натурального ряда можно переставить местами так, чтобы сумма любых  п  первых чисел делилась на п.
Для самостоятельного решения

93. Имеются два числа: 
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. Докажите, что найдется такое число a, что 
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94. Натуральный ряд представлен в виде объединения нескольких непересекающихся  арифметических прогрессий. Докажите, что разности любых двух прогрессий имеют общий делитель отличный от единицы.

 

95. При изготовлении елочной гирлянды электрик Петров сделал на куске провода отметки, делящие его на 113 одинаковых кусков, и ушел покурить. В это время электрик Иванов разметил тот же провод на 137 одинаковых кусков и пошел туда же. В это время вернувшийся из магазина электрик Сидоров быстро разрезал провод по всем отметкам. Куски какого размера у него получились, и сколько получилось кусков каждого вида?
96. Семен подобрал  n натуральных чисел b1,...,bn , не все из которых равны. Оказалось, что при всех натуральных k число (b1+k)(b2+k)..(bn+k) является степенью натурального числа. (Показатель степени может зависеть от k , но всегда больше 1.) Докажите, что n – составное число.
Транснеравенство
07 июля

97. а) В трех конвертах лежат купюры достоинством: в первом – 10 рублей, во втором – 50 рублей , в третьем – 100 рублей. Разрешается взять из любого конверта 1 купюру, из любого другого 2 купюры, из оставшегося – 5 купюр. Как получить максимальную сумму денег?

б) Оказалось, что на купюрах указано не количество рублей, а количество причитающихся владельцу подзатыльников.  Как получить наименьшее количество подзатыльников? 

98. а) Пусть x1 ≥ x2, y1 ≥ y2. Докажите, что тогда x1y1+x2y2 ≥ x1y2+x2y1.

б) (Транснеравенство). Имеется два упорядоченных набора чисел:

 a1 ( a2 ( … ( an и b1 ( b2 ( … ( bn . Пусть c1, c2,…, cn — некоторая перестановка чисел b1, b2,…, bn (то есть числа c – это те же числа b, только переставленные в другом порядке). Докажите, что тогда

a1b1 + a2b2 + … + anbn ( a1c1 + a2c2 + …+ ancn  ( a1bn + a2bn–1 +…+ anb1.

99. Докажите, что 
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, где a, b, c — натуральные числа.
100. Докажите, что (a+(b+(c ( 1/2((b+(c+(a+(c+(a+(b), где a, b, c — длины сторон треугольника, (, ( и ( — величины противоположных углов.
101. Пусть a ≥ b ≥ c > 0. 

а) Упорядочите наборы чисел по убыванию: 
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б) Запишите несколько неравенств, применив транснеравенство к наборам чисел из пункта а).
102. Пусть b1, b2, …, bn произвольная перестановка положительных чисел a1, a2, …, an. Докажите, что 
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. Установите, когда достигается равенство.

103. Пусть a, b, c ≥ 0. Докажите неравенства: 

а) a3b+ b3c + c3a ≥ a2bc+ b2ca + c2ab; б) 2(a3+ b3 + c3) ≥ ab(a+b)+ bc(b+c) + ca(c+a).
104. Дима записал пять взаимнопростых чисел, каждое из которых является произведением двух простых. Найдите наименьшее возможное значение суммы Диминых чисел?
105. (Неравенство Чебышёва). Докажите, что для чисел a1(a2(…(an(0, b1(b2(…(bn(0 выполнено неравенство n(a1b1+a2b2+…+anbn) ≥ (a1+a2+…+an )(b1+b2+…+bn).
106. Докажите, что 
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, где a, b, c > 0.
Для самостоятельного решения
107. Используя транснеравенство, докажите, что для положительных a, b и с справедливы следующие неравенства: 

а) 
[image: image105.wmf]3
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в) 
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108. Малыш и Карлсон делят прямоугольный торт. Сначала Карлсон разрезает его (n–1) вертикальными и  (n–1)  горизонтальными прямыми разрезами, параллельными его сторонам на n2 прямоугольных кусочков. Теперь Малыш выбирает себе любой  кусок, а Карлсон забирает все куски, находящиеся в том же вертикальном ряду, и все куски, находящиеся в том же горизонтальном ряду. После этого Малыш снова выбирает себе кусок, и Карлсон  забирает оставшиеся куски горизонтального и вертикального рядов. Так повторяется, пока все куски не будут разобраны. 

а) Карлсон заставляет  Малыша каждый раз брать самый маленький кусок из оставшихся. Докажите, что доля  Малыша составит не менее 
[image: image109.wmf]1
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 всего торта.

б) Может ли Малыш действовать так, чтобы его доля составила не более 
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n

 торта?

109. Докажите, что 
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 – положительные числа, сумма которых равна 1.
110. Докажите, что 
[image: image113.wmf](

)

2

2

1

2

1

1

...

1

1

...

n

a

a

a

a

a

a

n

n

³

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

+

+

+

+

+

, если 
[image: image114.wmf]0

,

,

,

2

1

>

n

a

a

a

K

.
Перестрелка
07 июля

	1. На доске написано число 1. За один ход разрешается написать на доске либо число в два раза большее любого уже имеющегося на доске числа, либо сумму любых двух имеющихся  чисел. За какое наименьшее количество ходов можно получить число 54?  
	2. [image: image284.wmf]xy
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Из неповторяющихся костяшек домино сложена фигура, часть которой закрыта салфеткой. Костяшки прикладываются друг к другу так: пустая клетка – к пустой, клетка с одной точкой – к клетке с одной точкой и т. д. Сколько точек в заштрихованной клетке?


	3. Назовем число «удивительным», если оно равно произведению всех своих делителей (кроме самого числа). Первое удивительное число – 6. Найти пятнадцатое «удивительное» число. 


	4. Точка М, лежащая внутри равностороннего треугольника, удалена от его сторон на 1 см, 2 см и 2 см. Найдите площадь треугольника.


	5. Найти два числа, сумма, произведение и частное которых равны между собой. 


	6. Коля и Витя, гуляя по парку, набрели на круглую поляну, обсаженную дубами. Коля пошел вокруг поляны, считая деревья. Витя сделал то же, но начал с другого дерева. Дерево, которое было у Коли под номером 31, у Вити было 13-ым, а 13 – 35-ым. Сколько дубов росло вокруг поляны? 

	7.   Спортсмены бегут колонной длины 60м с одинаковыми скоростями V=20км/ч. Навстречу им идет тренер со скоростью 4 км/ч. Спортсмен, поравнявшийся с тренером, мгновенно разворачивается и бежит обратно с прежней скоростью. Какова будет длина колонны, когда все спортсмены развернутся?  


	8. Сколько существует прямоугольных треугольников, длины сторон которых  – целые числа, а длина одной из сторон равна 12?


	9. Какое наименьшее натуральное число имеет более 12 натуральных делителей?
	10. Найдите наибольшее натуральное число, на которое выражение 
n(n2 − 9)(n2 + 9) делится при любом натуральном n.

	11. В прямоугольном треугольнике наименьшая высота вчетверо короче гипотенузы. Чему равны углы треугольника? [image: image115]   


	12. На какое наибольшее число частей может быть разбита плоскость нарисованными на ней контурами треугольника и четырехугольника? 


	13. Сколько простых чисел может быть среди  12 последовательных натуральных чисел? Укажите все варианты.
	14. Периметр прямоугольника численно равен его площади. Найти размеры прямоугольника, если длины его сторон выражены целыми числами.  



	15. На Луне ходят монеты достоинствами только в 1, 15 и 50 фартингов. Незнайка отдал за покупку несколько монет и получил на сдачу на одну монету больше. Какую наименьшую сумму могла стоить покупка? 


	16.  Сколько существует трехзначных чисел, состоящих из различных цифр, таких, что все слова в их записи начинаются с одинаковых букв? 

	17.  Решите неравенство:            
[image: image117.png]


.
	18.  Доска 6(6 разбита на доминошки 1(2. Сколько доминошек могут при этом оказаться лежащими строго ниже главной диагонали (идущей из нижнего левого в правый верхний угол)? Укажите все варианты.

	19. На острове живут лжецы и рыцари. Однажды 12 островитян собрались в компанию. Двое из них сказали: “Ровно двое из здесь присутствующих – лжецы”, еще четверо: “Ровно четверо среди здесь присутствующих – лжецы”, а последние шестеро: “Ровно шестеро среди присутствующих – лжецы”. Сколько лжецов могло быть в этой компании?
	20. В ряд без запятых пишутся числа 12345678910111213…N (пока не будут выписаны все натуральные числа от 1 до N по разу). При каком наименьшем N в таком ряду встретится кусок 999? 


Осевая симметрия
09 июля

Определение. Преобразование плоскости, которое отображает каждую точку на симметричную ей точку относительно прямой l, называется осевой симметрией с осью l и обозначается Sl : Sl(M) = M1.
111. а) Может ли фигура иметь центр симметрии, но не иметь осей симметрии?

б) Может ли фигура иметь центр симметрии и ровно одну ось симметрии?

в) Существует ли фигура, центр симметрии которой не лежит на ее оси симметрии?
112. Какое минимальное количество вершин может иметь многоугольник, если угол между двумя его осями симметрии равен 30(? 23(?

113. Постройте фигуру, являющуюся объединением трех окружностей и имеющую ровно а) одну; б) две; в) три; г) бесконечно много осей симметрии.
114. Докажите, что выпуклый четырехугольник, имеющий ось симметрии, является либо вписанным, либо описанным.
115. Точки M и N симметричны вершине C треугольника ABC относительно прямых, содержащих биссектрисы его углов A и B. Доказать, что точка P касания стороны AB с вписанной окружностью является серединой отрезка MN.

116. На биссектрисе внешнего угла С треугольника АВС отмечена точка М. Докажите, что АМ + ВМ > АС + ВС.
117. Даны окружность и прямая, расположенные в разных полуплоскостях с границей l. Постройте на данной прямой и окружности точки, симметричные относительно прямой l.
118. Постройте треугольник ABC, если даны прямая, на которой лежит сторона AB, и серединные перпендикуляры к сторонам AC и BC.
119. Постройте четырехугольник ABCD, у которого диагональ AC принадлежит биссектрисе угла A, если известны все стороны четырехугольника.

120. Точка М лежит на диаметре AB окружности, хорда CD пересекает АВ в точке М под углом 45(. Докажите, что CM2 + DM2 = 2R2.
121. Внутри острого угла дана точка A. Построить треугольник ABC наименьшего периметра, вершины B и C которого принадлежат сторонам угла.
122. Постройте треугольник наименьшего периметра, вписанный в данный остроугольный треугольник.
Функция Эйлера
09 июля
0. Выписали все дроби со знаменателем 30. Сколько среди них несократимых?
Определение.  Пусть m – натуральное число. Количество чисел, взаимно простых с m и не больших m, обозначается ((m). Функция ((m) называется функцией Эйлера. ((m) равна количеству правильных  несократимых дробей со знаменателем m.
123. Докажите, что число ((m) четно при всех m > 2.
124. Найдите сумму всех правильных несократимых дробей со знаменателем n.

125. Пусть p – простое число. а) Найдите ((p). б) Докажите, что ((pn) = pn – 1(p – 1).

126. Докажите, что число a взаимнопросто с m1 тогда и только тогда, когда взаимнопрост с m1 остаток r1 от деления a на  m1.
127. Пусть числа m1, и m2 взаимнопросты. Докажите, что ((m1m2) равно количеству пар остатков r1, r2 взаимнопростых с m1 и m2 соответственно.

128. Докажите, что функция Эйлера мультипликативна: при взаимнопростых a и b ((ab)=((a)((b). (Указание: воспользуйтесь китайской теоремой об остатках).

129. Пусть даны n попарно взаимно простых чисел m1, m2, …, mn. Докажите, что ((m), где m=m1m2…mn, равно количеству возможных наборов r1, r2, …, rn таких, что 
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130. Пусть 
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131. Докажите, что ( (mk) = mk–1((m) для любого m
.
132. Выпишите все правильные дроби со знаменателем  30 и приведите их все к несократимому виду. Докажите, что:
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. Докажите, что  любое натуральное число равно сумме значений функции Эйлера для всех его делителей?

133. Решите уравнения: а) 
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134. Решите уравнения: а) 
[image: image127.wmf]2
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135. Пусть НОД(m,n) = d. Докажите, что 
[image: image131.wmf]()()()

()

d

mnmn

d

jjj

j

=

.
136. Докажите, что 
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137. Имеется бесконечное количество карточек, на каждой из которых написано какое-то натуральное число. Известно, что для любого натурального числа n существуют ровно n карточек, на которых написаны делители этого числа. Докажите, что число карточек, на которых написано натуральное число k, равно ((k).

Геометрия масс
10 июля
Определение. Материальная точка mA – это точка А вместе с размещенной в ней массой m.
Определение. Центром масс материальных точек m1A1, ..., mnAn называется материальная точка mZ, для которой [image: image134.png]


 и [image: image136.png]m=m,+m,+---+m,



.
138. Правило рычага: для двух материальных точек m1A1 и m2A2 их центр масс – это материальная точка [image: image138.png](m, +m,)Z



, где Z – такая точка отрезка А1А2, для которой m1∙ZA1=m2∙ZA2.

139. Основная теорема. Если Z – центр масс системы материальных точек m1M1,…,mnMn, причем [image: image140.png]m, +--+m, =0



, то для дюбой точки О выполняется равенство [image: image142.png]57 = Ma0M; + my Oy + -+ m, Ol
= M. +m, +—tm.



. Обратно, если хотя бы для одной точки О выполнено это равенство, то Z – центр масс системы.
140. Центр масс системы материальных точек существует и единственный.

141. Правило группировки. Если часть точек системы заменить их центром масс, то центр масс системы не изменится.

142. В вершины треугольника АВС помещены массы 1. Где находится их центр масс? Докажите, что медианы треугольника делятся точкой пересечения в отношении 2:1, считая от вершины.

143. Какие массы нужно расположить в вершинах треугольника АВС, чтобы центр масс был расположен в точке Р – середине медианы АМ? В каком отношении прямая ВР делит сторону АС?

144. Какие массы нужно поставить в вершинах треугольника, чтобы центр масс находился а) в середине биссектрисы? б) в точке пересечения биссектрис? в) в середине средней линии?
145. Пусть АВСD – выпуклый четырехугольник. K, L, M, N – середины сторон AB, BC, CD, DA соответственно. Докажите, что точка пересечения отрезков KM и LN делит эти отрезки пополам, а также делит пополам отрезок, соединяющий середины диагоналей AC и BD.
146. A1, A2, ...,A6 — середины последовательных сторон шестиугольника. Докажите, что точки пересечения медиан треугольников A1A3A5 и A2A4A6 совпадают. 

147. Точки F и N делят стороны треугольника АВС в отношении FА:FС = 3:1 и СN:NВ = 2:3. Прямые АN и ВF пересекаются в точке М. Найти отношение площадей треугольников АМВ и АNВ.
148. Теорема о пропорциональном делении. В треугольнике АВС точка А1 делит сторону ВС в отношении p:q, считая от вершины В, точка С1 делит сторону АВ в отношении m:n, считая от вершины А. Пусть К – точка пересечения АА1 и СС1. Тогда [image: image144.png]AK _m
KA, n
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.
149. Старый пират зарыл клад на острове среди 20 деревьев. После этого он написал завещание, в котором указал, как искать клад. Нужно встать к первому дереву, пройти половину расстояния до второго дерева, затем повернуть к третьему и пройти треть расстояния до него, затем повернуть к четвертому и пройти четверть расстояния до него, и т.д., наконец, повернуть к двадцатому и пройти двадцатую часть расстояния до него. К сожалению, пират забыл указать, как занумерованы деревья!  Сколько разных ям придется выкопать потомкам пирата, чтобы все-таки найти клад?
Метод Штурма
10 июля

150. Заменим в произведении 100×101×102×...×200 все числа на 150. Увеличится или уменьшится произведение? Тот же вопрос для суммы этих чисел.

151. Увеличится или уменьшится сумма 
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, если все слагаемые в ней заменить на 
[image: image146.wmf]150
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152. а) Пусть a > b> c ≥ 0 и a+c=2b. Докажите, что b2 > ac.

б) Пусть a > b ≥ c >d ≥ 0 и a+d=b+c. Докажите, что bc > ad.
153. У Пети есть палочка длины 1 метр. Он хочет распилить ее на 12 палочек и сколотить из них каркас прямоугольного параллелепипеда. Какой наибольший объем может иметь данный параллелепепед?
154. (Неравенство Коши). Докажите, что для 
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 выполняется неравенство:

[image: image148.wmf]n

n

n

a

a

a

n

a

a

a

×

×

³

+

+

+

K

2

1

2

1

...

.

155. Пусть сумма двух положительных чисел a и b фиксирована. Как изменяются следующие выражения при «сближении» a и b:

а) ab; б) a2 + b2; в) 
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156. (Неравенства о средних). Докажите, что для 
[image: image152.wmf]0
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 среднее гармоническое не больше среднего геометрического не больше среднего арифметического не больше среднего квадратичного:
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157. (Среднее степенное). Докажите неравенство для a1, a2, …, ak ≥ 0:
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В задачах 8 и 9 замените тройной знак вопроса на правильный знак неравенства и докажите эти неравенства:
158. 
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, где 
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159. 
[image: image158.wmf]2
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, где a, b, c, d ≥ 0 и a+b+c+d=1.

160. Вершины графа со 100 вершинами раскрашены в 7 цветов так, что концы каждого ребра – разного цвета. Какое наибольшее число ребер может быть в этом графе?

Для самостоятельного решения
161. Для чисел 
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а) 
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б) 
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в) 
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г) 
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162. а) Докажите, что 
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б) Докажите, что 
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163. Найдите наименьший возможный периметр n-угольника, описанного около окружности радиуса R.
Бесконечные алгоритмы
11 июля
164. Состав из конечного числа одинаковых вагонов замкнут в кольцо.  Вас с куском мела поместили в один из вагонов. Вы можете свободно перемещаться по составу и делать любые пометки на стенах вагонов. В любой момент Вы можете однократно назвать количество вагонов в поезде, и, если назовете верно, то Вас выпустят (а если нет – …). Учтите, однако, что до Вас уже многие пытались пройти это испытание. Возможно, они оставляли на стенах какие-то пометки. Опишите алгоритм, который поможет спастись наверняка.

165. Круг разделен на 2012 секторов, и в каждом написано натуральное число. В одном из секторов стоит робот. Робот читает число, записанное в его секторе, и перемещается на это количество секторов по часовой стрелке. После остановки робот увеличивает число в новом секторе на 1 и повторяет процесс. Докажите, что через некоторое число ходов все числа будут больше миллиона. 
166. На бесконечном шоссе находятся полицейская машина (ездит со скоростью до 100 км/ч) и вор на угнанном мотоцикле (ездит со скоростью до 80 км/ч). Полицейские не знают, в каком месте шоссе находится вор. Как им действовать, чтобы наверняка догнать вора? (Вор не может съехать с шоссе или спрятаться).  

167. Петя задумал натуральное число. Вася каждым ходом называет натуральное число. Если он называет текущее Петино число, то Петя говорит «Я проиграл». Иначе Петя меняет текущее число по такому правилу: если его текущее число p делится на названное Васей число v, то он меняет p на p/v, иначе — на p+v. Может ли Вася действовать так, чтобы наверняка выиграть за конечное число ходов?
168. Младший бог Нка пронумеровал бесконечное количество карточек. Средний бог Нкинг на обратной стороне каждой карточки написал натуральное число, отличающееся от номера карточки. Докажите, что старший бог Нконг может выбрать бесконечное количество карточек так, чтобы на их обратной стороне не встречалось ни одно из чисел, написанных на лицевой стороне какой-либо из этих карточек.
Геометрия масс - 2
11 июля

Чевианы

169. Теорема о пропорциональном делении. В треугольнике АВС точка А1 делит сторону ВС в отношении p:q, считая от вершины В, точка С1 делит сторону АВ в отношении m:n, считая от вершины А. Пусть К – точка пересечения АА1 и СС1. Тогда [image: image170.png]AK _m
KA, n
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170. Точка Жергонна. Пусть вписанная в треугольник окружность касается сторон BC, CA, AB в точках А1, В1, С1 соответственно. Докажите, что отрезки AA1, BB1, CC1 пересекаются в одной точке.
171. Теорема Ван-Обеля. На сторонах AB, BC и AC треугольника ABC взяты точки C1, A1 и B1  соответственно. Отрезки AA1, BB1 и CC1 пересекаются в точке K. Докажите, что [image: image172.png]AK _AC,
KA, C.B




.
172. Теорема Чевы. На сторонах AB, BC и AC треугольника ABC взяты точки C1, A1 и B1  соответственно. Докажите, что отрезки AA1, BB1, CC1 пересекаются в одной точке тогда и только тогда, когда [image: image174.png]ABy, CA, BC, _
B.,C AB C,A



.

173. Точка Нагеля. Три вневписанных окружности касаются сторон BC, CA, AB треугольника ABC в точках А1, В1, С1 соответственно. Докажите, что отрезки AA1, BB1, CC1 пересекаются в одной точке.
Отрицательные массы
174. Точка В лежит на отрезке АС, причем AB:BC = 2:1. Какие массы нужно поставить в точки А и В, чтобы точка С была их центром масс?

175. В трех вершинах квадрата стоят массы 1, а в четвертой вершине − -1. Где находится центр масс этой системы?

176. Какие массы нужно расположить в трех вершинах параллелограмма, чтобы их центр масс оказался в четвертой вершине?
177. Теорема Менелая. На сторонах AB, BC и продолжении стороны AC за точку С треугольника ABC взяты точки C1 , A1 и B1  соответственно. Докажите, что A1, B1, C1 лежат на одной прямой тогда и только тогда, когда [image: image176.png]ABy, CA, BC, _
B.,C AB C,A



.
Математический бой - М8 непрофи
12 июля
178. Каждый из 38 попугаев завязал на удаве по одному узлу. Если сложить удава вдвое или втрое, то каждый узел попадет ровно на один другой. Докажите, что если удава сложить вшестеро, то какой-то узел попадет на сгиб.

179. Найдите наименьшее натуральное число, представимое в виде 19m − 5n, где m и n – натуральные числа.

180. Дан квадрат ABCD. M и N - середины сторон BC и AD соответственно. На продолжении диагонали AC за точку A взяли точку K. Отрезок KM пересекает сторону AB в точке L. Докажите, что углы KNA и LNA равны.
181. Четырнадцать друзей устроили вечеринку. Один из них, Фредди, захотел уйти спать пораньше. Он попрощался с 10 друзьями, забыл еще про троих и ушел спать. Через некоторое время вернулся, снова попрощался с 10 друзьями и ушел спать. Так он возвращался, пока не попрощался с каждым из друзей хотя бы по разу, после чего уснул окончательно. Утром Фредди обнаружил, что с каждым из 13 друзей он попрощался разное количество раз. Какое минимальное количество раз Фредди мог возвращаться к друзьям?

182. При каких натуральных n > 1 неравенство a1a2 + a2a3 + … + ana1 ≤ 0 выполняется для любых действительных a1, a2, …, an, сумма которых равна 0?

183. Окружность с центром I, вписанная в треугольник ABC, касается сторон AB, BC, CA в точках C1, A1, B1 соответственно. Окружности, описанные вокруг треугольников BA1B1 и BC1B1, вторично пересекают прямую AC в точках K и L. Докажите, что B1K = B1L.

184. На доске написано число 2013. Вася и Петя по очереди меняют его, либо уменьшая на 1, либо стирая последнюю (возможно, единственную) цифру. Тот, кто не сможет сделать ход − проиграл. Кто выигрывает при правильной игре и почему?
185. При каких значениях n натуральные числа от 1 до n можно разбить на три группы с равной суммой?
Теорема Эйлера
12 июля
1. Докажите, что, если  а  взаимнопросто с m, то а–тая строка таблицы умножения остатков содержит все остатки по модулю m, переставленные в другом порядке. 
2. Если числа k и m взаимнопросты, то для любого а существует такое натуральное число  х, меньшее  m, что 
[image: image177.wmf](mod)
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. То есть на множестве остатков  определено деление на любой остаток, взаимнопростой с модулем. 

3. Теорема Эйлера. Для любых натуральных взаимнопростых a и m: а((m)(1(mod m).
Рассмотрим другой подход к доказательству теоремы Эйлера.

Графом умножения на остаток n по модулю m называется ориентированный граф, вершинами которого служат остатки от деления на m, а из каждой вершины k единственное ребро ведет в вершину kn.
4. Постройте графы умножения:

 а) на 2, 3 и 5 по модулю 14;

 б) на 2, 3, 4 по модулю 9.
5. Пусть a  – остаток взаимнопростой с модулем. Рассмотрим остатки по модулю m его различных степеней  a2, a3,…. Докажите, что:  

а) все эти остатки взаимнопросты с модулем;   

б) для каждого a существует такое свое наименьшее d, что 
[image: image178.wmf](
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в) граф умножения на a по модулю m распадается на несколько циклов равной длины;
  
г) d является делителем ((m);

д) докажите теорему Эйлера.
6. Усиление теоремы Эйлера. Пусть 
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 – разложение числа m на простые множители. Обозначим через х наименьшее общее кратное чисел φ(
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). Докажите, что для любого а, взаимнопростого с m, выполняется сравнение ах ≡ 1 (mod m). (Указание: рассмотрите теорему Эйлера для каждого из чисел 
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7. Пусть а >1, НОД(a, b)=1. Докажите, что найдется такое n, что 1+a+a2+a3+...+an делится на b.
8. Рациональное число 
[image: image184.wmf]q
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 (q взаимнопросто с 10) представили в виде периодической  десятичной дроби. Докажите, что, ее период является делителем числа ( (q).
9. Числа na–1 и nb–1 делятся на простое число p. Докажите, что n(a,b)–1 делится на p.

10. Докажите, что если НОД (a;m)=1 и b ≡ ax (mod m) и  при этом х и ( (m) взаимнопросты, то всегда найдется такое y < ( (m), что by ≡ a (mod m).

11. Докажите, что φ(an–1) делится на n.
12. Математические хулиганы Гриша и Вова катаются на лифте m-этажного дома. Они садятся в лифт на этаже с номером a (a(m) и едут на этаж, номер которого равен остатку от деления a2 на m. После этого они умножают на a номер этажа, на котором оказались, и едут на этаж с номером, равным остатку от деления на m полученного произведения. После двадцатой поездки проказники  впервые оказались на первом этаже. При каком наименьшем m это возможно?

а)Натуральные числа m1, ..., mn попарно взаимнопросты. Докажите, что число 
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  является решением системы: 
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б) Наше доказательство Китайской теоремы об остатках, приведенное в листке было неконструктивным. То есть мы доказали существование и единственность на отрезке длины m=m1m2…mn числа, обладающего заданным набором остатков по взаимнопростым модулям m1, m2, …, mn, однако не привели алгоритма построения этого числа. Придумайте такой алгоритм, используя пункт а).

Периодичность и зацикливание
14 июля
186. На доске отмечено несколько точек. Из каждой точки проведена ровно одна стрелка в какую-то из других точек. Докажите, что, двигаясь по стрелкам, рано или поздно начнешь ходить по циклу. 

187. Докажите, что если, кроме того, в каждую из точек ведет ровно одна стрелка, то, начав из любой точки, рано или поздно попадешь в нее снова. 

188. Вадим Вениаминович оставил на дверях всех комнат записки следующего содержания: «Я в комнате № …» и убежал в неизвестном направлении. (Разные записки могут сообщать разную информацию). Айдар начал его поиски, руководствуясь этими указаниями.

а) Докажите, что с некоторого момента он начнет двигаться по циклу. 

б) Можно ли утверждать, что Айдар когда-нибудь вернется в комнату, с которой начал поиски?

189. В условиях предыдущей задачи все записки, оставленные Вадимом Вениаминовичем, различны. Докажите, что Айдар когда-нибудь вернется в исходную комнату.
Определение. Последовательность a1, a2,…, an, … называется периодической с периодом  T, если начиная с некоторого n = n0   an+T = an для всех n. Участок последовательности до начала первого периода называется предпериодом.

Если система может находиться в конечном числе состояний и текущее состояние однозначно определяется предыдущим, то, начиная с какого-то момента, последовательность состояний станет периодичной. 

Если по текущему состоянию можно однозначно определить предыдущее, то последовательность состояний периодична без предпериода. 

190. Некоторая комбинация поворотов граней вывела кубик Рубика из собранного состояния. Докажите, что кубик можно снова собрать, повторив эту комбинацию еще несколько раз.

191. В числовой последовательности 6, 0, 0, 9, 5, 4, 8,… каждый член, начиная с пятого, равен последней цифре суммы предшествующих четырёх членов.

а) Докажите, что в этой последовательности еще раз встретится участок 6, 0, 0, 9. б) Докажите, что это произойдет не позднее, чем через 10000 шагов.

в) Докажите, что в этой последовательности встретятся подряд числа 2, 0, 1, 3.


192. Рациональное число 
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 (q не делится на 2 и 5) представили в виде десятичной дроби. 
Докажите, что получится периодическая десятичная дробь без предпериода.

193. а) В тридесятом царстве ни одна из дорог не заканчивается тупиком. Странствующий рыцарь выезжает из своего замка и, доезжая до любого перекрестка, едет по самой левой дороге. Докажите, что в конце концов он попадет таким образом обратно в свой замок. б) Докажите, что рыцарь также попадет в свой замок если будет по очереди сворачивать то на самую левую, то на самую правую дорогу.

194. По кругу стоит несколько коробочек. Каждая из них может быть пустой или содержать один или несколько шариков. Сначала из какой-то коробочки берутся все шарики и раскладываются по одному по часовой стрелке, начиная со следующей коробочки. На следующем ходу раскладывают шарики из той коробочки, в которую попал последний шарик на предыдущем ходу, и т.д. Докажите, что в какой-то момент повторится начальное расположение шариков.
195. Каждый следующий член последовательности есть сумма квадратов цифр предыдущего. Докажите, что последовательность периодична.
196. В последовательности u0, u1, … натуральных чисел u0 произвольно, а для  n > 0 un+1 = un/2, если un четно и un+1 =un+a, если un нечетно,  где a – заданное нечетное число. Доказать, что последовательность периодична, начиная с некоторого места.
Композиция движений
14 июля

Определение. Движением называется преобразование плоскости, сохраняющее расстояние между точками.
Определение. Преобразование плоскости называется параллельным переносом 
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 плоскости на заданный вектор 
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 называется, которое каждую точку M отображает на такую точку M1, что 
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1) Движение отображает прямую на прямую, отрезок на отрезок, луч на луч, окружность на окружность.

2) Движение плоскости отображает угол на равный ему угол.

3) Движение отображает любые две параллельные прямые на две параллельные прямые.

Определение. Композицией движений f и g называется отображение g 
[image: image191.wmf]o

 f, т.е. результат последовательного применения движений f и g.
197. Каким движением является композиция:

а) двух параллельных переносов;

б) двух поворотов с одним центром;

в) двух осевых симметрий с перпендикулярными осями?
198. Лемма о трех гвоздях. Если два движения совпадают в трех точках, не лежащих на одной прямой, то они совпадают во всех точках плоскости.
199. Теорема Шаля. Любое движение является композицией не более трех осевых симметрий.
1) Доказать, что для любых двух точек плоскости существует осевая симметрия, переводящая одну из них в другую.
2) Доказать, что для любых двух отрезков равной длины AB и CD существует композиция не более чем двух осевых симметрий переводящих точку A в точку C, а точку B в точку D.
3) На плоскости даны равные треугольники ABC и A1B1C1 . Доказать, что композицией не более чем трех осевых симметрий можно перевести точку A в точку A1, точку B в точку B1, точку C в точку C1.
200. а) Докажите, что композиция двух осевых симметрий является параллельным переносом, если оси параллельны, и поворотом, если они не параллельны.

б) Когда 
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, если прямые l1 и l2 различны?
201. Докажите, что композиция двух поворотов на углы в сумме не кратные 360( является поворотом. В какой точке находится его центр и чему равен угол этого поворота? Рассмотрите случай, когда сумма углов кратна 360(.

202. Археологи нашли старинный свиток, в котором было написано: «Встань около березы, и дойди от нее, не сворачивая, до колодца, а у колодца поверни под прямым углом налево и пройди такое же расстояние. В том месте, где ты оказался, вбей колышек в землю. Теперь опять встань у березы, и дойди от нее, не сворачивая, до дуба, поверни под прямым углом направо и пройди такое же расстояние. Вбей второй колышек в землю. Посередине между колышками зарыт клад». Оказалось, что колодец и дуб по-прежнему на месте, но березы уже нет. Смогут ли археологи найти клад?

203. На сторонах BC, CA, CB треугольника ABC вне его построены правильные треугольники BCA1, CAB1, ABC1. Докажите, что композиция поворотов с центрами A1, B1, C1 на углы 60( есть центральная симметрия. Найдите ее центр.

204. На сторонах AC и BC треугольника ABC вне его построены правильные треугольники ACP и BCQ. Найти углы треугольника, у которого вершины совпадают с серединой M стороны AB, точкой P и центром O треугольника BCQ.

205. Теорема Наполеона. На сторонах треугольника вне его построены правильные треугольники. Докажите, что их центры — вершины правильного треугольника.

206. На сторонах четырехугольника, вне его построены квадраты. Докажите, что центры этих квадратов являются вершинами четырехугольника, у которого диагонали равны и перпендикулярны.
207. На сторонах произвольного треугольника ABC построили вне его равнобедренные треугольники ABC(, BCA(, CAB( с углами при вершинах A(, B(, C(, равными (, (, ( соответственно, а потом всё, кроме точек A(, B(, C(, стерли. Восстановите треугольник ABC.
Геометрия масс - 3

15 июля

208. Прямая проходит через вершину A треугольника ABC и середину L медианы BB1. В каком отношении делит эта прямая медиану CC1?

209. В треугольнике ABC точка F делит основание BC  в отношении 3:1, считая от вершины B. Точки M и P отсекают от боковых сторон AB и AC по одной шестой части, считая соответственно от вершины A и от вершины C. В каком отношении делится каждый из отрезков MP и AF точкой их пересечения?

210. На стороне AD и АС параллелограмма ABCD поставили точки K и L соответственно, так что AD = 5АК, АС = 6АL. Докажите, что точки К, В, и L лежат на одной прямой.

211. На биссектрисе угла А неравнобедренного треугольника АВС выбрана точка К. Прямые ВК и СК пересекают стороны АС и ВС в точках L и М. Докажите, что прямая LM проходит через основание биссектрисы внешнего угла А треугольника.
212. На сторонах BC и CD ромба ABCD взяли точки P и Q соответственно так, что BP=CQ. Докажите, что точка пересечения медиан треугольника APQ лежит на диагонали  BD ромба.
Композиция движений (продолжение)
15 июля

213. [image: image285.emf]

Докажите, что композиция четырех осевых симметрий, оси которых содержат последовательно биссектрисы углов выпуклого четырехугольника, есть перенос.
214. На сторонах параллелограмма внешним образом построены квадраты. Доказать, что их центры образуют квадрат.
215. На плоскости даны два квадрата А1В1А2С1 и А2В2А3С2 с общей вершиной А2. Точки О1 и О2 — центры квадратов, В — середина отрезка В1В2, С — середина отрезка С1С2. Докажите, что О1ВО2С — квадрат.
216. На сторонах треугольника вне его построены квадраты. Докажите, что расстояние между центрами двух квадратов равно расстоянию от центра третьего квадрата до противоположной ему вершины данного треугольника.
Неравенства о средних и их применение
15 июля
217. Петя покрасил поверхность прямоугольного параллелепипеда объемом 1м3. Расход краски составляет 100 г/м2. Могло ли ему хватить 0,5 кг краски?

Если даны неотрицательные числа a1,..., an, то число 
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 называется их средним арифметическим, число 
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 — средним гармоническим. Классические неравенства между средними выглядят так:
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причём равенство во всех трёх случаях достигается только когда a1 = a2 = ... = an. 
218. Выведите неравенство о среднем гармоническом и среднем геометрическом из неравенства между средним геометрическим и средним арифметическим.
219. Для a, b, c >0 докажите неравенства: 

а) 
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220. При каком положительном x выражение 
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принимает наименьшее значение, если a и b – положительны, а  m и n – натуральные числа?

221. Какое число больше: 
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222. Докажите, что для натуральных n и m верно неравенство:  
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223. Доказать неравенство 
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 где a и b – натуральные числа.

224. Докажите неравенство 
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225. Докажите, что 
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226. Сейф имеет форму параллелепипеда. Передняя и задняя стенки сейфа изготовлены из материала, который в 8 раз дороже материала боковых стенок. Какой должна быть форма сейфа, чтобы при заданном объеме стоимость материала была наименьшей?
Для самостоятельного решения

227. Для любых положительных чисел a, b, c и любого натурального п доказать неравенство: 
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228. Докажите, что если а1, а2, а3, а4, а5 такие положительные числа, что а1+а2+а3+а4+а5=1, то 
[image: image211.wmf]1024

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

5

4

3

2

1

³

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

а

а

а

а

а

.

229. Для a, b, c > 0 докажите, что 
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230. Какую наибольшую площадь может иметь треугольник с периметром 10 см?

231. В стене требуется выпилить окно площади S, имеющее форму прямоугольника соединенного с полуокружностью. Найдите высоту и ширину окна, при которой длина пропила (т.е. периметр окна) будет наименьшим.
232. Дана таблица n(n, заполненная числами по следующему правилу: в клетке, стоящей в i-й строке и j-м столбце таблицы, записано число 
[image: image213.wmf]1
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. В таблице отметили n чисел таким образом, что никакие два отмеченных числа не находятся в одном столбце или в одной строке. Докажите, что сумма отмеченных чисел не меньше 1.
Рациональность и иррациональность
16 июля
Определения. Рациональное число — это вещественное (действительное) число, которое можно представить в виде отношения целого и натурального чисел. Иррациональное число — это вещественное число, которое нельзя  представить в виде отношения целого и натурального чисел. Множество рациональных чисел обозначается символом 
[image: image214.wmf]Q, вещественных – R. Соответственно, множество иррациональных чисел – это R/Q.
Упражнение 1. Докажите, что если n – натуральное число, не являющееся точным квадратом, то 
[image: image215.wmf]n

 – число иррациональное.
Упражнение 2. В пустые клетки запишите, может ли результат операции, указанной в первой строке таблицы, быть рациональным или иррациональным:
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233. Упростите выражение 
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234. Иррационально ли число 
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235. Иррационально ли число 
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236. Найдите сумму 
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Рациональность и периодичность

237. Докажите, что всякое рациональное число записывается либо конечной десятичной дробью, либо бесконечной периодической десятичной дробью.

238. Докажите, что всякая конечная или периодическая десятичная дробь представляет собой рациональное число.

239. Докажите, что дробь является иррациональным числом:
 
а) 0,1101001000100001000001000000…; б) 0,123456789101112131415…   

240. По круглому стадиону прыгает Джон Сильвер на деревянной ноге. Ширина его прыжка (т.е. длина дуги, на которую он все время сдвигается) постоянна. а) Докажите, что через некоторое время расстояние между какими-то двумя оставленными им следами окажется меньше 0,00000001. б) Докажите, что Джон Сильвер будет сколь угодно близко подходить к своему начальному положению. 

241. В целых точках прямой расположены ямы, шириной 0,01 каждая. Длина прыжков блохи постоянна и равна 
[image: image220.wmf]2

, направление всегда одинаковое. Докажите, что блоха рано или поздно попадет в яму.

242. Математик обещает выдавать сыну на мороженое в среднем 
[image: image221.wmf]2

евро в день. Они условились, что в п-ый день сын будет получать целое число  ап  евро (ап равно 1 или 2) с таким расчетом, чтобы сумма полученная за первые п дней, была как можно ближе к числу  
[image: image222.wmf]2

n

.  Например  а1=1, а2=2, а3=1, а4=2  и т.д. Докажите. что последовательность ап – непериодическая.
Для самостоятельного решения

243. Последовательность задана соотношением 
[image: image223.wmf]n
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 и 0 < x1 < 1. Докажите, что последовательность периодична тогда и только тогда, когда число x1 рационально.

244. Даны числа x1, x2, …, xn, причем x1∙x2∙…∙xn=a. Для любого i = 1, 2, …, n верно, что число |xi − a| − нечетно. Докажите, что все xi иррациональны.
245. В числе x=0,48260483…. цифра, стоящая на n-ом месте после запятой равна первой после запятой цифре числа 
[image: image224.wmf]2

n

. Докажите, что число x иррационально.
Классификация движений
16 июля

246. Найдите композицию трех осевых симметрий 
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, если

а) оси параллельны;

б) оси пересекаются в одной точке;

в) l1 и l2 параллельны, а l3 им перпендикулярна;

г) l1, l2, l3 — прямые общего положения;

д) две из трех осей параллельны, а третья пересекает их.

Определение. Композиция симметрии и параллельного переноса на ненулевой вектор, параллельный оси симметрии, называется скользящей (или переносной) симметрией.

247. Классификация движений. Любое движение является либо параллельным переносом, либо поворотом, либо осевой симметрией, либо скользящей симметрией.
Определение. Говорят, что трегольник ABC ориентирован положительно, если обход по контуру треугольника от вершины A к вершине B и затем к вершине C совершается против движения часовой стрелки. Если же этот обход совершается по движению часовой стрелки, то говорят, что треугольник ABC ориентирован отрицательно. 
Движение плоскости, сохраняющее ориентацию треугольников, называется движением первого рода. Движение, изменяющее ориентацию треугольников на противоположную, называется движением второго рода.
248. Каким движением является композиция осевой и центральной симметрии?

249. Пусть прямая c — образ прямой b при осевой симметрии относительно прямой a. Докажите, что Sc=Sa◦Sb◦Sa.
250. Каким движением является композиция а) двух центральных симметрий; б) трех центральных симметрий; в) n центральных симметрий?

251. Даны треугольник АВС и точка М. Точка М1 симметрична точке М относительно середины AB, точка М2 симметрична точке М1 относительно середины ВС, точка М3 симметрична точке М2 относительно середины АС. Докажите, что точка М3 симметрична точке М относительно вершины А.

252. Даны пять точек — середины сторон пятиугольника. Построить его вершины.
253. Докажите, что ZA ◦ ZB ◦ ZC ◦ ZA ◦ ZB ◦ ZC — тождественное преобразование, где A, В и C — три различные точки плоскости.

254. Дан треугольник ABC. Прямые l, m, p — серединные перпендикуляры к отрезкам BC, CA, AB соответственно. Найти композицию Sp ◦ Sm ◦ Sl .
255. Различные прямые а1, а2, ..., а5 пересекаются в одной точке О, точка М лежит на прямой а1 и не совпадает с О. Построить пятиугольник у которого М — середина стороны, а данные прямые — серединные перпендикуляры к его сторонам.

256. Найти композицию осевых симметрий относительно прямых, содержащих биссектрисы данного треугольника.

257. Вписать в данную окружность семиугольник, стороны которого параллельны заданным семи прямым.
258. На плоскости даны два равных противоположно ориентированных треугольника ABC и A1B1C1. Докажите, что середины отрезков AA1, BB1, CC1 лежат на одной прямой.
Бесконечность
17 июля
Бесконечность и очень много


259. Верны ли следующие утверждения:

а) в ряду натуральных чисел найдётся сколь угодно много последовательных составных чисел;

б) В ряду натуральных чисел найдётся бесконечно много последовательных составных чисел?

260. Кузнечик стартует с точки 0 и скачет по целым точкам числовой прямой. Длина его прыжка не превышает 100. 

а) Может ли кузнечик побывать ровно по одному разу во всех точках от ​−100000 до 100000? 

б) Можно ли придумать алгоритм, который позволит кузнечику побывать ровно по одному разу во всех точках числовой прямой? 

Бесконечность и принцип Дирихле

261. Докажите, что есть бесконечно много простых чисел, дающих при делении на 2013 одинаковый остаток.

262. Докажите, что в десятичной записи 
[image: image226.wmf]2

:

а) какая-то цифра встречается бесконечно много раз;

б) таких цифр как минимум две;

в) какой-то набор из 100 подряд идущих цифр повторяется бесконечно много раз.
263. а) В горах живут три бесконечнодолгожителя. Каждый день каждый из них посвящает либо сну, либо еде. Докажите, что занятия каких-то двух из них совпадут бесконечно много раз.

б) Докажите, что из любых 11 бесконечных десятичных дробей можно выбрать две, совпадающие в бесконечном числе позиций.
Бесконечные процессы

264. Два бога по очереди выписывают цифры бесконечной десятичной дроби. Первый своим ходом приписывает в хвост любое конечное число цифр, второй – одну. Если в итоге получится чисто периодическая дробь (без предпериода),  выигрывает первый, иначе – второй. Кто выиграет при наилучшей игре сторон?
Определение. Последовательность называется возрастающей, если каждый ее член больше предыдущего. Если каждый член последовательности меньше предыдущего, она  называется убывающей.
265. Докажите, что из любой бесконечной числовой последовательности можно удалить какое-то (возможно, бесконечное) количество чисел так, чтобы оставшиеся образовали либо бесконечную убывающую, либо бесконечную возрастающую последовательность.
Для самостоятельного решения

266. Для любого n сумма n первых членов последовательности больше n. Докажите, что в последовательности бесконечно много положительных членов.
267. Младший бог Нка переставил местами числа натурального ряда, забрав себе единицу. Докажите, что найдётся бесконечное количество чисел, которые больше номера места, на котором они стоят.
268. а) Пусть a1, a2,…, an , … — последовательность различных натуральных чисел. Докажите, что из нее можно удалить какое-то (возможно, бесконечное) количество чисел так, чтобы оставшиеся образовали возрастающую последовательность.   

б) Дана таблица из трех бесконечных строк, в каждой клетке которой записано натуральное число. При этом все числа различны. Докажите, что можно отметить бесконечное число столбцов таким образом, что в каждой строке оказалась отмечена возрастающая  последовательность.

269. Можно ли из последовательности 1, 1/2, 1/3,... выбрать (сохраняя порядок) 
а) три числа,

б) сто чисел,

в) бесконечно много чисел,

так, чтобы каждое, начиная с третьего, равнялось разности двух предыдущих 
(ak = ak-2 – ak-1)? 
270. Два бога по очереди выписывают цифры бесконечной десятичной дроби. Первый своим ходом приписывает в хвост любое конечное число цифр, второй – одну. Если в итоге получится рациональное число,  выигрывает первый, иначе – второй. Кто выиграет при наилучшей игре сторон?
Математический бой – М7-М8 непрофи
17 июля
271. Двое играют в игру. Первый пишет на доске число 1. Второй прибавляет к нему 1 или 2 и пишет результат на доске. Первый прибавляет к числу на доске 1, 2 или 3 и опять записывает результат. Второй увеличивает число на доске на 1, 2, 3 или 4 и пишет результат и т.д. Побеждает тот, кто напишет число 10000. Кто выигрывает при правильной игре?

272. В треугольнике ABC высота AH, медиана BM и биссектриса CL тремя точками пересечений образовали треугольник. Может ли получившийся треугольник быть равносторонним?

273. В квадратной таблице размером 3(3 записаны 9 чисел так, что суммы чисел в строках, столбцах и на каждой из двух диагоналей равны между собой. Сумма всех девяти чисел равна 2001. Какое число может стоять в центральной клетке таблицы? 

274. На окружности имеется 24 точки, которые в произвольном порядке занумерованы нечетными числами от 3 до 49. Два числа соединяются хордой в том и только в том случае, если одно из них делится на другое. Докажите, что найдутся две хорды, пересекающиеся внутри окружности.
275. Назовем раскраску клеток доски 6×6 в черный и белый цвет хорошей, если у каждой клетки найдется соседняя по стороне клетка такого же цвета. Существует ли такая хорошая раскраска, которая при замене белого цвета на черный, а черного на белый в любом столбце или в любой строке становится нехорошей?
276. Дан выпуклый семиугольник. Докажите, что одну из его вершин можно удалить таким образом, чтобы никакие три диагонали, соединяющие оставшиеся вершины, не имели общей внутренней точки. 

277. За круглым столом сидят мужчины и женщины, всего 100 человек. Будем называть человека довольным, если его сосед справа – противоположного пола. Известно, что довольных мужчин – 20% (от общего числа мужчин), довольных женщин –30% (от общего числа женщин). Сколько мужчин сидит за столом? Не забудьте обосновать ответ.

278. Два различных числа m и n назовем родственными, если, во-первых, они имеют одни и те же простые делители, и, во-вторых, числа m–1 и n–1 обладают таким же свойством. Докажите, что существует бесконечно много пар родственных чисел.
279. Произвольную точку O внутри выпуклого четырёхугольника соединили с его вершинами. Докажите, что точки пересечения медиан в четырёх образовавшихся треугольниках образуют вершины параллелограмма.

280. На окружности фиксированы точки B и C, а точка A перемещается по окружности. По какой кривой перемещается центр масс треугольника АВС?
Определение. Гомотетией с центром О и коэффициентом k называется преобразование плоскости, при котором образ А1 любой точки А удовлетворяет соотношению [image: image228.png]0A, = kOA



. Обозначение: [image: image230.png]55



.
При гомотетии все расстояния изменяются в |k| раз.

Гомотетия переводит отрезок в отрезок, прямую в прямую, окружность в окружность.

Гомотетия сохраняет углы.

281. а) Даны два параллельных отрезка разной длины. Укажите все гомотетии, переводящие один отрезок в другой.
б) Теорема о четырех точках трапеции. Докажите, что середины оснований трапеции, точка пересечения диагоналей и точка пересечения прямых, содержащих боковые стороны трапеции, лежат на одной прямой.
282. На каждом из оснований AD и BC трапеции ABCD построены вне трапеции равносторонние треугольники. Докажите, что отрезок, соединяющий третьи вершины этих треугольников, проходит через точку пересечения диагоналей трапеции.
283. Две окружности касаются внутренним образом в точке A. Хорда ВС большей окружности касается меньшей в точке D. E – середина дуги BC, не содержащей точку А. Докажите, что а) точки A, D, E лежат на одной прямой; б) (BAD=(CAD.
284. а) Дан треугольник ABC. Обозначим середины сторон BC, AC, AB через A1, B1, C1 соответственно. Придумайте гомотетию, которая переводит треугольник ABC в треугольник A1B1C1.
б) Прямая Эйлера. Докажите, что ортоцентр Н, центр масс М и центр описанной окружности О лежат на одной прямой, причем отрезок ОН делится точкой М в отношении 1:2, считая от точки О.
в) Докажите, что центр E описанной окружности треугольника A1B1C1 является серединой отрезка OH.

г) Окружность Эйлера. Докажите, что основания высот, середины сторон и середины отрезков, соединяющих ортоцентр с вершинами треугольника лежат на одной окружности.
285. Ортоцентр треугольника АВС отразили симметрично трех сторон треугольника, а так же относительно середин трех сторон. Докажите, что полученные 6 точек лежат на описанной окружности треугольника  АВС.
286. В треугольнике ABC вписанная и вневписанная окружности касаются стороны BC в точках M и N соответственно. MP – диаметр вписанной окружности. Докажите, что а) BM=CN; б) точки A, P, N лежат на одной прямой.
287. В окружности проведены перпендикулярные диаметры AB и CD. Из точки M, лежащей вне окружности, проведены касательные к окружности, пересекающие прямую AB в точках E и H, а также прямые MC и MD, пересекающие прямую AB в точках F и K. Докажите, что EF = KH.
Для самостоятельного решения

288. Докажите, что три прямые, проведённые через середины сторон треугольника параллельно биссектрисам противолежащих углов, пересекаются в одной точке.

289. Окружность касается равных сторон АВ и ВС равнобедренного треугольника АВС в точках Р и К, а также касается внутренним образом описанной окружности треугольника АВС. Докажите, что середина отрезка РК является центром вписанной окружности треугольника  АВС.
290. Четырёхугольник ABCD вписан в окружность S с центром O. Биссектриса угла ABD пересекает сторону AD и окружность S в точках K и M соответственно. Биссектриса угла CBD пересекает сторону CD и окружность S в точках L и N соответственно. Известно, что прямые KL и MN параллельны. Докажите, что описанная окружность треугольника MON проходит через середину отрезка BD.
Неравенство Коши-Буняковского-Шварца
19 июля
291. Неравенство Коши-Буняковского-Шварца (КБШ). Для любых действительных чисел a1,…, an и b1,…, bn верно неравенство
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причём равенство достигается лишь тогда, когда наборы a1,…, an и b1,…, bn пропорциональны, т.е. a1=tb1,…, an=tbn для некоторого числа t.
Указание: что можно сказать про дискриминант (a1x+b1)2+…+(anx+bn)2 ?
292. Для положительных чисел a1,…, an докажите неравенства, используя КБШ: 
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293. Удобное следствие КБШ. Докажите, что 
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294. Докажите неравенство 
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295. Докажите неравенство 
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296. Докажите неравенство при неотрицательных a, b, c, d:

[image: image239.wmf]3

2

3

2

3

2

3

2

3

2

³

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

c

b

a

d

b

a

d

c

a

d

c

b

d

c

b

a

.

297. Положительные числа a, b, c таковы, что a2+b2+c2 ( 3. Докажите, что 
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298. Из точки M внутри данного треугольника ABC опускаются перпендикуляры MA1, MB1, MC1 на прямые BC, CA, AB, соответственно. Где должна находиться точка M, чтобы величина 
[image: image241.wmf]1

1

1

MC

AB

MB

CA

MA

BC

+

+

 принимала наименьшее значение?
299. Установите, в каких границах лежит выражение 
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Для положительных чисел a, b и с докажите неравенство:
 
а) 
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б) 
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Гомотетия - 2
20 июля
300. Внутри угла отмечена точка. Постройте окружность, проходящую через заданную точку и касающуюся сторон данного угла.
301. Постройте на стороне BC данного треугольника ABC такую точку, что прямая, соединяющая основания перпендикуляров, опущенных из этой точки на стороны AB и AC, параллельна BC.

302. Дана окружность и точка внутри нее. Постройте хорду, которая делится данной точкой в отношении 2:1.

303. Около прямой дороги, под некоторым углом к ней, расположено прямоугольное здание. Найдите на дороге точку, с которой угол обзора фасада здания будет максимальным.

304. Дан остроугольный треугольник ABC. Постройте точки X и Y на сторонах AB и BC так, что a) BX = XY = YC; б) AX = XY = YC.

305. а) Некоторое преобразование плоскости любой вектор [image: image246.png]21



 переводит в вектор [image: image248.png]


 при фиксированном k. Докажите, что если k≠1, то это гомотетия.

б) Пусть О1 и О2 – две точки. Найдите неподвижные точки композиции [image: image250.png]


 (k1k2 ≠ 1), лежащие на прямой О1О2.

в) Докажите, что [image: image252.png]


  − гомотетия, найдите ее центр и коэффициент.

г) Докажите, что если k1k​2 = 1, то эта композиция – параллельный перенос.

306. Трапеции ABCD и APQD имеют общее основание AD, причем длины всех их оснований попарно различны. Докажите, что на одной прямой лежат точки пересечения следующих пар прямых: а) AB и CD, AP и DQ, BP и CQ; б) AB и CD, AQ и DP, BQ и CP.

307. Задача о трех колпаках. На плоскости даны три окружности разных радиусов, ни одна из которых не лежит внутри другой. Для каждой пары окружностей отметили точку пересечения их общих внешних касательных. Докажите, что три полученные точки лежат на одной прямой.

308. Каждую сторону четырёхугольника в процессе обхода по часовой стрелке продолжили на её длину. Оказалось, что новые концы построенных отрезков служат вершинами квадрата. Докажите, что исходный четырёхугольник – квадрат.

Для самостоятельного решения

309. В углы А и С выпуклого четырехугольника ABCD вписаны равные окружности с центрами О1 и О2. Оказалось, что О1О2||АС. Докажите, что в четырехугольник ABCD можно вписать окружность.
310. Постройте треугольник ABC по сторонам AB и AC и биссектрисе AD.
311. Три окружности одинаковых радиусов вписаны в углы А, В, С треугольника АВС. Четвёртая окружность касается внешним образом всех этих трёх окружностей. Доказать, что её центр лежит на прямой, проходящей через центры вписанной и описанной окружностей треугольника АВС.
Рекуррентные соотношения
20 июля
1. Садовник, привив черенок редкого растения, оставляет его расти два года, а затем ежегодно берет от него по 3 черенка. С каждым новым черенком он поступает аналогично. Сколько растений будет у садовника на седьмом году роста первоначального растения?
Определение. Последовательность задана рекуррентно, если задано правило, позволяющее определить значение каждого следующего члена последовательности по одному или нескольким предыдущим.
2. а) Жаба сидит на первой клетке полоски 1(n. За один ход жаба может прыгнуть либо на одну, либо на две клетки вправо. Обозначим через gn число различных способов допрыгать из первой клетки в клетку с номером п. Найдите зависимость gn  от gn-1 и gn-2.

б) На первой клетке полоски 1(n сидит кузнечик. За один прыжок кузнечик может прыгнуть вперед на одну, две или три клетки. Обозначим fn количество способов допрыгать до n-ой клетки. Найдите зависимость fn от  fn-1 ,  fn-2  и  fn-3. Сколько существует способов добраться до восьмой клетки?
3. Имеется прямоугольная доска размера 2(п. Найдите количество способов замостить ее доминошками 1(2.
Последовательность, задаваемая формулами 
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4. Докажите, что: а) НОД(
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Связанные рекурренты

5. Лягушка прыгает по вершинам треугольника ABC, перемещаясь каждый раз в одну из соседних вершин. Пусть an – число способов вернуться за n прыжков в исходную вершину, а bn – попасть за n прыжков в вершину, соседнюю с исходной. а) Докажите, что an+1 = 2bn , bn+1 = an + bn.

б) Выведите отдельные рекуррентные формулы для последовательностей an и bn . 
6. Лягушка прыгает по вершинам шестиугольника ABCDEF, каждый раз перемещаясь в одну из соседних вершин. Обозначим  ck  количество способов попасть из A в C за k прыжков. Выведите рекуррентную формулу для последовательности сk.
7. (Игра "Ханойская башня") Имеется пирамида с n кольцами возрастающих размеров, надетая на стержень А и еще два пустых стержня В и С той же высоты. Разрешается перекладывать верхнее кольцо с одного стержня на другой, но при этом запрещается класть большее кольцо на меньшее. При этом со стержня А разрешается перекладывать кольцо только на стержень В, со стержня В  – только на стержень С,  а со стержня С – только на стержень А. Обозначим Qn – минимальное число перекладываний, необходимое для перемещения башни из п дисков со стержня А на стержень В,  а  Rn – минимальное число перекладываний, необходимое для перемещения башни из п дисков обратно со стержня В на стержень А.  

а) Докажите, что Qn = 2Rn-1+1,  Rn = Qn+Qn-1+1.

б) Выведите отдельные рекуррентные формулы для  Qn  и Rn. 

Для самостоятельного решения

8. Чтобы выбрать троих разведчиков, n солдат построили в шеренгу. Каждый раз командир приказывает выйти из строя либо всем, стоящим на четных местах, либо всем, стоящим на нечетных местах. После нескольких приказов в строю осталось трое. Докажите, что количество различных троек разведчиков, которые можно получить таким образом, равно |n–a|, где a – ближайшая к n степень двойки.

9. Обозначим an число способов выписать в строчку n ноликов, крестиков и звездочек, так, чтобы звездочки не стояли рядом с крестиками. Задайте последовательность an рекуррентно.
10. Рассмотрим последовательность слов из букв A и B: 

A, B, AB, BAB, ABBAB, BABABBAB, ...  (каждое следующее слово получается склеиванием двух предыдущих). Может ли в последовательности встретиться "периодическое" слово, т. е. слово, состоящее из нескольких (по меньшей мере двух) одинаковых кусков, идущих друг за другом, и только из них? (Например, слово BABBBABB - периодическое, а слово ABABBBABB – нет).
11. По кругу выписаны натуральные числа от 1 до N. Иосиф сначала вычеркивает второе число,  затем четвертое и т.д., пропуская по одному числу. Обозначим J(N) – число, которое останется последним при выполнении такой процедуры. Докажите, что: 

а) J(2N ) = 2 J(N ) – 1; б) J(2N +1 ) = 2 J(N ) + 1; в) J(2N ) = 1; г) J(2N + k) = 2k + 1.
12. Сорок девять школьников встали в круг по алфавиту, начиная с Сережи Адлера и заканчивая Мерданом Харрамовым. Вадим Вениаминович считает их, начиная с Сережи, и каждый второй выбывает из игры. Кто останется последним? (Ищите список М8 в холлах 13 и 14 корпусов.)
Волновой фронт
21 июля
312. В море с прямолинейным берегом на расстоянии 100 м от берега находится бакен. Жене нужно как можно быстрее добраться до бакена. Женя бежит вдоль берега со скоростью 15 км/час. Плавает Женя со скоростью 4 км/час. Найдите оптимальную траекторию Жени.

313. По противоположным берегам канала с параллельными берегами бегут навстречу друг другу Андрей и Дима. Дима бежит со скоростью 15, а плывет со скоростью 4. Андрей бежит со скоростью 20, а плывет со скоростью 5. Определите оптимальную стратегию Димы и Андрея, если они хотят встретиться как можно быстрее.

314. Определите стратегию Димы и Андрея, если они бегут по берегу реки, скорость течения которой 1, причем Андрей бежит по течению, а Дима –против.

Для самостоятельного решения

315. Надо мной на высоте 3300 метров со скоростью 550 метров в секунду пролетает сверхзвуковой самолёт. Скорость звука – 330 метров в секунду. Сколько времени пройдет с момента, когда самолёт находился ровно над моей головой, до момента, когда я услышу звук?
316. Партизан Трофим на трофейном тракторе находится на прямолинейной дороге, проходящей через поле. По дороге трактор едет со скоростью 20 км/ч, а по полю – со скоростью 10 км/ч. В поле есть несколько круглых рощиц. а) Как следует действовать Трофиму, чтобы как можно быстрее спрятать трактор в роще?

б) Как действовать Трофиму, если скорость движения по дороге 40 км/ч? SHAPE  \* MERGEFORMAT 



Счётность и несчётность
21 июля
Счетность  

317. Постройте бесконечную последовательность натуральных чисел, в которой каждое натуральное число встречается бесконечное число раз.

318. Пронумеруйте клетки бесконечной во все стороны шахматной доски.

Определение. Бесконечное множество A называется счётным, если его элементы можно пронумеровать. Чтобы доказать счётность множества, необходимо предъявить способ нумерации его элементов.

319. Докажите, что счётным является множество:

а) четных чисел;

б) множество целых чисел Z; 

в) множество непересекающихся отрезков прямой длины не меньше 2.

320. а) Воспользуйтесь результатом задачи 2 и докажите, множество точек плоскости с целыми координатами счетно. 

б) Докажите, исходя из пункта а), что множество рациональных чисел  Q – счетно.

в) Докажите, что счетно множество пар рациональных чисел (a; b).

321. Чтобы пересчитать количество команд, собравшихся на посвящение в лмшата, Эратосфен подозвал к себе по одному представителю от команды. Догадавшись зачем мы сообщили вам эту информацию, докажите, что любое множество непересекающихся отрезков прямой – счетное.

322. Докажите, что внутри любого круга, расположенного на координатной плоскости, найдется точка, обе координаты которой рациональны. 

323. На плоскости нарисовано некоторое количество непересекающихся

а) кругов;

б) восьмерок (восьмерка – это две окружности с одной общей точкой).
 Докажите, что их множество либо конечное, либо счетное.

Диагональный процесс Кантора  


324. а)
 Собираясь на карнавал Аня надела платье не такое как у Барбары, туфли не такие, как у Вики, бусы не такие как у Гали, маску не такую как у Даши, сумочку не такую, как у Евы и т. д. Докажите, что Анин карнавальный наряд – уникален.
б) Имеется  конечный набор бесконечных  последовательностей из нулей и единиц. Укажите правило, позволяющее построить последовательность, которой нет в наборе.

в) Маг Кондратий пронумеровал бесконечное множество бесконечных  последовательностей из нулей и единиц. Укажите правило, позволяющее построить последовательность, не входящую в список Кондратия.

г) Докажите, что множество всех бесконечных последовательностей из нулей и единиц несчетно (то есть его элементы невозможно пронумеровать). 

325. Докажите, что несчетно множество:

а) бесконечных десятичных дробей;

б) действительных чисел R.
326. а) Установите взаимно однозначное соответствие между бесконечными последовательностями нулей и единиц и множеством всех подмножеств натурального ряда. 

б) Докажите, что множество подмножеств натурального ряда несчётно.

327. Алгебраические числа – это действительные числа, являющиеся корнями ненулевых многочленов с целыми коэффициентами. Числа, не являющиеся алгебраическими, называются трансцендентными. Докажите, что существуют трансцендентные числа.

Для самостоятельного решения
328. Существует ли на плоскости окружность, на которой:

а) нет ни одной точки, обе координаты которой рациональны?

б) есть ровно одна такая точка?

в) есть ровно две таких точки?

329. На плоскости есть счетное число комаров (нулевого размера). В фиксированной точке находится юная защитница природы Юля, вооруженная  лазерным ружьем. Докажите, что Юля может выстрелить так, чтобы не убить ни одного комара.

330. Назовем действительное число конструктивным, если его запись в десятичной системе счисления генерируется некоторым алгоритмом, записанным конечным числом букв русского языка, цифр и математических знаков типа больше, равно, плюс и так далее. Докажите, что есть неконструктивные числа.
331. Является ли счетным множество, составленное из различных подмножеств счетного множества, если известно, что: 

а) никакие два из них не пересекаются;

б) любые два из них пересекаются не более, чем по 10 элементам; 

в) любые два пересекаются не более, чем по конечному множеству;

г) среди любых двух одно является подмножеством другого?
Поворот вектора
21 июля

332. Равносторонние треугольники АВС и СDE имеют общую вершину С. Докажите, что середины отрезков АС, СЕ и BD являются вершинами равностороннего треугольника.


[image: image262]
Чтобы найти образ вектора при повороте, можно разложить его в сумму нескольких векторов, и найти образ каждого слагаемого в отдельности, каждый раз выбирая свой, наиболее удобный для этого слагаемого центр поворота.
333. На сторонах BC и CD параллелограмма ABCD построены внешним образом правильные треугольники BCK и DCL. Докажите, что треугольник AKL — правильный.

334. Даны правильные одинаково ориентированные треугольники OAB, OCD, OEF. Доказать, что середины M, N, P соответственно отрезков BC, DE, AF являются вершинами правильного треугольника.

[image: image263]
335. Дан треугольник ABC и построены точки 
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. Докажите, что расстояние между серединами отрезков DE и AB равно 
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336. а) Точки M и M1 лежат на отрезках AB и A1B1 соответственно. AM : MB = A1M1 : M1B1 = x : у. Выразите вектор MM1 через векторы AA1 и BB1.

б) Даны квадраты A1B1C1D1 и A2B2C2D2 одинаковой ориентации. Отрезки A1A2, B1B2, C1C2, D1D2 разделены точками A, B, C, В в одном и том же отношении. Докажите, что ABCD — квадрат (или точки A, B, C, D совпадают).

337. Четырехугольник ABCD повернут около некоторой точки O на 90( в положение A1B1C1D1. Точки P, Q, R, S — середины отрезков A1B, B1C, C1D, D1A соответственно. Докажите, что отрезки PR и QS равны и перпендикулярны.
338. АА1, ВВ1, СС1 — высоты треугольника АВС и ВС = а, АВ = с, АС = b. Докажите, что 
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Криптографические алгоритмы
22 июля
1. В стране, где живут Алиса и Боб, на почте могут украсть содержимое посылки. Для борьбы с этим власти страны постановили отправлять все посылки в закрытых сундуках с надежными навесными замками (некоторые для надежности даже привешивают сразу несколько замков). Боб и Алиса живут очень далеко друг от друга. Боб хочет послать Алисе по почте ценный подарок. Можно было бы запереть его в сундук, однако нет никакой возможности переправить ей ключ от замка. Тем не менее, Боб и Алиса справились с этой задачей. Как они это сделали?
2. Художники Ася и Боря хотят, не встречаясь, выбрать в тайне от всех свой общий секретный цвет. Для этого они передают друг другу через общую подругу Еву банки с краской. Хитрая Ева берет себе образец краски из каждой передаваемой банки. Чтобы секретный цвет не стал известен Еве, Ася и Боря действуют следующим образом. Сначала Ася отправляет Боре баночку желтой краски. Теперь Боря смешивает в равных долях эту желтую краску и свою секретную и отправляет Асе. Одновременно Ася смешивает в равных долях желтую и свою секретную краску и отправляет Боре. Естественно, образцы обеих смесей оказываются у Евы. Теперь Боря добавляет к двум частям полученной от Аси смеси одну часть своей секретной краски. То же самое делает с полученным от Бори образцом Ася. Теперь у Аси и Бори есть общий секретный цвет. Объясните, почему Ева не сможет из перехваченных образцов получить такой же цвет.

3. Вспомните доказательство теоремы Эйлера через граф умножения остатков. а) Рассмотрим граф умножения остатков на 2 по модулю 17. Он разбивается на два цикла. 

б) Рассмотрим граф умножения остатков на 3 по модулю 17. Для того чтобы доказать, что он образует один цикл, достаточно вычислить остаток деления на 17 чисел 32, 34 и 38. Объясните, почему это так.
Утверждение. По любому простому модулю p найдется остаток, граф умножения на который образует один цикл. (Если не верите, спросите у профи, или подождите еще год – мы вам объясним почему.) Называется он первообразным корнем по модулю p. 
4. Алиса и Боб хотят создать общее секретное число, а хитрая Ева отслеживает их переписку и копирует себе все пересылаемые числа. Чтобы Еве не удалось узнать их секрет, Алиса и Боб действуют следующим образом. Алиса выбирает очень большое простое число p и первообразный корень x по модулю p и пересылает их Бобу. Далее Алиса и Боб одновременно выбирают секретные числа a и b и каждый возводит число x в свою степень. Потом они пересылают друг другу полученные числа. Теперь у Алисы есть число c1 ( xb (mod p) , которое она возводит в свою секретную степень и получает число c ( xab (mod p). Боб возводит полученное число с2 ( xa (mod p) в степень b и тоже получает с. Поясните, почему Ева не сможет получить число с.

5. а) Докажите, что для любого числа 1 < d < φ(n) взаимнопростого с ( (n) найдётся такое число e < ( (n), что ed ( 1 (mod φ(n)).

б) Докажите, что если НОД(m; n) = 1 и c ≡ me (mod n), то сd ≡ m (mod n).
Криптосистема RSA. Пусть есть большое число n = pq, где p и q – простые числа. Выбирается произвольное число 1 < d < φ(n) взаимнопростое с φ(n) и вычисляется число e < ( (n) такое, что ed ( 1 (mod φ(n)). Тогда пара чисел (e, n) называется открытым ключом, а пара (d, n) – закрытым.
Открытый ключ знают все, закрытый ключ знает только его владелец.

Шифрование. Пусть есть сообщение m. Тогда зашифрованное сообщение c вычисляется по формуле c ( me (mod n).

Дешифрование. Пусть есть зашифрованное сообщение с. Тогда исходное сообщение m может быть получено по формуле m ≡ cd (mod n).
6. Электронная цифровая подпись. Пусть у Алисы есть закрытый ключ. Она хочет подписать документ таким образом, чтобы все могли проверить, что его подписала именно она. Каким образом она это может сделать? А как остальные смогут проверить подлинность подписи?
7. Двусторонний обмен сообщениями. У Алисы и Боба есть свои закрытые ключи. Они хотят обмениваться сообщениями таким образом, чтобы никто третий не смог прочитать их переписку. При этом они хотят быть уверенными в том, что получают письма именно друг от друга. Как они смогут это сделать?
Неравенства, связанные с треугольником
22 июля

Всюду в этом листке a, b, c − длины сторон треугольника, p, S, r и R − его полумериметр, площадь, радиусы вписанной и описанной окружностей соответственно.

339. Докажите, что 
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340. (6-й межнар). Докажите, что 
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341. Основная теорема. Треугольник со сторонами a, b, c существует тогда и только тогда, когда существуют положительные числа x, y, z, что a=x+y, b=y+z, c=z+x. 
Таким образом, задача "Докажите, что в любом треугольнике выполняется неравенство …" подстановкой a=x+y, b=y+z, c=z+x сводится к задаче "Докажите, что для любых x, y, z > 0 верно неравенство …".

342. Докажите, что 
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343. Докажите, что 
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344. Докажите, что полупериметр p, площадь S и радиусы вписанной r и описанной R окружностей треугольника выражаются через x, y и z по следующим формулам:
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345. Докажите, что произведение любых двух сторон треугольника больше 
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346. Докажите, что 
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Для самостоятельного решения
347. Докажите, что 
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348. Докажите, что 
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349. Докажите, что 
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350. Докажите, что 
[image: image281.wmf]0

)

(

)

(

)

(

2

2

2

³

-

+

-

+

-

a

c

a

c

c

b

c

b

b

a

b

a


.
351. Докажите, что 
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Заключительная олимпиада

Довывод

1. Числа p и 29p–2 – простые. Докажите, что число 29p+2 – составное.

2. В однокруговом футбольном турнире участвовали 6 команд. Давали 3 очка за победу, 1 за ничью, 0 за поражение. Спартак выиграл турнир, набрав больше всех очков, а остальные команды набрали по одинаковому числу очков. Могло ли случиться, что Спартак выиграл не у всех?

3. На медиане BD треугольника ABC выбрана такая точка E, что AE=BC. Прямая AE пересекает сторону BC в точке F. Докажите, что BF=FE.

4. Положительные числа x, y таковы, что x+y=2. Докажите, что x2y2(x2+y2)(2.

5. Все натуральные числа раскрашены в желтый и синий цвета так, что чисел каждого цвета бесконечно много. Докажите, что существует бесконечно много чисел, каждое из которых можно представить и как сумму двух желтых, и как сумму двух синих.

Вывод

6. За один ход разрешается отсечь от многоугольника треугольник прямой, не проходящей через вершины многоугольника. Вначале есть квадрат с точкой в центре. Докажите, что после любого числа ходов точка не будет отсечена.

7. Даны a и b – натуральные числа, большие 1. Известно, что у любого числа, кратного a, сумма цифр делится на b. Докажите, что b=3 или b=9.

8. Петя и Вася по очереди ломают палку: сначала Петя – на две части, затем Вася ломает любой из кусков на две части, затем Петя – любой из кусков на две части, и т.д. Петя выиграет, если сможет после какого-то из своих ходов сложить из каких-то 6 кусков два равных треугольника. Может ли Вася ему помешать?
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�Вспоминаем легальные операции со сравнениями:сложение, домножение на число, деление на взаимнопростое и прочее.


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  ��  А) Рассмотрим две прогрессии с взаимно простыми разностями  m и n.  Пусть А1 и А2  (А1 >А2)– первые члены  этих прогрессий. Тогда среди членов второй прогрессии  на отрезке [A1;A1+ mn] встретятся все остатки при делении на m, а значит и нулевой. Таким образом, две такие прогрессии всегда пересекаются.   


�Получается сразу из формулы  в виде m(1-1/p1)...(1-1/pn) 


�Ну вот просто выписать и посчитать


�Индукция по k 


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  ��Деление в Zm как решение сравнения �EMBED Equation.DSMT4���. Когда существуют делители нуля? Остатки, взаимнопростые с модулем образуют  отдельную таблицу умножения по модулю, то есть множество таких остаков замкнуто относительно  операции умножения по модулю.   


�Вспомнить граф умножения остатков. Поговорить о том, чем может быть задано состояние системы. Поговорить об обратном ходе – делении в приведенной системе вычетов


�Ответ: 60. Решение. Обозначим через x – количество женщин, y – количество мужчин. Назовем группой несколько подряд сидящих мужчин или женщин, если с разных сторон от них расположены лица противоположного пола. Заметим, что в каждой группе ровно один довольный человек, и группы мужчин и женщин расположены вокруг стола поочередно. Следовательно, довольных мужчин и женщин – поровну, поэтому 0,3x = 0,2y и, по условию, x + y = 100. Решая систему, получаем y = 60.





�Пишем на доске, как-нибудь сделают. Например, запишут неравенство треугольника a+b>c, возведут в квадрат


�После подстановки и преобразований неравенство сводится к x^2y+yz^2+y^2z+zx^2+y^2x+xz^2>=6xyz


�После подстановки сводится к 8xyz<=(x+y)(y+z)(z+x)


�После подстановки и преобразования сводится к очевидному: xy+yz+zx>=0.


�Если для ab>4Rr, то после подстановки и преобразований сведется к y>0.


�После преобразований сводится к: �EMBED Equation.3���


�После подстановки сводится к x^2y^2+y^2z^2+z^2x^2-x^2yz-xy^2z-xyz^2>=0


�После подстановки сводится к:


2(x^3+y^3+z^3+3xyz-xz^2-y^2z-yz^2-x^2y-xy^2)>=0


�После подстановки и преобразований сводится к 2(x^3z+y^3x+z^3y-x^2yz-xy^2z-xyz^2)>=0


�После подстановки сводится к 8xyz>=0
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