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Дроби

8 июля
Определение. Обыкновенная дробь 
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 называется правильной, если 
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. Обыкновенная дробь 
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 называется несократимой, если НОД(m, n) = 1. Десятичная дробь r называется правильной, если 
[image: image4.wmf]1
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. Правильная десятичная дробь называется чисто периодической, если период начинается сразу после запятой. Остальные дроби называются смешанно-периодическими, а часть десятичной записи между запятой и первым периодом называется предпериодом.

1. Докажите, что правильная несократимая дробь 
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m

 представляется в виде конечной десятичной дроби тогда и только тогда, когда n имеет вид 
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2. а) Если 
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 – правильная несократимая дробь и 
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 то первая цифра в десятичном разложении этой дроби равна 
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 – целая часть числа x.

б) Пусть n делится на простое число p, не равное 2 или 5, и r – остаток от деления 10m на n. Тогда, если 
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 – десятичная запись дроби 
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 – десятичная запись дроби 
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в) Докажите, что любая обыкновенная дробь 
[image: image15.wmf]n
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 представима в виде конечной или периодической десятичной дроби.

3. Найдите периоды дробей: а) 
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а) Если НОД(10, n) = 1, то для каждой правильной дроби 
[image: image20.wmf]n
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 существует единственное такое m, что дробь 
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 правильная и и r является остатком от деления 10m на n.
б) Докажите, что правильная дробь 
[image: image22.wmf]n
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 представима в виде чисто периодической десятичной дроби тогда и только тогда, когда НОД(10, n) = 1.
4. Докажите, что если НОД(10, n) = 1, то длина периода правильной несократимой дроби 
[image: image23.wmf]n
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 равна минимальному натуральному числу r, для которого 
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 делится на n.
Определение. 
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 – это количество правильных несократимых дробей со знаменателем n.

5. Вычислите 
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6. а) Сколько существует правильных дробей со знаменателем n, которые можно сократить ровно на d?

б) Докажите, что 
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 для всех d, являющихся делителями числа n, равна n.)

7. Пусть p – простое число. Докажите, что 
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а) Докажите, что длина периода несократимой дроби 
[image: image33.wmf]n
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 равна длине периода дроби 
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б) Пусть НОД(10, n) = 1. Докажите, что период дроби 
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 будет делителем числа 
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8. а) Докажите, что если НОД(10, n) = 1, то 
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 делится на n.

б) Для любого a, взаимно простого с n, докажите, что 
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 делится на n (теорема Эйлера).

в) Для произвольного a и простого p докажите, что 
[image: image39.wmf]a
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 делится на p (малая теорема Ферма).

Определение. Система шифрования RSA заключается в следующем. Выбираются два различных больших простых числа p и q и число n = pq. Далее выбираются два таких числа c и d, что cd – 1 делится на (p – 1)(q – 1). Информация представляется в виде целого числа x (
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), которое шифруется числом 
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 (y – остаток от деления 
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 на n). Зная d, можно по y восстановить x по формуле 
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. Число d хранится в секрете и называется закрытым ключом, а числа n и c свободно распространяются и называются открытым ключом.

9. а) Докажите, что 
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б) Докажите, что 
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Для самостоятельного решения

10. Докажите, что 
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Докажите, что сумма длин периода и предпериода правильной дроби 
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 не превосходит 
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11. Имеется два черных ящика. В начальный момент времени в памяти каждого из них находится некоторое число m. Первый ящик каждую секунду печатает карточку с числом m, после чего заменяет его по формуле 
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 (вместо m в память записывается остаток от деления числа 10m на некоторое фиксированное число n). Второй ящик также каждую секунду печатает число m, но после этого заменяет m по формуле 
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. Как, имея только секундомер, найти длину периода дроби 
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 (число n нам не известно), если мы не способны запоминать содержимое карточек, а можем только взять в каждую руку по одной карточке (иными словами, у нас достаточно памяти только на две карточки – по одной на каждую руку)?

Две китайских числовых теоремы

9 июля
В истории математики бывали случаи, когда в течение многих лет и даже веков считались справедливыми утверждения, которые впоследствии удалось опровергнуть. Например, в течение почти двух тысяч лет на Востоке считалась верной следующая китайская гипотеза: натуральное число n является простым тогда и только тогда, когда 
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делится на n. 

12. Докажите часть китайской гипотезы «только тогда». 

Наименьшим натуральным числом, опровергающим часть «тогда» китайской гипотезы (такие числа называют псевдопростыми числами Ферма или псевдопростыми по основанию 2 и обозначают psp(2)), является 341=11(31. 

13. Докажите, что 
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14. Докажите, что 
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 – псевдопростое число Ферма по основанию 2 (кстати, это наименьшее такое число).
Абсолютно псевдопростые числа. Аналогично тому, как это сделано выше, можно определить psp(3), psp(5) и так далее, то есть псевдопростые числа по любому простому основанию. Однако существует еще более интересный числовой объект – числа, являющиеся псевдопростыми по всем натуральным основаниям, для которых это возможно (абсолютно псевдопростые числа, или числа Кармайкла (CN)). А именно, составное число n будем называть абсолютно псевдопростым, если для любого a, взаимно простого с n, выполнено сравнение 
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15. Докажите, что 561=3(11(17 и 41041=7(11(13(41 – абсолютно псевдопростые.

16. Докажите, что составное число п = 
[image: image57.wmf]k
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 является CN   тогда и только тогда, когда т1 = т2 = …= тk   и   п –1 кратно каждому из чисел р1–1, р2–1, …, рk–1 .

17. Докажите, что любое CN имеет не менее трёх различных простых делителей.

18. а) Докажите, что существует лишь конечное число CN, имеющих 3 простых делителя, один из которых равен 5; б)  найдите хотя бы одно CN, кратное 5.

19. Докажите, что 
[image: image58.wmf](
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 будет CN, если число, стоящее в каждой из скобок – простое.  

20. Докажите, что CN свободны от квадратов, то есть среди их делителей нет ни одного точного квадрата.

Функция Кармайкла. Наименьшее число k такое, что аk ≡ 1(mod n) для любого а, взаимно простого с п, обозначается  λ(п) и называется функцией Кармайкла  от n. Таким образом, CN – это такие составные числа n, для которых λ(п)=n-1.
Докажите, что для любого натурального ℓ, не кратного λ(п), существует такое взаимно простое с п число а, что аℓ–1 не делится на п.

21. Докажите, что λ(тп) = НОК [λ(п); λ(т)]

22. Если простое число p является делителем числа Кармайкла n, то 
[image: image59.wmf](

)

)

1

(

mod

-

º

p

p

p

n

.

Пусть даны n попарно взаимно простых чисел m1, m2, …, mn; и  n чисел r1, r2, …, rn таких, что 
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  при всех i = 1, 2, …, n и  M=m1m2…mn.

Докажите, что:   а) количество различных наборов чисел r1, r2, …, rn таких, что 
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для всех i = 1, 2, …, n, то N1=N2.   в) (Китайская теорема об остатках (CRT)) Существует единственное число N такое, что 
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23.  Докажите, что число N, о котором говорится в CRT, может быть вычислено по формулам 
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 , где bi находятся из сравнений 
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К сожалению, применение CRT в такой форме неэффективно, так как при промежуточных вычислениях возникают числа, много большие, чем величина М. Чтобы этого избежать, на практике применяют формулы, описанные в следующей задаче. 

Пусть n и m – два взаимно простых числа, и b – элемент из {1,2,…,m-1}, обратный к n, то есть такой, что 
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 . Если y и z – целые числа из интервалов [0,n) и [0,m) соответственно, то 
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 – единственное целое число из интервала [0,nm), удовлетворяющее сравнениям 
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. Кроме того, все необходимые вычисления в этом выражении не превосходят mn по абсолютной величине.

24. Докажите, что если числа 
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 попарно взаимно просты, то любую правильную дробь 
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 можно представить в виде суммы правильных дробей 
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25. Генерал-аншеф Раевский хочет построить для парада своих солдат в несколько равных квадратных каре, но он не знает, сколько из них (от 1 до 10) находится в лазарете. Докажите, что у генерала могло быть такое количество солдат, что ему удастся выполнить своё намерение независимо от заполнения лазарета.

26. Пусть f(x) – многочлен с целыми коэффициентами.  Известно, что при любом целом n   f(n) делится на одно из чисел a1, a2, …, am. Докажите, что для некоторого ai при любом целом n число f(n) делится на ai .

27. а) Докажите, что при взаимно простых m и n справедливо  равенство 
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. в) Докажите, что 
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Криптографические алгоритмы

10 июля
Системы шифрования с открытым ключом решают следующую задачу: некий Боб хочет быть уверенным в конфиденциальности сообщений, которые он получает, то есть в том, что никто, кроме него, не сумеет прочесть эти сообщения. Для этого он выбирает две функции, одну из которых мы обозначаем через C и называем ключом шифрования, а другую обозначаем D и называем ключом дешифрования. В классических схемах криптографических шифров («шифры с секретным ключом») эти функции часто совпадают, а знание одной из них позволяет быстро узнать другую, потому обе функции держатся в строжайшем секрете. Однако в схемах «открытой криптографии» на функции C и D налагаются требования, которые дают возможность опубликовать ключ C для общественного пользования:

1. Если X – какое-то сообщение, то D(C(X))=X.

2. Очень трудно, или невозможно, зная C, найти D.

3. Ключ C невозможно взломать, даже если известны любые выбранные пары (незашифрованный текст, зашифрованное сообщение).

Если кто-то желает послать Бобу конфиденциальное сообщение, он кодирует его при помощи ключа C. Согласно условиям 1–3, Боб и только Боб сумеет декодировать это сообщение. 

Иногда на ключи накладывают также и другие ограничения:

4. C(D(X))=X
5. C1(C2(X))=C2(C1(X)) и D1(D2(X))=D2(D1(X))

28. Электронная подпись. Если ключи удовлетворяют условиям 1–4, то можно устроить обмен сообщениями между Бобом и Алисой так, чтобы Боб мог убедиться в том, что он получает сообщения именно от Алисы. Как это сделать?

29. Покер по телефону. Если ключи удовлетворяют условиям 1–3 и 5, то Алиса и Боб смогут сыграть партию в покер по телефону. Возникающие проблемы: раздать каждому по 5 карт, сыграть партию, а в конце партии проверить, что никто из участников во время игры не жульничал. (При этом до самого конца партии игроки должны держать свои ключи дешифрования в секрете, а раскрывают ключи в самом конце, чтобы можно было проверить отсутствие жульничества.) Как решить эти проблемы?

Шифр Диффи-Хеллмана. Авторы идеи «открытого ключа» предложили следующий алгоритм его реализации: пусть на каком-то конечном числовом множестве задана бинарная операция 
[image: image82.wmf]e

, удовлетворяющая условиям 
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. Кроме того, пусть имеются три натуральных числа 
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. Числа 
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 составляют открытый ключ Боба C, а число a держится им в секрете и является закрытым ключом D. Чтобы зашифровать сообщение S, адресатом которого является Боб, Алиса выбирает произвольное число b и передает Бобу числа 
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. Зная свой ключ дешифрования a, Боб легко может вычислить 
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, а затем, пользуясь свойствами функции 
[image: image88.wmf]e

, получить из имеющейся информации 
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. Если n велико (больше, чем числовое сообщение S), то тем самым мы получили S.

30. Придумайте функцию 
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 на числовом множестве 
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31. Объясните, почему такая система ключей удовлетворяет условиям 1–3.

32. Система RSA. Выбираются два больших числа p и q. Зная их, легко вычислить 
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 – число, которое держится в секрете. Докажите, что если числа c и d взаимно обратны по модулю 
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 удовлетворяют условиям 1–4.

Проблема рюкзака. Пусть дана 
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-ка натуральных чисел 
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 и положительное число S такое, что 
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. Вычислить S при известных 
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 – очень простая процедура, требующая всего n сложений. Однако поиск 
[image: image100.wmf]i

x

 по заданным S и 
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 требует очень большого объема вычислений («проблема рюкзака»), если только числа 
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 не выбраны специальным образом. Что такое «выбор специальным образом», объясняется в следующей задаче.

33. а) Есть n  мешков с монетами. В некоторых из них все монеты фальшивые (настоящая монета весит 10 г, фальшивая – 9 г). Как за одно взвешивание определить номер мешка с фальшивыми монетами, если в нашем распоряжении имеются весы со стрелкой, показывающие вес с точностью до 1 грамма?

б) Приведите пример хотя бы одного набора 
[image: image103.wmf](
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, для которого решить проблему рюкзака удаётся всего за 2n арифметических операций. 

Алгоритм криптографического рюкзака состоит в следующем: пусть есть набор 
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)

12

,,...,

n

aaa

, для которого мы умеем решать проблему рюкзака так, как это описано в задаче 6. Выберем произвольное число m, большее 
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, и число w, взаимно простое с m, обратное к которому по модулю m равно u. Далее вычисляем новый набор 
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, после чего в качестве открытого ключа публикуем набор 
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 и w храним в секрете. Чтобы зашифровать информацию – набор из n нулей и единиц 
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 – надо просто вычислить число 
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, которое и будет являться зашифрованным сообщением.

34. Придумайте алгоритм расшифровки сообщения, зашифрованного по алгоритму рюкзака.

Разделение секрета. Рассмотрим группу из n человек, которые должны разделить секрет S следующим образом: никакие k из них, даже объединяя свои знания, не смогут раскрыть этот секрет, а любые k+1 лиц смогут это сделать.

35. Пусть секрет S – это многочлен в 
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 степени k, а частичная информация 
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, известная i-му человеку, – значение этого многочлена в точке i. Опишите алгоритм вычисления секрета по любому набору, состоящему из k+1 значения 
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. Объясните, почему меньшие наборы недостаточны.

36. Пусть секрет – это натуральное число от 1 до m. Выберем набор попарно взаимно простых чисел
[image: image115.wmf],1
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 так, чтобы произведение k наибольших чисел из этого набора было меньше m, а произведение k+1 наименьшего числа было больше m. В качестве частичной информации мы сообщаем i-му человеку пару 
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37. Полярные координаты. Закодируем каждую точку плоскости парой 
[image: image117.wmf](,)
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, где r – расстояние от этой точки до начала координат, а 
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 – угол между положительным направлением оси абсцисс и вектором, идущим из начала координат в данную точку. Выразите декартовы координаты точки (x,y) через её полярные координаты 
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. Выразите полярные координаты точки 
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 через ее декартовы координаты (x,y). 
38. Поворот отрезка. «Поворотом отрезка» мы будем здесь называть его вращение на 90 градусов вокруг середины отрезка. Определите декартовы координаты концов отрезка, полученного в результате поворота отрезка с концами (x1,y1) и (x2,y2).
39. Точка на отрезке. Покажите, что координаты произвольной точки отрезка с концами (x1,y1) и (x2,y2) могут быть вычислены по формуле 
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, где t – произвольное действительное число от 0 до 1. В каком отношении эта точка делит данный отрезок? 
40. Коллинеарность точек. Найдите необходимое и достаточное условие того, что три данных точки лежат на одной прямой.
41. Пересечение отрезков-1. Найдите координаты точки пересечения двух отрезков, заданных координатами своих концов.
42. Параллельность прямых. Известны координаты концов двух отрезков. Определите, лежат ли они на параллельных прямых.
43. Пересечение отрезков-2. Составьте алгоритм, определяющий, пересекаются ли данные отрезки. 
44. Перпендикулярность отрезков. Составьте алгоритм, определяющий, перпендикулярны  ли два заданных отрезка. 
45. Площадь треугольника. Найдите площадь треугольника, заданного координатами своих вершин. (Подсказка: опустите из всех вершин перпендикуляры на ось абсцисс и рассмотрите полученную фигуру). Получите отсюда второе решение задачи 4.
46. Расстояние от точки до прямой. Найдите длины высот треугольника, заданного координатами своих вершин. 
47. Выпуклость многоугольника. Составьте алгоритм, определяющий, является ли данный многоугольник выпуклым. Многоугольник задан координатами своих вершин. 
48. Хорды в многоугольнике. Назовём диагональ многоугольника (не обязательно выпуклого) хордой, если она целиком лежит внутри данного многоугольника. Составьте алгоритм, определяющий, будет ли данная диагональ хордой.  

Для самостоятельного решения

49. Теорема Чевы. Докажите с помощью координатного метода (см. задачи 3 и 5) теорему Чевы для треугольника.  
50. Теорема Менелая. Докажите с помощью метода координат теорему Менелая.

51. Центр описанной окружности. Воспользовавшись результатами задач 2 и 5, вычислите координаты центра окружности, описанной около заданного треугольника. 

Практикум по криптографии
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52. Пусть латинские буквы зашифрованы числами от 0 до 25, запятая имеет код 26, точка – 27, восклицательный и вопросительный знаки – 28 и 29, кавычка – 30, а пробел – 31.  «Открытый ключ» для алгоритма рюкзака – (55, 52, 49, 97, 85). Зашифруйте сообщение ALGEBRA. 

53. Парный закрытый ключ в примере 1 –  это m=111, w=55. Вычислите u и 
[image: image122.wmf](
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 и расшифруйте сообщение 253 97 198 101 283 104 237 49 140 253.

54. Докажите, что любая последовательность положительных чисел 
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, позволяет быстро решить “проблему рюкзака” для набора 
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55. Буквы кодируются, как в примере 1. Возьмём n=33, и пусть c=7. Закодируйте по алгоритму RSA сообщение COMPUTER. 

56. Вычислите 
[image: image126.wmf]()

n

j

 в примере 4. Найдите число d такое, что 
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. Расшифруйте алгоритмом RSA полученное сообщение 00 11 30 16 01 08 00.

57. Как, зная x, вычислить число x31, используя всего 8 умножений? Сколько умножений потребуется для вычисления x1000?

58. Буквы кодируются как в примере 1. Пусть открытый ключ в алгоритме Диффи-Хеллмана равен (3, 9, 37). Зашифруйте сообщение CRYPTO для b=2.

59. Пусть в алгоритме Диффи-Хеллмана x=2, n=37, a=5. Расшифруйте сообщение (16, 35) (8, 15) (35, 7) (17, 24) (5, 21).

60. В алгоритме разделения секрета положим n=5, k=3, p=37. Найдите значения si для многочлена 
[image: image128.wmf]32
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61. Пусть теперь n=5, k=2, p=37. Кроме того, известна частичная информация s2=11, s3=30 и s5=23. Найдите многочлен S.

62. Если бы в примере 10 значение s3 было бы неизвестно, сколько различных значений мог бы принимать многочлен S?

Тест по теме «Многочлены»
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63. Пусть Р(х) – многочлен с целыми коэффициентами. Докажите, что если уравнение имеет рациональный корень m/n, где m/n – несократимая дробь, то m является делителем свободного члена, а n – делителем старшего. 

64. Многочлен P(x) дает в остатке –3 при делении на x – 1, –7 при делении на x – 3 и 3 при делении на x+1. Какой остаток у многочлена P(x) при делении на x3 – 3x2 – x + 3? а) –2x2+3x–2; б) –2x2–3x+2; в) 2x2+3x+2; г) –2x2+3x+2; д) среди предыдущих ответов нет правильного

65. Сколько существует неприводимых многочленов второй степени в Z3[x]?

а) 2; б) 3; в) 6; г) 9; д) среди предыдущих ответов нет правильного.

66. нод  многочленов: x4 – 2x3 – 7x2 + 20x -12 и x5 – 22x3 –24x2 +45 x равен

а) x2+2x–3; б) x2–2x–3; в) x+3; г) x2+6x+9; д) с.п.о.н.п.   
67. Найдите такие многочлены f(x) и g(x), что (x2 + 4x + 5)f(x) + (x2 + 5x + 6)g(x) = 1.

а) f(x)=x+4, g(x)=–x–3; б) f(x)=0,5x+2, g(x)=–0,5x–1,5; в) f(x)=x–4, g(x)=–x+3; г) f(x)=0,5x–2, g(x)=–0,5x+1,5; д) среди предыдущих ответов нет правильного.
68. Найдите все m>1 такие, что x5+x3+x2–15 делится на x3+5 в 
[image: image129.wmf][]
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а) m=2; б) m=4 и m=2; в) m=5, m=4 и m=2; г) m=4, m=3 и m=2. д) с.п.о.н.п. 
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Сложностью вычислений мы будем называть оценку сверху того времени, которого нам достаточно для решения какой-либо задачи (иначе говоря, сложность – это количество элементарных операций, которое выполняется при решении задачи в худшем случае; вообще в вычислительных задачах понятия время и число выполняемых элементарных операций, как правило, являются синонимами). Если в худшем случае решение получено за время f(n), мы будем говорить, что решение имеет сложность O(f(n)).  

69. Ось симметрии многоугольника. На плоскости заданы многоугольник и прямая. Требуется определить, является ли эта прямая осью симметрии многоугольника. а) найдите геометрическое решение при помощи циркуля и линейки, считая, что разбиение вершин на пары симметричных (точнее, подозрительных на наличие симметрии) очевидно из рисунка. б) решите задачу чистыми вычислениями, т.е. считайте, что многоугольник задан координатами вершин, прямая – координатами двух своих точек, а симметричными друг другу могут оказаться любые две вершины. в) определите сложность ваших решений в одном и другом случае.

70. Телефонная станция. а) Вдоль прямой автотрассы расположены N телефонов-автоматов. Требуется выяснить, где нужно расположить телефонную станцию, чтобы суммарная длина проводов от неё до всех телефонов была наименьшей. Какую сложность имеет ваше решение? б) Город Телефонск разбит системой улиц на прямоугольные кварталы. На некоторых перекрестках установлены телефоны-автоматы. Где нужно расположить телефонную станцию, чтобы суммарная длина проводов от неё до всех телефонов была наименьшей? Провода можно тянуть только вдоль улиц. Какую сложность имеет ваше решение?

71. Правильные многоугольники. а) Даны три точек плоскости. Требуется проверить, образуют ли они правильный треугольник. б) Даны четыре точки плоскости. Требуется проверить, образуют ли они квадрат. в) Найдите решение для аналогичной задачи про n точек со сложностью O(n). Погрешностями исходных данных и другими погрешностями (неизбежно накапливающимися при вычислениях) можете пренебречь. Однако обратите внимание, что и здесь «геометрический» подход существенно отличается от полностью «вычислительного». 
72. Внутри или снаружи? Дан многоугольник (говоря так, мы в дальнейшем будем предполагать, что заданы не только координаты вершин, но и отношение соседства, то есть какие именно пары вершин являются концами сторон многоугольника) и точка, не лежащая ни на одной из его сторон. Составьте алгоритм, определяющий, лежит ли эта точка внутри многоугольника (в ограниченной области) или вне него (в бесконечной области). Решите эту задачу сначала для выпуклого многоугольника. Попробуйте придумать различные алгоритмы решения.
73. Триангуляция минимальной стоимости. Дан выпуклый N-угольник. Назовём триангуляцией произвольное его разбиение на треугольники с помощью непересекающихся диагоналей. Стоимостью триангуляции называется а) сумма длин проведенных диагоналей. б) длина самой длинной из проведенных диагоналей. Составьте алгоритмы поиска триангуляции наименьшей стоимости. Какую сложность имеет ваше решение?

74. Теорема о триангуляции. Дан набор точек, состоящий из вершин выпуклого N-угольника и еще M точек внутри него. Триангуляцией данного набора будем называть разбиение N-угольника на треугольники с помощью непересекающихся рёбер, каждое из которых соединяет какие-то две из данных точек. Докажите, что при любой триангуляции получится одно и то же количество рёбер и одинаковое число треугольников.

Для самостоятельного решения

75. Центр масс. Даны N точек. Построить их центр масс с помощью циркуля и линейки за O(N).

Первообразные корни и показатели
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Определение. Приведенной системой вычетов по модулю m называется подмножество Zт, из всех элементов взаимно простых с m. Пусть m – натуральное число. Говорят, что число а принадлежит показателю d в Zт, если  d – наименьшее натуральное число такое, что ad = 1. Число g называется первообразным корнем (примитивным элементом) по простому Zр, если g принадлежит показателю (р–1). 

76. Для каждого элемента из Z7 определите показатель, которому он принадлежит.

77. Докажите, что если х принадлежит показателю d в Zт, то d – делитель φ(m)

78. Докажите, что если х принадлежит показателю d в Zт, то равенству хd = 1 удовлетворяют по крайней мере d элементов Zm. (Указание: рассмотрите граф умножения остатков на x).

79. Пусть Рn(х) – многочлен степени n из Zp[x], со старшим коэффициентом равным 1. Докажите, что при простом р уравнению Рn(х) = 1 удовлетворяет не более, чем n различных чисел из  Zp (классов вычетов). 

80. (Следствие) Равенству хd = 1 удовлетворяют не более d элементов Zp.

81. Докажите, что показателю d принадлежит не более φ(d) элементов Zp.

82. Теорема Гаусса. Пусть р – простое число , а  d – делитель числа (р – 1). Тогда показателю d принадлежит ровно φ(d) элементов Zp. (Подсказка: воспользуйтесь результатом задачи 7б) из листочка «Дроби».)
83. (Следствие) Для каждого простого р существует φ(р – 1) первообразных корней.
Для самостоятельного решения
84. Найдите все первообразные корни в Z13.

85. Докажите, что для любого простого р первые  (р – 1) натуральных чисел можно расставить по кругу так, чтобы для любых трех подряд идущих чисел a, b, c разность b2 – ac делилась на р.

86. Решите уравнение  x4 + x3 + x2 + x + 1 = 0 на Z2003). 

87. Найти все пары (p,q) простых чисел такие, что число 2p – 1 делится на  q, и среди простых делителей числа q – 1 имеются только числа 2, 3, 5 и 7. 

Геометрия и вычисления-3

15 июля

Предположим, что точки P и Q лежат внутри некоторого многоугольника. Будем говорить, что точка P видна из точки Q, если отрезок PQ целиком лежит внутри многоугольника. (Таким образом, предполагается, что граница многоугольника – непрозрачные стены, а внутренность – прозрачная среда).

88. Свойства видимости. Видимость является рефлексивной, симметричной, но не транзитивной операцией.
Набор точек внутри многоугольника, из которых видны все его точки, называется ядром. Многоугольник называется звёздчатым, если его ядро непусто. Многоугольник называется веерообразным, если его непустое ядро содержит одну или более вершин. Каждая такая вершина называется корнем многоугольника. 

89. Полигонизация. Из конечного набора точек на плоскости образовать многоугольник можно многими различными способами. Такой процесс мы назовём полигонизацией. Придумайте хотя бы один алгоритм полигонизации (со сложностью 
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), в результате которого из любого набора точек будет получен веерообразный многоугольник. 

90. Докажите, что ядро многоугольника является выпуклым многоугольником.

91. Построение ядра. Придумайте алгоритм построения ядра звёздчатого многоугольника, имеющий сложность не выше 
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Набор точек назовём круговым, если существует окружность, содержащая все точки набора. Назовём окружность свободной от точек в отношении к заданному набору точек S, если внутри неё нет ни одной точки набора S (однако на самой окружности такие точки могут быть). Триангуляция набора точек S называется триангуляцией Делоне, если описанная окружность для каждого треугольника этой триангуляции будет свободна от точек. Во всех следующих задачах мы предполагаем, что набор S содержит по крайней мере три неколлинеарных точки и что никакие 4 точки набора не лежат на одной окружности. Наша задача – описание алгоритма, строящего триангуляцию Делоне для данного набора точек методом наращивания числа треугольников. На каждом шаге алгоритм ищет один новый треугольник, который подключается к границе текущей конфигурации.
92. Триангуляция Делоне: классификация рёбер. Назовём ребро спящим, если оно еще не было обнаружено алгоритмом, живым, если оно обнаружено, но известна только одна примыкающая к нему область, и мёртвым, если оно обнаружено и известны обе примыкающие к нему области. Границей текущей триангуляции называется набор живых рёбер. Предположим, что для некоторого ребра границы удалось найти неизвестную область, которой должно оно принадлежать. Какие изменения при этом следует произвести в списке живых рёбер? Спящих рёбер? Мёртвых рёбер?
93. Триангуляция Делоне: поиск неизвестной области. Придумайте алгоритм, выбирающий для данного живого ребра l такую вершину из набора S, чтобы для полученного треугольника описанная окружность была свободна от точек. Ваш алгоритм должен предусмотреть также и случай, когда такой точки не существует.
94. Триангуляция Делоне: полная формулировка алгоритма и оценка сложности. Используя результаты задач 5 и 6, опишите полный алгоритм построения триангуляции Делоне и найдите его вычислительную сложность.
95. Триангуляция Делоне: основная теорема. Докажите, что при выбранных нами ограничениях на набор точек S его триангуляция Делоне всегда существует и единственна.
Динамическое программирование

15 июля
96. Решето Эратосфена. Найдите все простые числа от 1 до N. Решение должно иметь сложность, меньшую 
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97. Фишка может двигаться по полю длины N только вперед. Длина хода фишки не более K. Найти число различных путей, по которым фишка может пройти поле от начала до конца.

98. Заданы две последовательности z и y. Можно ли получить последовательность z вычеркиванием элементов из y?

99. Имеется равнобедренный числовой треугольник высоты n, аналогичный треугольнику Паскаля, в котором расставлены произвольные целые числа. Из каждого числа треугольника можно сделать два различных хода вниз в стоящие там числа (влево-вниз и вправо-вниз). Найти такой путь из верхней точки треугольника до его основания, чтобы сумма чисел на клетках этого пути была максимальна. 

100. Дан выпуклый N-угольник. На каждой тройке его различных вершин задана весовая функция P(x,y,z). Весом триангуляции называется сумма значений весовых функций на всех треугольниках, входящих в данную триангуляцию. Составьте алгоритм поиска триангуляции минимального веса.

101. Покупатель имеет купюры достоинством A(1), ..., A(n), а продавец – B(1), ..., B(m). Необходимо найти максимальную стоимость товара Р, которую покупатель не может купить, потому что нет возможности точно рассчитаться за этот товар с продавцом, хотя денег на покупку этого товара достаточно.

102. В заданной последовательности целых чисел найти максимально длинную подпоследовательность чисел такую, что каждый последующий элемент подпоследовательности делился нацело на предыдущий.

Задача о коммивояжере

18 июля
Задачей о коммивояжере (salesman problem – SP) называется следующая задача: «Имеется n городов, в одном из которых находится коммивояжер, желающий посетить все остальные города ровно по одному разу и вернуться обратно. Требуется найти для него маршрут минимальной стоимости, если известна стоимость проезда между всеми парами городов». (При этом расстояние от города A до города B не обязательно равно расстоянию от города B до города A.)

103. Покажите, что стоимость минимального пути не зависит от того, в каком городе находится коммивояжер.

104. Допустим, что коммивояжеру не нужно возвращаться в исходный город. Как свести эту задачу к исходной SP-задаче, если а) указан начальный город A; б) указаны и начальный город A, и конечный город B; в) начальный и конечный города произвольны.

105. Поиск гамильтонова цикла. Путь дан некоторый граф. Гамильтоновым называется такой цикл на графе, который проходит по каждой вершине ровно один раз. Как найти гамильтонов цикл, если мы уже умеем решать задачу о коммивояжере?
Для упрощения будем использовать терминологию графов и говорить не о стоимости пути, а о нахождении кратчайшего обхода. Отметим, что все рёбра на графе ориентированные.

Перечислим несколько подходов к решению задачи о коммивояжере, не приводящих к успеху.

106. Жадный алгоритм. Будем на каждом шаге выбирать кратчайшее ребро, ведущее из текущего города в еще не посещенные города. (На последнем шаге мы снова возвращаемся в исходный город.) Покажите, что такой алгоритм не всегда находит оптимальный обход. 
107. Перестановки. Пусть расстояние между городами не зависит от направления (AB = BA). Найдем сначала какой-нибудь произвольный обход всех городов, а затем будем его последовательно улучшать следующим образом: а) Если есть два соседних города в обходе, такие что, поменяв их местами, мы уменьшим суммарную длину пути, то поменяем их местами. б) Возьмем i-й и j-й по счёту города в обходе (то есть они обходятся в порядке i-й, (i+1)-й, …, j-й, (j+1)-й, …). Попробуем пройти непосредственно из i-го города в j-й, далее в обратном порядке по тому же обходу из j-го до (i+1)-го, а из i+1-го – непосредственно в j+1-й. Если при этом мы сократим длину пути, то внесем соответствующие изменения в обход. 

108. Покажите, что алгоритмы 5а) и 5б) не всегда находят оптимальный путь.

Рассмотрим теперь три способа решения задачи коммивояжера.

109. Полный перебор. На каждом шаге будем пытаться идти во все еще не посещенные города и для них делать то же самое. Оцените сложность данного алгоритма.
110. Динамическое программирование. Выберем начальный город 1 и на каждом шаге будем определять, в какой из еще не пройденных городов надо идти. Для этого введем функцию 
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 – минимальная длина пути из города 
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, обходящего все города 
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 и приходящего в город 1. Вначале для всех пар (i,j) известна 
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. а) Покажите, как решить задачу коммивояжера методом динамического программирования. б) Оцените сложность этого алгоритма и объем необходимой памяти.

Метод ветвей и границ. Пусть уже есть некоторая оценка снизу для длины обхода. Разобьём все множество обходов на два подмножества: в первое отнесём все обходы, проходящие через ребро (i,j) (обозначим это множество 
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), а во второе – все обходы, не включающие это ребро (
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). Для каждого из множеств найдем тем же способом нижнюю границу (оценку) длины кратчайшего обхода. Каждая новая нижняя граница оказывается при этом не меньше прежней. Сравнивая нижние границы, отделим то подмножество обходов, внутри готорого с большой вероятностью содержится оптимальный. Это подмножество по аналогичному правилу разбивают еще на два, вновь находят изменённые нижние границы и т.д. – до тех пор, пока не останется единственный обход. Этот процесс сопровождается построением дерева отсечённых маршрутов. Далее просматриваем отсечённые ветви на этом дереве, и если нижние границы на какой-то из них окажутся меньше, чем длина найденного обхода, то эту ветвь развиваем аналогичным процессом, пока не получим обход с меньшей длиной или не убедимся, что подобного отхода среди этих подмножеств не существует. Те же ветви, для которых нижная оценка больше длины имеющегося маршрута, просто исключаем из рассмотрения.

111. Ветви и границы. а) Приведение. Докажите, что если для каждого i из всех расстояний 
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 (j=1,2,…,n) вычесть наименьшее из них, то оптимальный обход на приведённом графе будет таким же, как и оптимальный путь на исходном графе. б) Исключение ребра. Докажите, что существует такое число N, что если приписать ориентированному ребру 
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 вес N, то оптимальный обход не будет проходить через это ребро. 

112. Выбор ребра. Как следует выбирать ребро (i,j) для того, чтобы нижние оценки увеличились наиболее резко? 

113. Численный пример. Решите задачу коммивояжёра методом ветвей и границ для следующей таблицы стоимостей:
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Алгоритмы на графах
19 июля

Работая с графами, часто приходится перебирать все рёбра. При этом перебор можно организовывать различным образом. Наиболее распространёнными являются два способа – поиск в глубину и поиск в ширину. В обоих способах, начиная с некоторой вершины, мы на каждом шаге идём по всем исходящим из неё рёбрам. Разница лишь в порядке обхода – в первом случае мы, придя в вершину, сначала обходим по всем рёбрам, ведущим из неё, а потом возвращаемся обратно, а во втором, напротив, сначала идём по всем рёбрам из этой вершины, затем обходим все ребра, исходящие из вершин на расстоянии одного ребра от исходной и т.д.

114. Назовём граф чётно-нечётным, если в нем есть такие две вершины a и b, что между ними можно проийти как по пути из чётного числа ребер, так и из нечётного. Имеется связный граф на n вершинах, содержащий m рёбер. Придумайте алгоритм, который за время O(m) проверяет, является ли граф чётно-нечётным.
115. Расстоянием между вершинами назовём количество рёбер в минимальном соединяющем их пути. Придумаёте алгоритм, которой находит за время O(m) растояния от вершины a до всех остальных вершин. Как можно модифицировать алгоритм, чтобы он находил не только расстояния, но и кратчайшие пути от вершины a?

116. Придумайте алгоритм, проверяющий за время O(n), что данный граф является деревом.

117. Компонентой связности графа называется такое множество его вершин, что из каждой вешины этого множества можно добраться по рёбрам до каждой вершины из этого множества, но нельзя добраться до других вершин. Придумайте алгоритм, который находит все компоненты связности за время O(mn).
118. Остовным называется дерево, рёбрами которого являются некоторые рёбра исходного графа, содержащее все его вершины. 

а) Придумайте алгоритм, находящий какое-нибудь остовное дерево или сообщающий, что такового не существует. Оцените сложность алгоритма.

б) Пусть на каждом ребре написан его вес. Весом дерева назовём сумму весов всех его рёбер. Придумайте алгоритм, находящий остовное дерево минимального веса. Оцените сложность алгоритма.

119. Мостом называется такое ребро, что его удаление увеличивает число компонент связности. Придумайте алгоритм, который находит все мосты в графе.

120. Пусть на каждом ребре графа написанно неотрицательное число – его длина. Длиной пути между вершинами назовем сумму длин всех его рёбер. Как решить задачу 2 в этом случае?

 «Конструктивный матбой» – 8–9 классы, 
алгоритмические группы
21 июля

121. Какое наибольшее число групп по 5 натуральных чисел можно выбрать так, чтобы все числа в группах были различными, а сумма чисел в каждой группе была равна 2003?

Решение: Докажем, что количество групп не более 160. Действительно, если групп k, то сумма чисел в группах равна 2003k, причём это не меньше, чем сумма 5k первых натуральных чисел: 
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Теперь приведём пример для 160 групп. Нечётные группы с номерами от 1 до 159 (номер группы равен номеру первого числа): (2k+1, 240–k, 321+k, 640–k, 801–k), k=0,…,79. Чётные группы (нумерация аналогична): (2k+2, 320–k, 401+k, 560–k, 720–k), k=0,…,79. Легко убедиться, что в каждой группе сумма равна 2003, причём числа от 1 до 160 не повторяются, числа от 161 до 240, от 321 до 400, от 561 до 640 и от 722 до 801 входят в нечётные группы, а числа от 241 до 320, от 401 до 560 и от 641 до 720 – в чётные группы. Таким образом, все числа в группах различны.

122. Дан выпуклый n-угольник. Можно ли найти его центр тяжести не более чем за 4n построений циркулем и линейкой?

Решение: да, можно. Будем считать одну из вершин n-угольника началом координат (O). Нам нужно найти точку, координаты которой равны среднему арифметическому координат всех вершин. Для этого найдем сумму всех координат, а потом – 1/n этой суммы. Для нахождения суммы последовательно “сложим” все остальные вершины n-угольника (на нахождение суммы двух точек затрачивается 2 засечки циркулем, поэтому общую сумму S можно найти за 2(n-2) построений). Проведём OS (1 шаг). Затем отложим n раз произвольный отрезок на прямой, содержащей O и не проходящей через OS. Это требует еще не более n шагов, хотя на самом деле достаточно и меньшего количества), после чего построение 1/n по теореме Фалеса сводится к проведению одной параллельной прямой через данную точку, что требует еще трёх шагов. Итого мы уложились в 3n построений.

123. Максим Каленков ежедневно выводит алгоритмическую группу 9 класса (15 человек) на зарядку. Он строит ЛМШат по трое в пять рядов. Задача Максима – так строить группу, чтобы в течение семи дней подряд никакие двое ЛМШат не стояли в одном ряду друг с другом более одного раза. Удастся ли Максиму решить эту задачу? 

Решение: да. Вот одно из возможных расписаний зарядки.

	1-й день
	1 2 5
	3 14 15 
	4 6 12
	7 8 11
	9 10 13

	2-й день
	1 3 9
	2 8 15
	4 11 13
	5 12 14
	6 7 10

	3-й день
	1 4 15
	2 9 11
	3 10 12
	5 7 13
	6 8 14

	4-й день
	1 6 11
	2 7 12
	3 8 13
	4 9 14
	5 10 15

	5-й день
	1 8 10
	2 13 14
	3 5 11
	6 13 15
	8 9 12

	6-й день
	1 7 14
	2 4 10
	3 5 11
	6 13 15
	8 9 12

	7-й день
	1 12 13
	2 3 6
	4 5 8
	7 9 15
	10 11 14


124. Найти все натуральные числа n такие, что все числа от 1 до 2002 можно разбить на n-ки чисел такие, что произведения чисел в каждой n-ке дают равные остатки при делении на 2003.

Решение: В качестве n годятся любые чётные делители числа 2002 и только они. Докажем это для n=2. Выберем такое x, чтобы сравнение 
[image: image150.wmf](
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 не имело решений. В качестве такого x подойдёт, например, –1. Тогда все числа от 1 до 2002 оказываются разбитыми на пары (a,b): 
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, причем 
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, что и требовалось доказать. Для n=2k достаточно заметить, что пары можно произвольным образом сгруппировать по k штук. 

Теперь объясним, почему n не может быть нечётным делителем 2002. По теореме Вильсона произведение всех чисел от 1 до 2002 равно –1 (mod 2003). С другой стороны, оно равно 
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, где a – произведение чисел в каждой n-ке. Поэтому 
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, что противоречит малой теореме Ферма.

125. Дана пара натуральных чисел (2002,2003). За один ход разрешается одно из чисел пары умножить на 2, а к другому прибавить 1. Можно ли добиться того, чтобы через неcколько ходов оба числа стали равными?

Решение: Да, можно. Покажем это для произвольной пары (k, k+1): (k, k+1) – (k+1, 2k+2) – (k+2, 2k+4) – (2k+4, 4k+5) – (4k+8, 4k+6) – (8k+16, 4k+7) – (16k+32, 4k+8) – (16k+33, 8k+16) – (32k+66, 8k+17) – (32k+67, 16k+34) – (32k+68, 32k+68). На самом деле уравнять можно вообще любую пару исходных чисел, но доказательство этого факта в общем виде не столь просто.

126. В одном из 1000 окопов, расположенных в ряд, спрятался робот-пехотинец. Автоматическая пушка может одним выстрелом накрыть любой окоп. В каждом промежутке между выстрелами робот (если уцелел) обязательно перебегает в соседний окоп (быть может, только что обстреляный). Сможет ли пушка наверняка накрыть робота?

Решение: Да, сможет. Сначала обстреляем все окопы от 1 до 1000 подряд, а потом все окопы от 1000 до 1 в обратном порядке. Если робот вначале находился в нечётном окопе, то мы его наверняка накроем одним из выстрелов первой тысячи. Если же он вначале находился в чётном окопе, то и после 1000-го выстрела он будет в чётном окопе, а тогда мы его накрываем одним из выстрелов второй тысячи.

127. Дана строка ‘АЛГОРИТМ’. За один ход разрешается поменять местами любые две соседних буквы. Можно ли получить все возможные варианты расстановки букв в строке, чтобы никакой вариант не повторялся?

Решение: Можно. Докажем это по индукции. База для n=1 очевидна. Предположим, что мы уже научились перебирать, не повторяясь, все перестановки k элементов. Рассмотрим начальную перестановку k элементов. Обменяем в ней k-й элемент последовательно сначала с (k-1)-м, потом с (k-2)-м, …, наконец, с 1-м. Тем самым мы «прогнали» k-й элемент из конца в начало, перебрав все возможные варианты его вставки в начальную перестановку (k-1)-го элемента. Теперь перейдём к следующей перестановке (k-1)-го элемента (для этого надо поменять какие-то два из них, и этот обмен никак не затрагивает k-й элемент, стоящий на первой позиции). Для этой перестановки аналогично «прогоним» k-й элемент с первой позиции в последнюю, и так далее. Очевидно, что в итоге мы сможем сгенерировать все перестановки k элементов, ни разу не повторив никакую из них.

128. Штирлиц проник ночью на секретный завод. На заводе имеется круговой конвейер, на котором лежат различные предметы. Штирлиц может запускать конвейер как в ту, так и в другую сторону и останавливать его в любой момент, может класть на конвейер различные предметы и снимать их. Впрочем, в целях сохранения конспирации он не хочет трогать те предметы, которые уже лежат на конвейере. У Штирлица с собой имеются буденовка, шашка, а также фонарик, который может осветить небольшой участок конвейера. Сможет ли Штирлиц сосчитать количество предметов, лежащих на конвейере? (Учтите, что на конвейере могут лежать и будёновки, и шашки, и фонарики).

Решение: Положим на конвейер будёновку и запустим его в положительном направлении, постоянно освещая фонариком один и тот же участок перед собой и считая предметы. Пусть в какой-то момент на освещённом участке появилась будёновка. Какая она – положенная нами или изначально находившаяся на конвейере? Если бы мы твёрдо были уверены, что это наша будёновка, то мы бы уже знали длину конвейера. Чтобы подтвердить (или опровергнуть) это предположение, открутим конвейер обратно, снимем свою будёновку, положим вместо неё шашку и снова запустим конвейер и отсчитаем на конвейере такое же количество предметов. Если в этот момент на освещённом участке появилась не будёновка, а шашка, значит, наше предположение было верным. Если же по-прежнему появилась будёновка, значит, предположение было неверным, поэтому можно запомнить новую нижнюю границу для длины конвейера и продолжать крутить его до следующей шашки… Поскольку конвейер конечен, а на каждом шаге алгоритма мы увеличиваем нижнюю границу, то рано или поздно мы найдём длину конвейера.

Тест по комплексным числам
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129. Найдите 
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Обведите букву с верным ответом: (A) 
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; (Г) среди предыдущих ответов нет правильного.

130. Укажите на плоскости все точки, удовлетворяющие уравнению 
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Обведите букву с верным ответом: (А) прямая 
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; (Б) прямая 
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 (гипербола); (Г) среди предыдущих ответов нет правильного.

131. При каких n выполняется равенство 
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Обведите букву с верным ответом: (А) при всех кратных 3; (Б) при всех, кратных 6; (В) при всех, кратных 3, но не кратных 2; (Г) среди предыдущих ответов нет правильного. 

132. Разложите многочлен 
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Впишите ответ: _________________________________________________________

133. Найдите длины сторон и углы треугольника, вершинами которого являются точки 
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Впишите ответ: 

сторона 1 равна _____________________, угол 1 равен __________,

сторона 2 равна _____________________, угол 2 равен __________, 

сторона 3 равна _____________________, угол 3 равен __________.

134. Решите уравнение 
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Впишите ответы: 
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 ____________________________________________________  

Вокруг теоремы Холла
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Пусть u и v – две различные вершины связного графа G. Маршрут, соединяющий u и v, называется простой цепью, если все входящие в него вершины различны. Две простые цепи, соединяющие u и v, будем называть вершинно-непересекающимися (или просто непересекающимися), если у них нет общих вершин, отличных от u и v, и рёберно-непересекающимися, если у них нет общих рёбер. Говорят, что множество S вершин, рёбер или вершин и рёбер разделяет u и v, если u и v принадлежат различным компонентам связности графа G–S. Ясно, что для пары смежных вершин нет разделяющего множества вершин. 

Назовём граф n-вершинно-связным (или просто n-связным), если удаление любых (n–1) вершин оставляет его связным, а удаление некоторых n вершин делает граф несвязным или тривиальным. Аналогично определяются и n-рёберно-связность.

135. Пусть 
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 – рёберная связность графа G, 
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 – наименьшая из степеней вершин графа G. Докажите, что для любого графа G 
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136. Докажите, что в любом n-связном графе с p вершинами имеется по крайней мере pn/2 рёбер.

Граф называется двудольным, если его вершины можно разбить на две части (доли) так, что все ребра соединяют только вершины из разных долей. Паросочетанием называется набор рёбер, не имеющих общих вершин. Максимальным паросочетанием называется паросочетание с  максимальным количеством рёбер.
137. Алгоритм нахождения максимального паросочетания. Дан двудольный граф. Как найти его максимальное паросочетание?

Решение: Будем строить максимальное паросочетание последовательно. Будем хранить множество M рёбер в текущем паросочетании и для обеих долей множества Na и Nb вершин, являющихся концами этих рёбер. Сначала будем считать, что M, Na и Nb – пустые. На каждом шаге будем увеличивать число рёбер в паросочетании на одно, пока это возможно. Шаг заключается в следующем: мы пытаемся найти "чередующуюся" цепочку ребер. Конкретнее – постараемся найти такую цепочку рёбер x0, y1, x1, y2, …, xk – 1, yk, xk, где 
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, что любые два соседних ребра имеют общую вершину, никакие другие два ребра цепочки общих вершин не имеют, а вторые концы ребер x0 и xk не принадлежит Nа и Nb. Если такая цепочка нашлась, то выбрасываем из текущего паросочетания рёбра 
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 и добавляем рёбра 
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. Искать чередующуюся цепочку мы будем простым поиском в глубину. 

138. Докажите, что если для некоторого паросочетания чередующейся цепочки не существует, то оно является максимальным.

139. Теорема Холла о паросочетаниях. Дан двудольный граф. Известно, что для каждого набора из k вершин первой доли из них в совокупности рёбра выходят не менее чем в k различных вершин второй доли. Докажите, что максимальное паросочетание содержит рёбер ровно столько, сколько вершин в первой доле. (Детская формулировка: пусть некоторые из юношей знакомы с некоторыми из девушек. Известно, что для всех k = 1, 2, …, m объединение любых k юношей знакомы с по крайней мере k девушками. Тогда всех юношей можно поженить на знакомых с ними девушках.)
Более сложные теоремы (для знакомства):

140. Теорема Менгера (вершинная форма). Наименьшее число вершин, разделяющих две несмежных вершины s и t, равно наибольшему числу непересекающихся простых (s–t)-цепей.

Доказательство: Ясно, что если k вершин разделяют s и t, то существует не более k непересекающихся простых цепей, соединяющих s и t. Осталось показать, что если k вершин графа G разделяют s и t, то в G существует k непересекающихся (s–t)-цепей. Для k=1 это очевидно. Возьмем наименьшее k>1,  для которого это неверно. Если F – граф с указанным k, для которого теорема не верна, то из графа F можно удалять рёбра до тех пор, пока не получим такой граф G, что для разделения вершин s и t в G требуется ровно k вершин, а для разделения s и t  в G–x, где x – произвольное ребро G, достаточно k–1 вершины. 

Из определения графа G следует, что для всякого его ребра x существует множество S(x), содержащее k-1 вершину, которые в G–x разделяют s и t. Далее, граф G–S(x) содержит по крайней мере одну (s–t)-цепь, так как граф G имеет k вершин, разделяющих s и t в G. Каждая такая (s–t)-цепь должна содержать ребро x=uv, поскольку она не является цепью в G–x. Поэтому 
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 разделяет s и t в G. 

Если в G есть вершина w, смежная как с s, так и с t, то в графе G–w для разделения s и t требуется k-1 вершина, и поэтому в нём k-1 непересекающихся (s–t) цепей. Добавляя w, получаем в графе G ровно k непересекающихся (s–t)-цепей, что противоречит предположению о графе F. Итак,

в графе G нет вершин, смежных одновременно с s и t
(1)

Пусть W – произвольный набор k вершин, разделяющих s и t в G. Цепь, соединяющую s с некоторой вершиной 
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 и не содержащую других вершин из W, назовём (s–W)-цепью. Аналогично, (W–t)-цепью будет называться цепь, соединяющая t с 
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 и не содержащая других вершин из W. Пусть Ps и Pt – наборы всех (s–W)-цепей и (W–t)-цепей. Тогда каждая (s–t)-цепь начинается элементом из Ps, а заканчивается элементом из Pt, поскольку любая такая цепь содержит вершину из W. Общие вершины цепей из Ps и Pt принадлежат набору W, так как по крайней мере одна цепь из каждого набора Ps и Pt содержит (любую) вершину wi, и если бы существовала некоторая вершина, не принадлежащая W, но содержащаяся сразу и в (s–W)-, и в (W–t)-цепи, то нашлась бы (s–t)-цепь, не имеющая вершин из W. Наконец, выполняется либо равенство Ps–W={s}, либо равенство Pt-W={t}, поскольку в противном случае либо Ps вместе с рёбрами {w1t, w2t, …}, либо Pt вместе с рёбрами {sw1, sw2, …} образуют связные графы с меньшим числом вершин, чем у G, в которых s и t не смежны, и, следовательно, в каждом из них имеется k непересекающихся (s–t)-цепей. Объединяя (s–W)- и (W–t)-части этих цепей, образуем в графе G ровно k непересекающихся (s–t)-цепей. Пришли к противоречию, то есть
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Из этого факта легко вытекает доказательство теоремы. Пусть P={s, u1, u2, …, t} – кратчайшая (s–t)-цепь в G и u1u2=x. В силу (1) 
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. Сформируем, как и раньше, множество S(x)={v1,v2,…,vk–1}, разделяющее в G–x вершины s и t. Из (1) следует, что 
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, что противоречит выбору P как кратчайшей (s–t)-цепи. Таким образом, графа G, удовлетворяющего указанным выше требованиям, не существует. Следовательно, не существует и графа F, опровергающего теорему.

141. Теорема Уитни. Граф n-связен тогда и только тогда, когда любая пара его вершин соединена по крайней мере n непересекающимися цепями.
142. Теорема Менгера (реберная форма). Для любых двух вершин графа наибольшее число рёберно-непересекающихся цепей, соединяющих их, равно наименьшему числу рёбер, разделяющих эти вершины.
143. Граф n-рёберно-связен тогда и только тогда, когда любая пара его вершин соединена по крайней мере n рёберно-непересекающимися цепями. 
144. Граф, имеющий не менее 2n вершин, n-связен тогда и только тогда, когда для любых двух непересекающихся множеств V1 и V2, в каждом из которых по n вершин, существует n соединяющих их непересекающихся цепей.
�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  ��По условию x5(1 mod 2003, значит показатель d, к которому x принадлежит по mod 2003, является делителем 5. Поскольку он еще и делитель 2003–1=2002, то d=1. Значит, x(1 (mod 2003), что не является решением нашего сравнения. Ответ: нет решений.
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