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Занятия

Последовательности и подпоследовательности (ТМ-1)
3 июля 
1. Верны ли следующие утверждения? а) В ряду натуральных чисел найдётся сколь угодно много последовательных составных чисел. б) В ряду натуральных чисел найдётся бесконечно много последовательных составных чисел.

2. а) Даны три последовательности натуральных чисел a1, a2, …; b1, b2, …; c1, c2, …. Докажите, что найдутся такие p и q, что ap ≤   aq, bp ≤   bq, cp ≤   cq. 

б) Верно ли аналогичное утверждение, если имеется не 3, а бесконечное число последовательностей?

3. а) a1, a2, …, an, … – последовательность натуральных чисел. Докажите, что из нее можно выбрать неубывающую подпоследовательность.   

б) Дана таблица из трех бесконечных строк, в каждой клетке которой записано натуральное число. Докажите, что можно отметить бесконечное число столбцов таким образом, что  в каждой строке оказалась отмечена неубывающая последовательность.

Для самостоятельного решения

4. Докажите, что из любой бесконечной последовательности можно выбрать бесконечную монотонную подпоследовательность.

5. 
Имеется конечное число геометрических прогрессий. Докажите, что найдется натуральное число, которое не входит ни в одну из них.

6. Постройте бесконечную последовательность натуральных чисел, в которой каждое натуральное число встречается бесконечное число раз.

Многочлены-1
4 июля

Определения. Многочленом называется выражение вида P(x) = anxn +…+ a1x + a0, где n – целое неотрицательное число, a0, …, an – действительные числа, an ( 0. Число n  называется степенью многочлена P и обозначается deg P. Числа аn, …, a0 называются коэффициентами многочлена Р. Число аn  называется старшим коэффициентом, а число  a0  –  свободным членом. Если Р(b) = 0, то число b называется корнем многочлена Р.

7. deg Р(х) = 5, deg Q(x) = 7. Что можно сказать про степень многочленов Р(х)+Q(x); Р(х)×Q(x); Р(Q(x))?

8. Многочлены Р(х) и Q(x) имеют свободные члены 5 и 7.  Что можно сказать о свободных членах многочленов Р(х)+Q(x); Р(х)×Q(x); Р(Q(x))?

9. Старшие коэффициенты многочленов Р(х) и Q(x) равны 5 и 7. Что можно сказать о старших коэффициентах многочленов Р(х)+Q(x); Р(х)×Q(x); Р(Q(x))?

10. Выразите число Р(0) через коэффициенты многочлена Р(х). Напишите аналогичное выражение для суммы всех коэффициентов многочлена Р(х). 

11. Сумма коэффициентов многочлена Р(х) равна 5, а сумма коэффициентов многочлена Q(x) равна 7. Что можно сказать о сумме коэффициентов многочленов Р(х)+Q(x); Р(х)×Q(x) ; Р(Q(x))?

12. У многочлена Р(х) сумма коэффициентов при четных степенях равна сумме коэффициентов при нечетных степенях. Многочлен Q(x) обладает этим же свойством. Докажите, что этим же свойством обладают и многочлены Р(х)+Q(x); Р(х)×Q(x). Верно ли это, если о коэффициентах многочлена Q(x) ничего не известно?

13. Докажите, что не существует многочлена Р(x) с целыми коэффициентами, для которого Р(–1) = 2  и  Р(1)=1.

14. Коэффициентами  многочленов нечетной степени Р(х) и Q(x) являются целые нечетные числа. Докажите, что у многочлена  Р(х)×Q(x) есть хотя бы  один четный коэффициент.

15. Если старший коэффициент многочлена Р(х) положителен, то при всех значениях x, больших некоторого числа, Р(х)>0.

16. Известно, что все коэффициенты произведения многочленов P(x) и Q(x) с целыми коэффициентами делятся на простое p. Докажите, что все коэффициенты  P(x) или Q(x) делятся на p.

17. Докажите, что 
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 не является многочленом.

Для самостоятельного решения

18. Пусть Р(х) – многочлен с целыми коэффициентами и коэффициентом при старшем члене, равным 1. Докажите, что если уравнение имеет рациональный корень b, то b – целое число и является делителем свободного члена.

19. Коэффициентами  многочленов четной степени Р(х) и Q(x) являются целые нечетные числа. Докажите, что у многочлена  Р(х)×Q(x) есть по крайней мере  три  нечетных коэффициента.

20. Докажите, что существует многочлен Р(n), принимающий целые значения при каждом целом n, не все коэффициенты которого – целые числа. Верно ли, что все его коэффициенты могут оказаться нецелыми? 

21. Многочлены Р(х) и Q(x) имеют целые коэффициенты, причем каждый из них имеет хотя бы один нечетный коэффициент. Докажите, что у многочлена  Р(х)×Q(x) также есть по крайней мере  один  нечетный коэффициент.

Счётность (ТМ-2)
4 июля
Определение. Бесконечное множество A счётное, если его элементы можно пронумеровать.

Чтобы доказать счётность множества, необходимо предъявить способ нумерации его элементов.

22. Доказать, что: а) множество 2N (множество четных чисел) – счетное. б) множество Z – счетное. в) множество непересекающихся отрезков прямой длины не меньше 1,5 – счетное.

а) Может ли шахматный король обойти все клетки бесконечной шахматной доски, побывав на каждой клетке ровно по одному разу? 

б) Будет ли счетным множество точек плоскости с целыми координатами? 

в) Доказать, что Q (множество рациональных чисел) – счетное?

г) Доказать, что множество непересекающихся отрезков прямой – счетное.

Доказать, что: а) бесконечное подмножество счетного множества – счетное;

б) объединение счетного числа конечных множеств либо конечное, либо счетное.

в) объединение счетного числа счетных множеств – счетное. 

г) множество всех слов конечной длины, которые можно составить из 33 букв русского алфавита, – счетное.

23. Пусть A и B – счетные множества. Докажите, что множество C всех пар (a; b) где a ( A, b ( B (C = A ( B) – счетное.

24. Докажите счетность множеств а) Nk (k – натуральное); в) Cfin(N) – множества всех конечных подмножеств натурального ряда чисел.

Бесконечность (ТМ-3)
4 июля
25. Докажите, что в каждом бесконечном множестве есть счетное подмножество.

а) В некотором государстве король организовал тайную службу, в обязанности которой входит слежка за каждым из подданных (включая самих сотрудников тайной службы). Причем каждый служащий следит ровно за одним подданным. Докажите, что если служба справляется со своими обязанностями, то число подданных бесконечно (тайная служба не совпадает со всем населением государства).

б) Пусть в королевстве бесконечно много подданных. Докажите, что король может создать успешно действующую тайную службу из пункта а).

26. а) Установить взаимно однозначное соответствие между бесконечными последовательностями нулей и единиц и множеством всех подмножеств натурального ряда. б) Доказать, что множество бесконечных последовательностей из 0 и 1 несчётно, то есть его невозможно пронумеровать.

27. Король считает, что любое подмножество его подданных является тайным обществом. Каждому подданному полагается доносить ровно на одно тайное общество. Докажите, что есть тайное общество, на которое никто не доносит, если известно, что: а) множество подданных – конечное; б) множество подданных – счётное.
28. Является ли счетным множество, составленное из различных подмножеств счетного множества, если известно, что: а) никакие два из них не пересекаются; б) любые два из них пересекаются не более, чем по 10 элементам; в) любые два пересекаются не более, чем по конечному множеству; г) среди любых двух одно является подмножеством другого?

29. Докажите, что внутри любого круга, расположенного на координатной плоскости, найдется точка, обе координаты которой рациональны. 

30. На плоскости нарисовано некоторое количество а) кругов; б) восьмерок. Докажите, что их множество либо конечное, либо счетное.

Многочлены-2: Деление с остатком и теорема Безу.

5 июля
Определение. Многочлен P(x) делится на ненулевой многочлен Q(x) если существует такой многочлен H(x), называемый частным, что P(x) = Q(x)H(x).

Определение. Разделить многочлен P(x) на ненулевой многочлен Q(x) с остатком — это значит найти такие многочлены H(x) (неполное частное) и R(x) (остаток), что выполнено равенство P(x) = Q(x)H(x) + R(x), причем degR(x) < degH(x).

31. Найдите все натуральные n, при которых число 3n3 + 2n2 + 3n + 4 делится на число n2 + 1.

32. Степень делимого равна 100, степень делителя равна 43. Чему могут быть равны степени частного и остатка?

33. Как изменятся частное и остаток, если делимое и делитель умножить на (х–1)?

34. Многочлен Р(х) дает остаток х + 7 при делении на х2 – 1. Какой остаток даст он при делении на х + 1?

35. При делении многочлена Р(х) на х2 – 1 был получен остаток х – 1, а при делении Q(х) на х2 – 1 был получен остаток х + 1. Найдите остаток при делении на х2 – 1 многочленов Р(х) + Q(x); Р(х) ( Q(x).

36. Докажите, что если многочлен Р(х) делится на многочлен Q(x), то всякий корень Q(x) является корнем Р(х). Верно ли обратное?

37. Придумайте два квадратных трехчлена, ни один из которых не делится на х2 – 3х + 2, а их произведение делится на х2 – 3х + 2.

Теорема Безу. Остаток от деления многочлена Р(х) на двучлен х – а равен Р(а).

Следствие. Многочлен P(x) делится на (x – a) тогда и только тогда, когда число a является корнем P(x).

38. Дан многочлен P(x) такой, что многочлен P(xn) делится на x – 1. Докажите, что многочлен P(x) также делится на x – 1.

Определение. Если многочлен делится на (х – а)k, k ( 1, но не делится на (х – а)k+1, то говорят, что его корень а  имеет кратность k.

39. Докажите, что число корней многочлена, даже с учетом их кратности, не превосходит его степени.

40. Докажите, что если значения двух многочленов, степень каждого из которых не превосходит n – 1, совпадают в n различных точках, то эти многочлены равны.

41. Известно, что многочлен Р(х) дает при делении на (х – 1) остаток 3, а при делении на (х + 1) остаток 5. Найдите остаток от деления Р(х) на х2 – 1. 

42. Докажите, что если все коэффициенты многочлена Р(х) – целые числа, и a и b – также  целые, то число (Р(a) – Р(b)) ( (a – b). 

43. Многочлен Р(х) таков, что Р(7) = 11, а Р(11) =  13. Докажите, что хотя бы один из его коэффициентов – не целое число. 

Для самостоятельного решения
44. Многочлены Р(х) и Q(х) с целыми коэффициентами таковы, что Р(k) делится на Q(k) при любом целом k. Докажите, что Р(х) делится на Q(х).

45. Известно, что Р(Q(x)) = Q(Р(х)). Докажите, что Р(Р (x)) – Q(Q (х)) ( (Р(x) – Q(х)).
Равномощность, Континуальные множества (ТМ-4)
5 июля

Определение. Два множества называются равномощными (A ~ B), если между их элементами можно установить взаимно-однозначное соответствие (=биекцию, биективную функцию, которая переводит одно множество в другое).

46. Доказать равномощность двух конечных множеств с равным числом элементов.

а) Доказать равномощность N и произвольного счетного множества. 

б) Докажите равномощность любых двух счетных множеств.

47. Докажите, что если A ~ B и B ~ C, то A ~ C.

48. Докажите равномощность множества всех последовательностей 0 и 1 и множества всех подмножеств N. 

а) Доказать равномощность двух интервалов. 

б) Доказать равномощность треугольника и окружности.

в) Доказать равномощность прямой и полуокружности.

49. Докажите, что множество всех действительных чисел из интервала (0;1) — несчетно.
Определение. Множество называется континуальным (имеет мощность континуум), если оно равномощно интервалу (0; 1).

50. Доказать, что множество диаметров окружности равномощно множеству радиусов.

51. Доказать, что (0; 1) ~ R (Указание: докажите, что интервал (0; 1) равномощен некоторой полуокружности).

52. Доказать, что отрезок [0,1) и интервал (0,1) равномощны.

а) Доказать, что если к бесконечному множеству добавить конечное или счетное число элементов, то полученное множество будет равномощно исходному.
б) Доказать, что множество иррациональных чисел равномощно множеству действительных чисел.
53. Назовем действительное число конструктивным, если его запись в десятичной системе счисления генерируется некоторым алгоритмом, записанном конечным числом букв русского языка, цифр и математических знаков типа больше, равно, плюс и так далее. Доказать, что есть неконструктивные числа. 

Для самостоятельного решения
54. Доказать, что множество точек плоскости равномощно множеству внутренних точек круга.

55. Доказать, что множество точек круга и множество внутренних точек круга – равномощны.

56. На плоскости есть счетное число комаров (нулевого размера). Юная защитница природы Оля находится в фиксированной точке, и у нее есть лазерное ружье. Доказать, что Оля может выстрелить так, чтобы не убить ни одного комара.

57. Докажите, что множество всех многочленов с рациональными коэффициентами – счетное.

Комплексные числа-1
6 июля
Определение. Комплексное число z — число вида a + bi, где a и b — действительные числа, а i2 = –1. Здесь a  – действительная часть числа (обозначается Re z), b – мнимая часть (обозначается Im z). 

58. Выполните действия: а) (1 + 2i) – (2 + 4i); б) 
[image: image2.wmf](

)

(

)

i

i

+

-

3

3

; в) 
[image: image3.wmf](

)

(

)

i

i

6

3

3

1

+

-

; г) (3 + i)3; д) 
[image: image4.wmf]3

2

3

2

1

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

i

; е) in.

59. Выполните действия: а) 
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60. Решите уравнения: а) x2 + 4x + 5 = 0; б) x2 – (2 + i)x + 2i = 0; в) x3 + 3x2 + x – 5 = 0; 

61. Решите уравнения: а) x2 = 3+4i; б) x3 – 1 = 0.

62. Найдите корни: а) 
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Определение. Два комплексных числа называются сопряженными, если они отличаются только знаком мнимой части.Число, сопряженное числу z, обозначают 
[image: image9.wmf]z

. Таким образом, если 
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63. Докажите, что для любых z1 и z2:  а) 
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64. Докажите, что а) 
[image: image14.wmf]z
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, б) 
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‑ действительные числа.
а)  Докажите, что если z – комплексный корень многочлена P(x) с действительными коэффициентами, то 
[image: image16.wmf]z

– тоже его корень.

б) Придумайте квадратное уравнение с действительными коэффициентами, одним из корней которого является число 1–4
[image: image17.wmf]3

i.
Комплексная плоскость.

Определение. Координатная плоскость, каждой точке которой сопоставлено комплексное число по правилу: Z(a;b)
[image: image18.wmf]®

 z = a+bi,  называется комплексной плоскостью (Re z – абсцисса, а Im z – ордината точки Z).

Определение. Модулем |z| числа z называется длина вектора OZ, а аргументом arg z числа z – ориентированный угол между положительным направлением оси абсцисс и вектором OZ. 

65. а) Изобразите на комплексной плоскости числа 1, i, 1 + i, ½ – i
[image: image19.wmf]2

/

3

. Найдите их модули и аргументы. б) Модуль комплексного числа равен 2, а аргумент – 210(. Найдите его действительную и мнимую части.

66. а) Числа z1 и z2 изображаются на комплексной плоскости точками Z1 и Z2 соответственно, а их сумма – точкой Z. Докажите, что вектор OZ равен сумме векторов OZ1 и OZ2. б) Докажите неравенство |z1+z2| ( |z1|+|z2|. в) Какое преобразование комплексной плоскости задается формулой f(z) = z + z0, где z0 – константа?

Для самостоятельного решения

67. Докажите, что 
[image: image20.wmf]z

z

z
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. 
68. Изобразите на комплексной плоскости следующие множества: а) |z| = 1;
б) |z–2| < 3,  в) 
[image: image21.wmf]z
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, г)  |z– i| > |z+1|.

69. а) Докажите, что модуль произведения комплексных чисел равен произведению их модулей. б) Докажите, что если каждое из двух натуральных чисел представляется в виде суммы двух квадратов, то их произведение тоже представляется в виде суммы двух квадратов.

70. Решите уравнения: а) x4 = 1; б) x4 + 1 = 0.
71. а) Известно, что многочлен P(x) с вещественными коэффициентами степени n имеет n различных корней. Докажите, что его можно разложить на множители с вещественными коэффициентами степени не выше 2. б) В пункте а) корни могут быть кратные.

Композиция движений (ГП-1)
8 июля
 Определение Геометрическим преобразованием плоскости называется произвольное взаимно однозначное соответствие между точками плоскости. Геометрическое преобразование плоскости, сохраняющее расстояние между точками, называется движением.
Примеры движений Осевая симметрия относительно прямой l (Sl); центральная симметрия относительно точки А (SA); поворот вокруг точки O против часовой стрелки на угол ( (
[image: image22.wmf]a

O
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); параллельный перенос на заданный вектор 
[image: image23.wmf]a
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72. Докажите, что при движении прямая переходит в прямую, окружность — в окружность, и сохраняются углы между прямыми.

Определение Последовательное выполнение двух или нескольких движений называется композицией этих движений. Композиция движений f и g обозначается 
[image: image25.wmf]f

g
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 Движение, оставляющее на месте все точки плоскости, называется тождественным и обозначается 
[image: image26.wmf]I

.

73. Каким движением является композиция: a) двух осевых симметрий; b) двух параллельных переносов; c) двух поворотов с одним центром; d) двух центральных симметрий; е) трех центральных симметрий?

74. Верно ли равенство 
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, если прямые l1 и l2 различны?

75. Для некоторых движений f и g выполнено условие 
[image: image28.wmf]I
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 тоже выполнено.

76. Докажите, что 
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, где А, В и С — три различные точки плоскости.

77. Каким движением является 
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, если a, b и c — прямые.

78. Пусть 
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79. а) Покажите, что любой поворот можно представить как композицию двух осевых симметрий. Сколькими способами это можно сделать
? б) 
[image: image34.wmf]b
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80. а) Покажите, что любой параллельный перенос можно представить как композицию двух осевых симметрий. Сколькими способами это можно сделать
? б) 
[image: image35.wmf]a
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81. Каким движением является композиция n осевых симметрий относительно n прямых, пересекающихся в одной точке?

82. Через центр О окружности проведено семь прямых. Построить описанный около окружности семиугольник, вершины которого лежат на этих прямых.

83. Даны пять точек — середины сторон пятиугольника. Построить его вершины.

Различные прямые а1, а2, ... , а5 пересекаются в одной точке О, точка М лежит на прямой а1 и не совпадает с О. Построить пятиугольник у которого М — середина стороны, а данные прямые — срединные перпендикуляры к его сторонам.

84. Вписать в данную окружность семиугольник, стороны которого параллельны заданным семи прямым. 

85. Инструкция по отысканию клада гласит: "Для того, чтобы найти клад,  нужно стать под березой лицом к дубу, и  пойти к нему, считая шаги. Дойдя до дуба, повернуть под прямым углом направо и пройти столько же шагов, сколько было пройдено от березы до дуба. В этом месте остановиться и поставить вешку. Затем следует вернуться к березе и пойти от нее к сосне, считая шаги. Дойдя до сосны, повернуть под прямым углом налево и пройти столько же шагов, сколько было пройдено от березы до сосны. В этом месте остановиться и поставить вешку. Клад зарыт точно посредине между вешками." Прибыв на место, кладоискатель обнаружил, что дуб и сосна налицо, а от березы не осталось и следа. Как найти клад? 

86. (Треугольник Наполеона) На сторонах некоторого треугольника во внешнюю сторону построены равносторонние треугольники. Докажите, что центры этих равносторонних треугольников также являются вершинами равностороннего треугольника. (Указание: Докажите, что если Р, N, M – центры данных треугольников, то 
[image: image37.wmf]°
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Мощности, Сравнение мощностей (ТМ-5)
8 июля
87.  Докажите, что все следующие множества равномощны: а) отрезок; б) квадрат с внутренностью; в) плоскость; г) куб; д) множество всех отрезков на плоскости.

88. Докажите континуальность множества всех поворотов плоскости.

Теорема Кантора–Бернштейна. Если множество A вкладывается в B, а B вкладывается в A, то множества A и B — равномощны.

89. Докажите равномощность a) полуинтервала [0; 1) и интервала (0; 1); б) шара и тора в пространстве.

90. Докажите, что все фигуры, содержащие хотя бы кусочек прямой или кривой – равномощны.

Определение. Говорят, что множество A имеет мощность большую, чем B, если B равномощно некоторой части А, но A не равномощно никакой части B.

91. Докажите, что счетное множество имеет меньшую мощность, чем любое несчетное.

92. Покажите, что если А имеет меньшую мощность, чем В, а В имеет мощность меньшую, чем С, то А имеет мощность, меньшую, чем С.

Определение.  Для любого множества X через 2X будем обозначать множество всех подмножеств множества X.
93. Что можно сказать о мощности 2X для конечных и счетных Х?

Теорема Кантора. Мощность 2X больше мощности X.

94. Докажите теорему Кантора а) для конечных множеств; б) для счетных множеств; в) для произвольных множеств.

Следствие. Существуют сколь угодно большие мощности.

На первом шаге из отрезка [0; 1] вырезают средний интервал длины 1/3 — (1/3; 2/3), на втором — из каждого из оставшихся отрезков удаляют средние интервалы длины 1/9,... на n-ом – из каждого из оставшихся отрезков средние интервалы длины 1/3n. Множество, полученное после счетного числа шагов называется канторовым множеством.

а) Докажите, что канторово множество не пусто;

б) Является ли это множество счетным?

Для самостоятельного решения

Какую мощность имеет множество всех 

а) возрастающих последовательностей натуральных чисел; 

б) последовательностей натуральных чисел; 

в) всех функций 
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95. Будет ли континуальным множество всех различныx ломаных на плоскости а) с конечным; б) со счетным числом звеньев?

96. Квадрат разбит на два множества. Докажите, что хотя бы одно из них равномощно самому квадрату.

Отношение эквивалентности (ТМ-6)
8 июля

Разбиение по признаку.

97. Найдите все варианты взаимного расположения трех прямых на плоскости.

98. 
На витрине одного магазина было написано: "Обувь женская, обувь мужская, обувь детская, обувь резиновая". Классификация ли это?

99. По какому признаку треугольники разбиваются на классы подобных?

100. Назовем треугольники похожими, если у них есть пара равных углов. Как выглядят классы похожих треугольников?
 

Разбиение есть – признака нет! Отношения эквивалентности.

101. По каким признакам разбиваются: а) целые числа на классы вычетов по данному модулю? б) натуральные числа на простые, составные и 1? в) отрезки на классы равных? г) треугольники на классы равных? д) прямые на плоскости на классы параллельных? е) направленные отрезки на классы равных? ж) фигуры на плоскости на классы равных?

102. 
Почему перпендикулярность, в отличие от параллельности, не разбивает прямые на классы?

103. 
Почему отношение "больше" не разбивает действительные числа на классы?


Определение. Отношение ( называется транзитивным, если из a(b и b(c всегда следует, что a(c и симметричным, если из а(b следует b(a. Отношение ( называется рефлексивным, если всегда а(а. Рефлексивное, симметричное и транзитивное отношение называется отношением эквивалентности.

104. Докажите, что если отношение разбивает множество на классы, то оно рефлексивно, симметрично и транзитивно.

105. В стране М  некоторые граждане дружат между собой. При этом выполнены такие правила: (1) каждый друг сам себе; (2) если А дружит с Б, то и Б дружит с А; (3) друг моего друга – мой друг. Докажите, что все жители этой страны разбиваются на кланы таким образом, что любые двое из одного клана дружат, а любые двое из разных кланов – нет, если а) население страны конечно; б) население страны бесконечно.

Теорема. Всякое отношение эквивалентности разбивает множество, на котором оно задано, на классы эквивалентности.

106. 
 По какому отношению разбиваются: а) вершины графа на компоненты связности? б) векторы на классы равных? в) фигуры на плоскости на классы равных?


Бинарные операции (ТМ-7)
9 июля

Определение. Пусть М – некоторое множество. Если каждой упорядоченной паре элементов a и b множества М поставлен в соответствие определённый элемент c этого же множества, то говорят, что на множестве М задана бинарная операция (. (a ( b = c)

107. Является ли бинарной операция а) скалярное произведение векторов на множестве всех векторов плоскости; б) расстояние между двумя точками на множестве всех точек плоскости?

108. Является ли бинарной операцией a) сложение на N; б) сложение на Z; в) вычитание на N; г) вычитание на Z?
109. Является ли бинарной операцией расстояние между числами на числовой прямой на множестве целых неотрицательных чисел?

Определение. Пусть на множестве M задана бинарная операция (. Подмножество K множества М называется замкнутым  относительно операции (, если для любых двух элементов a и b, принадлежащих K, элемент  с = a ( b также принадлежат K.

110. Замкнуты ли множества всех: 1)чётных натуральных чисел; 2) всех нечётных целых чисел; 3) всех отрицательных  целых чисел; относительно операций: а)сложения; б) вычитания; г) умножения?

111. Сколько элементов может быть в замкнутом относительно умножения подмножестве множества: а) N; б) Z?

Обозначение. Совокупность остатков (классов вычетов) по данному модулю m обозначается Zm.

112. Докажите, что а) сложение по модулю; б) умножение по модулю; является бинарной операцией на Zm; в) при простом p умножение по модулю замкнуто на Zp/{0}.
113. Составьте таблицу а) умножения в Z5; б) таблицу сложения в Z4.
114. При повороте правильного треугольника на 120( вокруг его центра O он переходит в себя. Обозначим 
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 – b, а тождественное преобразование I – буквой e. Назовем умножением x ( y композицию соответствующих движений. Составьте  таблицу умножения для множества {e, a, b}.
115. У правильного треугольника есть три оси симметрии. Обозначим симметрии относительно этих осей c, d, f. Составьте  таблицу умножения для множества {e, a, b, c, d, f}.
Пусть a, b, c корни уравнения x3 – 1 = 0. Докажите, что операция умножения является бинарной на множестве {a, b, c}, составьте таблицу умножения. 
Для самостоятельного решения

116. Составьте таблицу умножения для симметрий а) прямоугольника; б) ромба; в) квадрата.

117. Составьте таблицу вычитания на Z5.
118. Рассмотрим бесконечную в обе стороны геометрическую прогрессию. При каком условии множество ее членов замкнуто относительно умножения?

Тригонометрическая форма комплексного числа (КЧ-2)
9 июля

119. Найдите модуль и аргумент чисел а) 
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 в) 
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; г) 
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, если |z| = h, arg z = φ.

120. Покажите, что для всякого комплексного числа z ( 0 верно равенство z = |z|(cosφ+isinφ), где φ – аргумент числа z.

Определение. Запись |z|(cosφ+isinφ) называется тригонометрической формой комплексного числа z.

121. Запишите числа в тригонометрической форме а) 
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Пусть u = |u|(cosα + isinα), v = |v|(cosβ + isinβ). Докажите, что

а) uv = |u||v|(cos(α+β) + isin(α+β)); б) u/v = |u|/|v|(cos(α–β) + isin(α–β));

Вычислите выражения, представив их в тригонометрической форме: 

а) 
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122. Докажите, что множество всех комплексных чисел с модулем, равным 1 замкнуто по умножению.

123.  Докажите формулу Муавра: если z = |z|(cosφ+isinφ), то zn = |z|n(cosnφ+isinnφ).

124. Вычислите 
[image: image56.wmf](
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125. Покажите, что число 
[image: image57.wmf]n
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, где n – натуральное, k – целое, является одним корней n-ой степени из единицы.

126. Найдите корень n-ой степени из комплексного числа z.

127. Докажите, что все корни n-ой степени из 1 образуют на комплексной плоскости правильный n-угольник, вписанный в тригонометрическую окружность.

128. Докажите, что множество корней n-ой степени из 1 замкнуто относительно умножения.

Для самостоятельного решения

129. а) Докажите, что если z1 и z2 – два сопряженных числа, то 
[image: image58.wmf]n
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 – действительное число. б) Докажите, что если z + 1/z = 2cosα, то zn + 1/zn = 2cosnα.
130. Вычислите а) 
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131. Выразить с помощью формулы Муавра cos(2() и sin(2() через тригонометрические функции угла (. То же самое для cos(3() и sin(3().

Классификация движений. Теорема Шаля. (ГП-2)
10 июля
132. Движение плоскости оставляет на месте три точки, не лежащие на одной прямой. Доказать, что это движение оставляет на месте любую точку плоскости, то есть является тождественным.

133. Два движения плоскости переводят три точки, не лежащие на одной прямой в одну и ту же тройку точек. Доказать, что эти движения совпадают.

134. Показать, что для любых двух точек плоскости существует осевая симметрия, переводящая одну из них в другую.

135. Композицию какого наименьшее число осевых симметрий необходимо провести, чтобы отрезок AB перешел в равный ему отрезок A1B1 так, что точка A перешла в точку A1, а точка B – в B1?

136. На плоскости даны равные треугольники ABC и A1B1C1 . Доказать, что композицией не более чем трех осевых симметрий можно перевести точку A в точку A1, точку B в точку B1, точку C в точку C1. 

Теорема Шаля. Доказать, что любое движение плоскости есть композиция не более чем трех осевых симметрий.

137. Докажите, что композицию четного числа осевых симметрий нельзя представить в виде композиции нечетного числа осевых симметрий.

Определение. Композиция четного числа осевых симметрий называется движением первого рода, а нечетного — второго рода.

138. Докажите, что любое движение первого рода является поворотом или параллельным переносом.

139. Докажите, что любое движение второго рода является скользящей симметрией, т.е. движением вида 
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140. Какое преобразование будет результатом последовательного применения трех осевых симметрий относительно серединных перпендикуляров к сторонам треугольника ABC?

141. Какое преобразование будет результатом последовательного применения трех осевых симметрий относительно биссектрис треугольника ABC?

142. На сторонах параллелограмма внешним образом построены квадраты. Доказать, что их центры образуют квадрат.

143. На сторонах произвольного выпуклого четырёхугольника внешним образом построены квадраты с центрами А, В, С и Е соответственно. На отрезках АВ и СЕ внутренним образом построены равнобедренные прямоугольные прямоугольники. Доказать, что вершины их прямых углов совпадают.

144. Доказать, что в условиях предыдущей задачи отрезки АС и ВЕ равны и перпендикулярны.

Для самостоятельного решения

145. Каким движением является 
[image: image63.wmf]n
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 если: a) прямые l, m, n проходят через одну точку; б) прямые l, m, n параллельны; в) l, m, n — прямые общего положения; г) прямые l и m параллельны, а n их пересекает; д) l и n параллельны, а m их пересекает.

146. На сторонах произвольного треугольника во внешнюю сторону были построены равнобедренные треугольники с углами (, (, ( при вершинах. Хулиган Федя стер всю картинку, кроме вершин равнобедренных треугольников. Какому условию должны удовлетворять углы (, (, (, чтобы исходную картинку можно было восстановить, и как это сделать?
Многочлены-3

10 июля
147. Рассмотрим таблицу умножения в Zp. Докажите, что при простых p в каждой ненулевой строке нет повторяющегося элемента, а при составных p это условие не выполняется.

Определение. Рассмотрим Zp, где р – простое с операцией умножение по модулю p. Частным от деления числа a ненулевое число b является такое число c, что bc = а.

148. Покажите, что данное определение корректно (докажите, что любое число делится на любое кроме нуля).

Определение. Многочленом над множеством К, называется выражение вида P(x) = anxn +…+ a1x + a0, где n – целое неотрицательное число, a0, …, an – элементы множества K, an ( 0, а операции умножения, сложения и вычитания являютcя бинарными на K. Множество многочленов, чьи коэффициенты принадлежат числовому множеству K обозначается K[x].

149. Докажите, что если K замкнуто относительно операций умножения, сложения и вычитания, то и K[x] также замкнуто.

150. Сколько существует многочленов а) первой; б) второй; в) третей степени в 1) Z2; 2) Z3. 

Определение. Многочлен Р ненулевой степени называется приводимым в K[x], если он может быть разложен в произведение двух многочленов меньшей (но не нулевой) степени из K[x], и неприводимым в противном случае.

151. Покажите, что многочлен x4 +1 неприводим в Z[x] и приводим в R[x].

а) Покажите, что квадратный трехчлен с действительными коэффициентами с отрицательным дискриминантом неприводим в R[x]; 

б) Покажите, что квадратный трехчлен с комплексными коэффициентами приводим в С[x].

152. Найти все неприводимые многочлены второй степени в Z2[x]. 

153. Сколько существует неприводимых многочленов четвёртой степени в Z2[x]?

154. Доказать, что множество всех неприводимых многочленов в Z([x] бесконечно.

155. 
Доказать, что в Z([x] существуют неприводимый многочлен сколь угодно высокой степени. 

156. Постройте многочлен в Zp[x], который принимает значение 1 при x = 0 и значение 0 при всех остальных x.

Постройте многочлен в Zp[x], который принимает значение 1 при x = a и значение 0 при всех остальных x.

157. Пусть ( – произвольная функция, сопоставляющая каждому элементу множества Zp  элемент того же множества. Тогда найдётся такой многочлен f( Zp[x], для которого при любом с ( Zp f(с)=((с). (Другими словами, на множестве Zp  не имеет смысла рассматривать никакие функции кроме многочленов!) 

158. Докажите, что выражение 
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 является многочленом в R[x].
Многочлены-4

11 июля
1. Покажите, что многочлен x3 – x2 – x + 1 имеет более одного разложения на неприводимые множители в Z8[x]. 

2. Найдите все общие корни многочленов х4 + 3х3 – х2 + 3х – 2 и х4 + 2х3 – 6х2 – х + 2.

Далее рассматриваем многочлены над множествами, где однозначно определено деление.

3. Докажите равносильность трех определений НОД двух многочленов:

а) Общий делитель наибольшей возможной степени. 

б) Общий делитель, делящийся на все остальные общие делители. 

в) Результат работы алгоритма Евклида (с точностью до умножения на константу).

4. 
а) Пусть R(x) = НОД(P(x); Q(x)). Докажите, что существуют такие многочлены F(x)  и G(x), что F(x)P(x) + G(x)Q(x) = R(x); б) Пусть P(x) и H(x) – взаимнопросты. Докажите, что существуют такие многочлены F(x)  и G(x), что F(x)P(x) + G(x)H(x) = 1.

5. Докажите, что если P(x) взаимно прост с H(x) и P(x)Q(x) делится на H(x), то Q(x) делится на H(x).

6. (Основная теорема арифметики для многочленов) Если K замкнуто относительно четырех арифметических операций, то всякий многочлен из K[x] может быть разложен в произведение числа из K и неприводимых в K[x] многочленов со старшим коэффициентом 1, причем такое разложение единственно с точностью до порядка сомножителей.

7. 
 Для многочлена 2x4 – 3x3 + 11x2 – x + 15 получено разложение на неприводимые 
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 . Покажите, что этот многочлен можно разложить в Z[x] 

 
 Определение. Пусть P(x) ( Z[x] НОД коэффициентов P называется содержанием многочлена P.

8.  Лемма Гаусса. Произведение многочленов с содержанием 1 является многочленом с содержанием 1.

9. 
а) Всякий многочлен f(x) ( Q[x] можно представить в виде 
[image: image66.wmf])
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, P(x) ( Z[x] и содержание P(x) равно 1. б) P(x) определен однозначно с точностью до знака.

10. Многочлен P(x) ( Z[x]  неприводим в Z[x] тогда и только тогда, когда P(x) неприводим в Q[x].

11. (Основная теорема арифметики для многочленов в Z[x]) В Z[x] разложение на неприводимые множители однозначно.

12. 
Дан многочлен P(x)=(х – а1)(х – а2)...(х – аn) – 1 где а1,  а2, ..., аn – различные целые числа. 

а) Пусть P(x) = H(x)Q(x), где H(x) и Q(x) многочлены с целыми коэффициентами. Покажите, что H(ai) и Q(ai) при всех i принимают значения 1 или -1.

б) Докажите, что P(x) неприводим в Q[x].

13.  (критерий Эйзенштейна). Многочлен с целыми коэффициентами, у которого старший коэффициент не делится на простое число p, все остальные коэффициенты делятся, причем свободный член делится не на p2, не раскладывается на множители с целыми коэффициентами.

14. Докажите, что многочлен 
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 не раскладывается на множители с целыми коэффициентами.

15. Докажите, что многочлен xn + a неприводим в Q[x], если a является произведением различных простых чисел.

16. Докажите, что при любом целом 
[image: image69.wmf]a

 уравнение
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5

2

3

=

+

+

ax

x

 не имеет дробных корней. Какие целые корни может иметь это уравнение?
17. Докажите с помощью критерия Эйзенштейна, что а) x4 + 1 б) x6 + x3 + 1 неприводим в Q[x]. (Указание: если P(x) приводим, то и P(x + 1) приводим).
18. Докажите, что многочлен
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 при простых p не раскладывается на множители с целыми коэффициентами.

Для самостоятельного решения

19. Можно ли разложить на множители с целыми коэффициентами многочлен а) 
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20. Произведение двух многочленов с целыми коэффициентами от переменной x есть многочлен с четными коэффициентами, не все из которых делятся на 4. Докажите, что в одном из многочленов-сомножителей все коэффициенты четные, а в другом – хотя бы один нечетный.

21. Найдите такие многочлены f(x) и g(x), что (x + 1)f(x) + (x2 + 1)g(x) = 1.

22. Дан многочлен P(x) = (х – а1)2(х – а2)2...(х – аn)2 + 1 где а1,  а2, ..., аn – различные целые числа. Докажите, что P(x) неприводим в Q[x].
Композиция гомотетий, Поворотная гомотетия (ГП-3)
13 июля
Определение. Гомотетией называется геометрическое преобразование плоскости, переводящее точку X в точку X’ такую, что 
[image: image74.wmf]OX'kOX
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 (точка О и число k фиксированы). Точку О называют центром гомотетии, а число k — коэффициентом гомотетии. Гомотетию обозначают 
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159. Преобразование f обладает следующим свойством: если A’ и B’ — образы точек A и B, то 
[image: image76.wmf]A'B'kAB

=

uuuuuruuur

, где k — постоянное число. Докажите, что преобразование f при k ( 1 является гомотетией. Чем оно будет при k = 1?

а) Каким преобразованием будет 
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б) Найдите неподвижную точку 
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160. Общие внешние касательные к парам окружностей S1 и S2, S2 и S3, S1 и S3 пересекаются в точках А, В и С соответственно. Докажите, что точки А, В и С лежат на одной прямой.
161. 
Трапеции ABCD и APQD имеют общее основание AD, причем длины всех трех оснований различны. Докажите, что точки пересечения прямых AB и CD, AP и DQ, BP и CQ лежат на одной прямой.
162. Каким движением будет композиция 
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Определение. Поворотной гомотетией называется композиция 
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163. Верно ли равенство 
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164. Постройте поворотную гомотетию с углом поворота 90°, совмещающую две неконцентрические окружности.

165. Окружности S1 и S2 пересекаются в точках А и В. Через точку А проведена прямая, пересекающая окружности в точках P1 и P2. Докажите, что при поворотной гомотетии вокруг точки В, переводящей S1 и S2, точка P1 переходит в P2.

166. Окружности S1 и S2 пересекаются в точках А и В. Прямые p и q, проходящие через точку А пересекают окружность S1 в точках P1 и Q1, а окружность S2 в точках P2 и Q2. Докажите, что угол между окружностями совпадает с углом между прямыми P1Q1 и P2Q2.

167. Докажите, что центром поворотной гомотетии, переводящей отрезок AB в отрезок BC, является точка пересечения окружности, проходящей через точку A и касающейся прямой BC в точке B, и окружности, проходящей через точку C и касающейся прямой AB в точке B.

168. По двум пересекающимся прямым с постоянными, но не равными скоростями движутся точки А и В. Докажите, что существует такая точка Р, что в любой момент времени АВ:ВР = k, где k — отношение скоростей.

169. Точки M и N лежат на сторонах AB и BC квадрата ABCD, причем MB=BN. H — основание высоты, опущенной из точки B на отрезок MC. Докажите, что (NHD = 90(.

170. Докажите, что композиция 
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 является поворотной гомотетией.

Китайская теорема об остатках (ТЧ-1)
13 июля
Китайская теорема об остатках. Пусть даны n попарно взаимно простых чисел m1, m2, …, mn; и  n чисел r1, r2, …, rn таких, что 
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  при всех i = 1, 2, …, n и  m=m1m2…mn, тогда существует единственное число N такое, что 
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 для всех i = 1, 2, …, n.

171. Докажите 

а) Количество различных наборов чисел r1, r2, …, rn таких, что 
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б) Если 
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для всех i = 1, 2, …, n, то N1=N2.
в) Существует единственное число N такое, что 
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172.  (Просто полезная теорема) Для любых попарно взаимно простых чисел m1, m2, …, mn и остатков r1, r2, …, rn по модулям m1, m2, …, mn найдутся n последовательных чисел a, a+1, …, a+n-1 таких, что 
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173. Некоторое число дает остаток 3 при делении на 5 и остаток 2 при делении на 7. Какой остаток может оно давать при делении на 35? 

174. Числа a1, a2,…, an  образуют арифметическую прогрессию, разность которой взаимно проста с n. Докажите, что произведение этих чисел делится на n.

175. Докажите, что для любого n найдутся n подряд идущих чисел, делителями которых являются полные квадраты
.

Для самостоятельного решения

176. Найдите наименьшее натуральное число, которое при делении на  3 дает остаток 2, при делении на 5 – остаток 3, при делении на 7 – остаток 2, при делении на 11 – остаток 6. 

177. Докажите, что числа натурального ряда можно переставить местами так, чтобы сумма любых  п  первых чисел делилась 
на п.
178. При изготовлении елочной гирлянды электрик Петров сделал на куске провода отметки, делящие его на 113 одинаковых кусков, и ушел покурить. В это время электрик Иванов разметил тот же провод на 137 одинаковых кусков и пошел туда же. В это время вернувшийся из магазина электрик Сидоров быстро разрезал провод по всем отметкам. Куски какого размера у него получились и сколько получилось кусков каждого вида
?
Функция Эйлера (ТЧ-2)
13 июля
Определение. Пусть m – натуральное число. Количество чисел, взаимно простых с m и не больших m, обозначается ((m). Функция ((m) называется функцией Эйлера. ((m) равна количеству правильных  несократимых дробей со знаменателем m.
23. Пусть p - простое число. а) Найдите ((p); б) Докажите, что ((pn) = pn – 1(p – 1).

24. Докажите, что функция Эйлера — мультипликативна: при взаимно простых a  и b   ((ab)=((a)((b).

25. Пусть  
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26. Докажите, что φ(mk) = mk–1φ(m) для любого m.

27. Найдите сумму всех правильных несократимых дробей со знаменателем n.

28. Используя выражение для функции Эйлера, докажите, что количество простых чисел – бесконечно.

29. Докажите, что если натуральный ряд представлен в виде объединения нескольких непересекающихся  арифметических прогрессий, то: а) разности любых двух прогрессий имеют общий делитель отличный от единицы.

Геометрия масс-1
14 июля
Определение. Пусть M – некоторая точка плоскости и m – ненулевое число. Материальной точкой (м.т.) mM называется точка M с числом m, и под этим числом будем называть массу точки M (считая, что она может быть и отрицательной). Центром масс системы м.т. m1M1, m2M2, ..., mnMn называется такая точка Z, для которой имеет место равенство 
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Теорема 1. а) Если точка Z служит центром масс системы м.т. m1M1, m2M2, ..., mnMn, то при любом выборе в пространстве точки O справедливо равенство
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б) Обратно, если хотя бы при одном выборе на плоскости точки O выполняется это равенство, то точка Z — центр масс данной системы материальных точек.

Следствие. Для конечной системы материальных точек центр масс определяется однозначно.

Теорема 2. Центр масс двух м.т. расположен на отрезке, соединяющем эти точки; его положение определяется архимедовым правилом рычага: m1d1 = m2d2. 

Теорема 3. Пусть в системе m1M1, m2M2, ..., mnMn, отмечены k м.т. m1M1, m2M2, ..., mkMk. Пусть Z — центр масс отмеченных м.т. Если всю массу отмеченных м.т. сосредоточить в их центре масс Z, то от этого положение центра масс всей системы не изменится, то есть центр масс системы м.т. (m1+m2+...+mk)Z, mk+1Mk+1,, ..., mnMn.

30. Найти центр масс треугольника, в вершинах которого расположены одинаковые массы.

31. Пусть ABCD – выпуклый четырехугольник, K, L, M, N – середины сторон AB, BC, CD, DA. Доказать, что точка пересечения отрезков KM и LN является серединой этих отрезков, а также и серединой отрезка, соединяющего середины диагоналей.

32. Пусть A1B1...F1 – середины сторон AB, BC, ..., FA произвольного шестиугольника. Доказать, что точки пересечения медиан треугольников A1C1E1 и B1D1F1 совпадают.

33. Прямая проходит через вершину A треугольника ABC и середину L медианы BB1. В каком отношении делит эта прямая сторону BC?

34. На сторонах AB, BC, CD, DA выпуклого четырехугольника ABCD взяты точки K, L, M, N соответственно, причем AK : KB = DM : MC = ( и BL : LC = AN : ND = (. Пусть P – точка пересечения отрезков KM и LN. Доказать, что NP : PL = ( и KP : PM = (.

35. Точки D и E делят стороны BA и BC ∆ABC в отношениях 2:3 и 4:7 считая от точки B. В каком отношении делятся отрезки AE и BC точкой пресечения.  
36. На стороне AC треугольника ABC взята точка M такая, что AM : MC = 1:2, а на продолжении стороны CB — точка N такая, что NB = CB. Прямая NM пересекает сторону AB в точке P. В каком отношении эта точка делит сторону AB и отрезок MN?

37. В треугольнике ABC точка F делит сторону BC в отношении 3:1, считая от вершины B. Точки M и P отсекают от сторон AB и AC по 1/6, считая соответственно от вершины A и от вершины C. В каком отношении делится каждый из отрезков MP и AF точкой их пересечения?
38. На окружности дано n точек. Через центр масс n–2 точек проводится прямая, перпендикулярная хорде, соединяющей две оставшиеся точки. Доказать, что все такие прямые пересекаются в одной точке.

Для самостоятельного решения
39. Прямая проходит через вершину A треугольника ABC и середину L медианы BB1. В каком отношении делит эта прямая медиану CC1? 

40. Площадь параллелограмма ABCD равна 1. Точка M делит сторону BC в отношении 3:5, считая от вершины B. Прямые AM и BD пересекаются в точке P. Вычислить площадь четырехугольника CMPD. 
41. В окружность вписан четырехугольник ABCD; M – точка пересечения его диагоналей, Q – середина стороны CD. Вычислить в каком отношении делит прямая MQ сторону AB, если известно, что AD = a, BC = b.
Первообразные корни и показатели (ТЧ-3)
14 июля
Определение. Приведенной системой вычетов по модулю m называется подмножество Zт, из всех элементов взаимнопростых с m.

42. а)Сколько элементов содержит приведенная система вычетов по модулю m; б)Докажите, что приведенная система вычетов замкнута относительно умножения.

43. Докажите, что если x1, x2,…,x((m) — приведенная система вычетов по модулю m, и число a взаимно просто с m, то ax1, ax2,…,ax((m) — тоже приведенная система вычетов.

44. Теорема Эйлера : a((m) (1 (mod m),  если a и m – взаимнопросты.
Определение. Пусть m – натуральное число. Говорят, что число а принадлежит показателю d в Zт, если  d – наименьшее натуральное число такое, что ad = 1. Число g называется первообразным корнем (примитивным элементом) по простому Zр, если g принадлежит показателю (р–1). 
45. Для каждого элемента из Z7 определите показатель, которому он принадлежит.
46. Докажите, что если х принадлежит показателю d в Zт, то d – делитель φ(m)

47. Докажите, что если х принадлежит показателю d в Zт, то равенству хd = 1 удовлетворяют по крайней мере d элементов Zm. (Указание: рассмотрите граф умножения остатков на x).

48. Пусть Рn(х) – многочлен степени n из Zp[x], со старшим коэффициентом равным 1. Докажите, что при простом р уравнению Рn(х) = 1 удовлетворяет не более, чем n различных чисел из  Zp (классов вычетов). 

49. (Следствие) Равенству хd = 1 удовлетворяют не более d элементов Zp.
50. Докажите, что показателю d принадлежит не более φ(d) элементов Zp.
51. Докажите, что любое натуральное число равно сумме значений функции Эйлера для всех его делителей.

52. Теорема Гаусса. Пусть р – простое число , а  d – делитель числа (р – 1). Тогда показателю d принадлежит ровно φ(d) элементов Zp.    

53. (Следствие) Для каждого простого р существует φ(р – 1) первообразных корней.
Для самостоятельного решения

54. Найдите все первообразные корни в Z13.
55. Решите уравнение  x4 + x3 + x2 + x + 1 = 0 на Z2003). 

56. Найти все пары (p,q) простых чисел такие, что число 2p – 1 делится на  q, и среди простых делителей числа q – 1 имеются только числа 2, 3, 5 и 7. 

Геометрия масс-2

15 июля
57. Старый пират зарыл клад на острове среди 20 деревьев. После этого он написал завещание, в котором указал, как искать клад: надо встать к первому дереву, пройти половину расстояния до второго дерева, затем повернуть к третьему и пройти треть расстояния до него, затем повернуть к четвертому и пройти четверть расстояния до него, и т.д., наконец, повернуть к двадцатому и пройти двадцатую часть расстояния до него. К сожалению, пират забыл указать, как занумерованы деревья!  Сколько разных ям придется выкопать потомкам пирата, чтобы все-таки найти клад?

Определение.  Чевианой называется отрезок, соединяющий вершину треугольника с точкой на противолежащей стороне. 

58. Теорема Ван-Обеля. Чевианы AA1 , BB1 и CC1  треугольника ABC  пересекаются в одной точке K. Докажите, что AK /KA1 =AB1/ B1C + AC1/C1B.     

59. Теорема Жергона. Чевианы AA1, BB1 и CC1 треугольника ABC  пересекаются в точке O. Докажите, что OA1/AA1+OB1/BB1+OC1/CC1=1. 

60. Теорема Чевы. На сторонах AB, BC и  AC треугольника ABC взяты точки C1 , A1 и B1  соответственно. Докажите, что прямые AA1, BB1, CC1 пересекаются в одной точке тогда и только тогда, когда 
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61. Теорема Менелая. а) На сторонах AB и BC треугольника ABC взяты точки C1 и A1, а на продолжении стороны AC за точку C — точка B1. Докажите, что точки A1, B1, C1 лежат на одной прямой тогда и только тогда, когда 
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62. Точки А1, В1 и С1 делят стороны ВС, СА и АВ треугольника АВС в одинаковом отношении. Докажите, что центр масс треугольника АВС совпадает с центром масс треугольника А1В1С1.

63. Дан треугольник со сторонами a, b, c и углами (,(,(.  Какие массы следует поставить в вершины этого треугольника, чтобы их центр масс оказался  а) в середине средней линии; б) в центре вписанной окружности; в) в точке пересечения высот; г) в центре описанной окружности? 

64. Докажите, что отрезки, соединяющие вершины треугольника с точками касания противоположных сторон с а) вписанной окружностью; б) вневписанными  окружностями  пересекаются в одной точке.

65. Три мухи равной массы ползают по сторонам треугольника так, что их центр масс остается на месте. Докажите, что он совпадает с точкой пересечения медиан, если известно, что одна муха проползла по всей границе треугольника.

66. Внутри треугольника АВС взята точка Р. Точку А отразили относительно точки Р и получили точку А1. Потом точку А1 отразили относительно середины стороны ВС, и получили точку А2. Аналогично получили точки В2 и С2. Докажите, что точки А2, В2 и С2 совпадают.

67. Через точку пересечения биссектрисы угла А треугольника АВС и отрезка, соединяющего основания двух других биссектрис, проведена прямая, параллельная стороне ВС. Докажите, что длина меньшего основания, получившейся трапеции равна полусумме длин её боковых сторон
. 

Квадратичные вычеты (ТЧ-4)
15 июля
68. Докажите, что точный квадрат не может быть первообразным корнем ни по какому нечетному простому модулю.

69. Докажите, что натуральные числа от 1 до 2002 можно расставить по кругу так, чтобы для любых трех подряд идущих чисел a, b, c разность b2 – ac делилась на 2003.

70. а) Разложите многочлен xp – 1 – 1 на неприводимые в Zp[x].
б) Лемма Вильсона. Доказать что p – простое тогда и только тогда, когда 
(p – 1)! ( -1(mod p). 
Определение. Пусть a – элемент Zp a называется квадратичным вычетом по модулю p, если существует x из Zp, такой, что a ( x2(mod p). Элементы, для которых такой x не существует, называются квадратичными невычетами.

71. Доказать, что в Zp имеется ровно (p – 1)/2 квадратичных вычетов и столько же невычетов.

72. Доказать что произведение в Zp а)двух квадратичных вычетов – квадратичный вычет; б) квадратичного вычета и невычета – невычет; в) двух квадратичных невычетов – квадратичный вычет.

73. Доказать, что x4 + 1 приводим в Zp[x] при любом p. (Указание. Выделите полный квадрат тремя разными способами).

74. Пусть простое p ( 3(mod 4). Докажите, что

а) -1 квадратичный невычет по модулю p (Указание: воспользуйтесь леммой Вильсона);

б) если x – квадратичный вычет, то -x – квадратичный невычет по модулю p.

в) Лемма Жирара. Если a2 + b2 делится на p ( 3(mod 4), то a и b делится на p.

г) (Следствие). Если в разложение числа m простое число p ( 3(mod 4) входит в нечетной степени, то m не представимо в виде суммы двух квадратов.

Для самостоятельного решения

75. Докажите, что -1 – квадратичный вычет по простому модулю p ( 1(mod 4)
76. Если x первообразный корень по модулю p ( 3(mod 4), то x квадратичный невычет по модулю p;

77. 2п +1 делится на п. Найдите наименьший простой делитель числа п.

78. Найдите все такие простые числа p и q, что 2p + 1 делится на q, а 2q + 1   делится на p
. 

79. Найдите все целые неотрицательные числа a, b, c  (c ( 0)  такие, что (cb – 1) делится на (ca + 1). 

Группы-1

16 июля
Определение. Группой называется множество G с заданной на нем бинарной операцией ( если выполняются следующие условия:

1) ассоциативность: (a ( b) ( c = a ( (b ( c) для любых элементов a, b, c из G.

2) в G имеется такой элемент e, что   a ( e = e ( a = a для любого a из G; этот элемент e называется единичным (нейтральным).
3) у каждого элемента a в G есть такой элемент a–1, что
a ( a-1 = a-1 ( a = e; этот элемент называется обратным к элементу a.

Определение. Порядком группы называется число элементов в конечной группе.  Группы содержащие бесконечное число элементов называются бесконечными группами.

80. Являются ли группами а) N с операцией сложения; б) N с операцией умножения; в) Z с операцией сложения; г) Z с операцией умножения; д) множество вращений квадрата с операцией композиция; е) Zm с операцией сложения по модулю; ж) Zm/{0} с операцией умножения по модулю; з) множество корней n-й степени из 1 с операцией умножения; и) множество симметрий правильного треугольника с операцией композиции; к) степени двойки с целым показателем с операцией умножения; л) приведенная система вычетов по модулю m с операцией умножения.

81. Определите порядок групп а) Zm с операцией сложения по модулю; б) группа вращений квадрата; в) Z с операцией сложения; г) Zp\{0} с операцией умножения по модулю; д) группа корней n-й степени из 1; е) группа симметрий правильного треугольника; ж) группа симметрий квадрата; з) множество многочленов степени не выше второй в Zm; и) Q\{0} с операцией умножения.

82. Доказать, что в любой группе существует единственный единичный элемент.

83. Доказать, что для любого элемента a группы существует единственный обратный элемент а-1.

84. Доказать, что а) e-1 = e; б) (a-1)-1 = a
85.  Доказать, что в произвольной группе (ab)-1 = b-1a-1.

Определение. Порядком элемента a группы G называют наименьшее натуральное число n такое, что an=e. Если такого n не существует, то говорят, что a – элемент бесконечного порядка.

86. Найдите порядки всех элементов в группах а) группа симметрий правильного треугольника; б) группа симметрий квадрата; в) группа симметрий ромба; г) Z с операцией сложения; д) Zm с операцией сложения по модулю; е) Zp/{0} с операцией умножения по модулю; ж) группа корней n-й степени из 1. 

87. Пусть элемент a имеет порядок n. Доказать, что элементы e, a, a2, …, an – 1 все различны.

Определение. Два элемента группы a и b называют коммутирующими, если ab = ba. Если все элементы группы коммутируют между собой, то такая группа называется коммутативной или абелевой. 

88. Выяснить, являются ли коммутативными группы задачи 2.

89. Пусть a и b – произвольные элементы некоторой группы G. Доказать, что каждое из уравнений ax = b и ya = b имеет, и при том только одно решение в данной группе. 

Для самостоятельного решения
90. Пусть элемент a имеет порядок n. Доказать, что am = e тогда и только тогда, когда m = nd, где d – произвольное целое число.

91. Пусть наибольший общий делитель натуральных чисел m и n равен d и a имеет порядок n. Доказать, что элемент am имеет порядок  n/d.

92. Пусть a – элемент бесконечного порядка. Доказать, что элементы 
…a -3, a -2,a-1, e, a, a2, … все различны.
Геометрия комплексных чисел (КЧ-3)
18 июля
93. а) Докажите, что середина отрезка с концами z1 и z2 находится в точке (z1+z2)/2. б) Докажите, что квадрат расстояния между точками z1 и z2 комплексной плоскости равен 
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94. Докажите, используя комплексные числа  теорему косинусов.  

95. Докажите, что сумма квадратов медиан треугольника равна 3/4 суммы квадратов его сторон.

96. Пусть z1, z2, z3  три комплексных числа. Докажите, что соответствующие им точки комплексной плоскости лежат на одной прямой тогда и только тогда, когда отношение 
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 является вещественным числом.  

97. Пусть z1, z2, z3 , z4 – четыре комплексных числа. Докажите, что соответствующие им точки комплексной плоскости лежат на одной прямой или окружности тогда и только тогда, когда отношение 
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 является вещественным числом.

98. Какие преобразования комплексной плоскости задают функции: а) z' = 
[image: image105.wmf]z

; б) z' = z + z0? б) z' = ((z, где через (( обозначается комплексное число cos(+isin(? в) z' = rz, где r – действительное число? г) z' = z0z, где z0 – произвольное комплексное число?

99. Как с помощью комплексных чисел задать а) поворот на угол ( вокруг произвольной точки z0 комплексной плоскости? б) Центральную симметрию относительно точки z0?
100. Докажите с помощью комплексных чисел, что: а) композиция двух центральных симметрий есть параллельный перенос; б) композиция двух поворотов есть поворот, если сумма углов поворотов не кратна 360( и перенос, если кратна.

101. Докажите, что диагонали четырехугольника перпендикулярны тогда и только тогда, когда суммы квадратов его противоположных сторон равны.

102. Путь 0, a, b(cos(+isin() – комплексные числа, соответствующие вершинам треугольника. Найдите а) центр масс треугольника; б) центр описанной окружности треугольника; в) ортоцентр треугольника. г) Докажите, что эти три точки лежат на одной прямой.

Для самостоятельного решения

103. Как с помощью комплексных чисел задать осевую симметрию с данной осью?

104. Докажите с помощью комплексных чисел теорему Наполеона. (№16 от 8.07 «Композиция движений»)

105. Докажите, что сумма квадратов сторон четырехугольника равна сумме квадратов его диагоналей плюс учетверенный квадрат расстояния между серединами диагоналей.

Группы-2

18 июля
Определение. Пусть дан набор элементов {a1, …, ak}. Если в результате некоторого произведения элементов ai и aj-1 в любом порядке и количестве можно получить любой элемент группы, то элементы {a1, …, ak} называют образующими группы G. Тогда группа G называется порожденной элементами {a1, …, ak}.

106. Найдите минимальные наборы образующих для групп а) (Zm,+); б) группа вращений квадрата; в) (Z,+); г) (Zp\{0},(); д) группа корней n-й степени из 1 c операцией умножения; е) группа симметрий правильного треугольника; ж) группа симметрий квадрата; з) множество многочленов степени не выше второй в Zm[x] с операцией сложения; и) (Q\{0},().

Определение. Группа, порожденная одним элементом, называется циклической (обозначается Cn, где n – порядок группы). Элемент, порождающий циклическую группу, называется образующим.

107. Найти все образующие элементы в группе: а) вращений правильного треугольника; б) вращений квадрата; в) (Z,+); г) (Zm,+); д) (Zp\{0},(); е) корней n-й степени из 1 с операцией умножения.

108.  Пусть a – образующий циклической группы G порядка n. Докажите, что e, a, a2, …, an–1 – все элементы G.
Определение. Группы, которые при надлежащем выборе обозначений элементов таблицы умножения оказываются тождественными (одинаковыми) называются изоморфными группами (Если группа G1 изоморфна группе G2, то пишут G1 ( G2). То есть существует такая биективная (взаимнооднозначная) функция (:G1 ( G2, что ((a ( b)= ((a) ( ((b), где a и b произвольные элементы группы G1, ( – операция группы G1, ( – операция группы G2. Такая функция называется изоморфизмом групп G1 и G2.
109. Какие из следующих групп изоморфны: а) группа вращений квадрата; б) группа симметрий ромба; в) группа симметрий прямоугольника; г) (Z4,+); д) (Z5\{0},(); е) группа корней 4-й степени из 1. 

110. Найти все (с точностью до изоморфизма) группы порядка а) 2; б) 3.

111. Привести пример двух неизоморфных групп одинакового порядка.

112. Привести пример нетождественного изоморфизма из группы (Zm,+) в (Zm,+).

179. Доказать, что любая циклическая группа порядка m изоморфна (Zm,+).

113. Пусть (:G ( F изоморфизм. Докажите, что а) ((eG) = eF, где  eG и eF – единичные элементы групп G и F; б) ((g-1)=[((g)]-1, для всех элементов g группы G; в) если ((g) = f, то g и f имеют равные порядки.

114. Докажите, что (Zp\{0},() ( (Zp – 1,+). 
Для самостоятельного решения

115. Какие элементы являются образующими в Cn, порожденной элементом a?

116.  Пусть (: (Zm,+) ( (Zm,+) такая что ((a) = ka, где k – взаимнопросто с m. Докажите, что ( – изоморфизм.

117. Найти все (с точностью до изоморфизма) группы порядка 4.

Аффинные преобразования-1 (ГП-4)
19 июля
Определение. Геометрическое преобразование f называется аффинным, если оно обладает следующими свойствами: а) взаимная однозначность; б) f(ta)= t f(a) для любого действительного числа t (Для того, чтобы найти образ вектора, полученного из данного умножением на некоторое действительное число t, достаточно умножить на это число образ исходного вектора). в) f(a+b)= f(a) + f(b) (Образ суммы векторов совпадает с суммой их образов).

180. 
Сжатием к прямой ℓ с коэффициентом k называется преобразование, при котором  каждая точка М переходит в такую точку М1, что 
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, где О – проекция точки М на прямую ℓ. Докажите, что сжатие к прямой является аффинным преобразованием.
181. 
 Прямые (параллельные, пересекающиеся) переходят в прямые (параллельные, пересекающиеся), а отрезки – в отрезки.

182. Сохраняется отношение длин (отношение, в котором точка делит отрезок равно отношению, в котором её образ делит образ этого отрезка).

183. (Основное свойство аффинных преобразований) Для любых двух треугольников на плоскости АВС и А1В1С1 найдётся единственное аффинное преобразование, переводящее  А в А1, В в В1, С в С1. ( С помощью аффинного преобразования любой треугольник можно перевести в любой.) 
184. Докажите, что существует аффинное преобразование переводящее: а) произвольную трапецию в равнобокую; б) любой параллелограмм в квадрат.

185. Известно, что в правильном пятиугольнике все диагонали точками пересечения делятся в золотом сечении. А существует ли неправильный пятиугольник с этим же свойством?
186. Докажите, что точка пересечения диагоналей трапеции, точка пересечения продолжений её боковых сторон и середины оснований лежат на одной прямой.

187. Вершины треугольника А1B1C1 лежат на сторонах треугольника АВС и делят их в одном и том же отношении (считая по часовой стрелке). Докажите, что центры тяжести обоих треугольников совпадают.

188. Через каждую вершину треугольника проведены две прямые, делящие противоположную сторону треугольника на три равные части. Доказать, что диагонали, соединяющие противоположные вершины шестиугольника, образованного этими прямыми, пересекаются в одной точке. 

189. В трапеции ABCD с основаниями AD и BC через точку В проведена прямая, параллельная стороне CD и пересекающая диагональ AC в точке P, а через точку C – прямая, параллельная стороне AB и пересекающая диагональ BD в точке Q. Доказать, что прямая PQ параллельна основаниям трапеции.

190. На сторонах AB, BC и CD параллелограмма ABCD взяты точки K, P, M соответственно, делящие эти стороны в одинаковых отношениях. пусть b, c, d  – прямые, проходящие через B, C, D параллельно прямым KP, KM и MP соответственно. Доказать, что прямые b, c, d  проходят через одну точку. 

191. Доказать, что два четырёхугольника переводятся друг в друга аффинным преобразованиям тогда и только тогда, когда диагонали этих четырехугольников делятся точками пересечения в соответственно  равных соотношениях.
Группы-3: Подгруппы, Теорема Лагранжа 
19 июля
Определение. Пусть (G, () – группа. H – подмножество G. Если H само является группой с операцией (, то его называют подгруппой группы G. 

192. Пусть H – подгруппа группы G. Доказать, что а) единичные элементы в G и H совпадают; б) если a – элемент подгруппы H, то элементы, обратные к a в G и H совпадают.

193. Найти все подгруппы в группах а) симметрий правильного треугольника; б) симметрий квадрата; в) (Z5, +); г)  (Z8, +); д) (Z15, +).

194. Докажите, что все подгруппы в (Zn, +) имеют вид {e, ad, a2d, …an – d}, где d – делитель n и a – образующий элемент.

195. Докажите, что пересечение нескольких подгрупп некоторой группы G также является подгруппой.

Теорема Лагранжа. Порядок подгруппы является делителем порядка группы.

Определение. Множество всех элементов группы G, получаемых умножением всех элементов подгрупп H на некоторый x из группы G {hx: x ( H}, называется правым смежным классом по H, порожденный элементом x.

196. Постройте правые смежные классы всех элементов группы симметрий правильного треугольника по подгруппе H, если а) H = {I, R120, R240}; б) H = {I, Sa}. Сколько среди них различных?

а) Докажите, что каждый элемент группы входит в некоторый правый смежный класс по подгруппе H.

б) Пусть элемент y входит в правый смежный класс по H, порожденный элементом x. Доказать, что правые смежные классы по H, порожденные элементами x и y, совпадают.

в) Пусть правые смежные классы, порожденные элементами x и y, содержат общий элемент. Доказать, что эти смежные классы совпадают.

г) Докажите, что группа G разбивается на непересекающиеся правые смежные классы по H.

д) Докажите теорему Лагранжа.

197. (Следствия) а) Порядок любого элемента группы является делителем порядка группы. б) Всякая группа простого порядка циклическая и любой элемент в ней, отличный от e, является образующим. в) Все группы простого порядка p изоморфны друг другу.
198. Малая Теорема Ферма. Для любых взаимно простых a и p, где p — простое: 
аp–1 ( 1(mod p). (Указание: рассмотрите группу (Zp, ()).

199. Теорема Эйлера. Для любых взаимно простых a и m: а((m) ( 1(mod m). (Указание: рассмотрите группу приведенной системы вычетов по m с операцией умножения).

200. Пусть a>1. Докажите, что простые нечетные делители числа ap – 1 делят a –1 или имеют вид 2pn + 1.

201. 
Пусть a>1. Докажите, что простые нечетные делители числа аp+1 делят 
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 или имеют вид 2pn + 1.

202. Докажите, что простые делители числа 
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 имеют вид 
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. Не поможет ли Вам это доказать, что при n = 5 рассматриваемое число будет составным.

203. Докажите, что 
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Аффинные преобразования-2 (ГП-5)
20 июля
204. Докажите, что при аффинном преобразовании площади всех: а) треугольников; б) многоугольников  изменяются в одно и то же число раз. 

205. На сторонах AB, BC, CA треугольника ABC взяты точки C1, А1, B1 соответственно такие, что  AC1/AB = BA1/BC = CB1/CA = 1/3. Докажите, что площадь треугольника, образованного  прямыми AА1, BB1, CC1 равна 1/7 площади ABC.

206. На сторонах AB, BC, CD, DA параллелограмма ABCD площади S взяты такие точки А1, B1, C1, D1, что BC1 = AB/3, CD1 = BC/3, DA1 = CD/3, AB1 = DA/3. Найдите площадь четырёхугольника, образованного прямыми   AА1, BB1, CC1, DD1
207. Аффинное преобразование циклически меняет местами вершины треугольника АВС, т.е. переводит точку А в точку В, точку В в точку С, а точку С в точку А. Найти все неподвижные точки этого преобразования. 

208. В остроугольном треугольнике ABC проведена высота AH, медиана AM, медиана BN и чевиана BG, причем точка G делит сторону AC в таком же отношении, в каком точка H делит сторону BC. Обозначим точку пересечения BN и AH через К и точку пересечения AM и BG через L. Докажите, что KL || AB.

209. На сторонах AB, BC, AC треугольника ABC даны точки M, N, P соответственно. Докажите, что если точки M1, N1, P1 симметричны точкам M, N, P относительно середин соответствующих сторон, то 
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Для самостоятельного решения

210. В треугольнике ABC проведены чевианы AM и BN, которые пересекаются в  точке O. Докажите, что середины отрезков CO, MN и AB лежат на одной прямой.

211. Внутри выпуклого четырехугольника ABCD взята точка O. Из точки O проведены прямые OH1, OH2, OH3, OH4 параллельные прямым AB, DA, CD, BC, до пересечения с прямыми DA, AB, BC, CD в точках H1, H2, H3, H4, соответственно. Докажите, что сумма площадей параллелограммов OH1H2A и OH3H4С не больше половины площади исходного четырехугольника ABCD.
212. На сторонах AB, BC, AC треугольника ABC даны точки M, N, P соответственно. Докажите, что если точки M1, N1, P1 такие точки сторон AC, AB, BC, что MM1 || BC, NN1 || CA, PP1 || AB, то 
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Группы-4: Лемма Бернсайда

20 июля
Постановка задачи. Рассмотрим  шестиугольник, каждую из вершин которого можно покрасить в один из двух цветов. Пусть сначала вершины пронумерованы. Тогда количество различных раскрасок равно N = 26. Теперь некоторые раскраски будем считать одинаковыми, то есть разобьем их на классы эквивалентных (одинаковых). Вообще говоря, у нас тут есть довольно большая свобода. Например, можно их перенумеровать и считать первую, седьмую и восемнадцатую одинаковыми, но это не интересно. 

213. Можно ли считать одинаковыми раскраски А и В тогда (и только тогда) когда А получается из В: а) симметрией относительно прямой, проходящей через 1 и 4 вершины; б) поворотом на +60 градусов; в) симметрией относительно любой прямой; г) поворотом на любой угол кратный 60о; д) любым преобразованием, переводящим шестиугольник в себя? 

214. Имеется набор преобразований G . Докажите, что для того, чтобы можно было считать элементы множества S эквивалентными, если они переводятся друг в друга одним из преобразований, входящих в набор G, достаточно, чтобы G был группой преобразований (обратное, вообще говоря, неверно: существуют "нехорошие" наборы преобразований, не являющиеся группами, но также переводящие каждый класс эквивалентности в себя). 

Определение. Набор элементов, которые могут быть получены из элемента х при помощи преобразований данной группы G, называется  орбитой элемента х.

Выложим все 64 возможные раскраски на стол перед собой, и будем выполнять одну из симметрий группы одновременно со всеми 64 шестиугольниками. При этом некоторые раскраски перейдут в другие, принадлежащие орбите этого элемента, а некоторые – в  себя.

Определение.  Подмножество группы G, состоящее из всех тех преобразований, которые переводят данный элемент в себя, называется стабилизатором этого элемента. 

215. Докажите, что стабилизатор является подгруппой группы G.
216. Каждую из вершин проволочного квадрата можно покрасить в один из двух цветов. Найдите стабилизаторы для различных раскрасок.

217. Построим разбиение группы G на правые смежные классы по стабилизатору элемента x. Докажите, что все преобразования, входящие в один правый смежный класс по стабилизатору элемента x, переводят x в один и тот же элемент его орбиты.

218. Докажите, что количество преобразований переводящих данный элемент в себя равно количеству преобразований переводящих его в любой другой элемент его орбиты.

219. Докажите, что для каждого элемента порядок его стабилизатора равен отношению порядка группы G к размеру его орбиты. 

220. Докажите, что: а) сумма порядков стабилизаторов всех элементов данной орбиты равна порядку группы симметрий. б) сумма порядков стабилизаторов всех элементов множества S равна произведению количества орбит на порядок группы симметрий.

Рассмотрим двудольный граф, вершины одной доли которого соответствуют различным раскраскам, а вершины другой доли – симметриям данной группы. Будем соединять вершины в том и только том случае, если симметрия принадлежит стабилизатору данного элемента.

221. Лемма Бернсайда. Количество классов эквивалентности по отношению к группе преобразований (количество орбит), равно среднему количеству элементов, не изменяющихся при преобразованиях группы. 
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, где R – количество различных по отношению к данным преобразованиям элементов (количество орбит), k – порядок группы симметрий, Ni – количество элементов множества, инвариантных относительно i-того преобразования.

222. Из проволоки согнули равносторонний треугольник. Его стороны могут быть окрашены: а) в один из двух цветов; б) в один из 5 цветов. Сколько существует различных раскрасок?

223. 
Каждую из вершин шестиугольника можно покрасить в один из двух цветов. Сколько существует различных раскрасок, если одинаковыми считаются раскраски, получающиеся друг из друга: а) симметрией относительно заданной прямой, соединяющей середины двух заданных противоположных сторон; б) симметрией относительно заданной прямой, соединяющей две противоположные вершины; в) поворотами; г) любыми поворотами и симметриями?

224. Задача 11 а) для трех цветов; б) для n цветов.

225. Сколькими способами можно закрасить а) две; б) три клетки квадратной таблицы 3(3. Таблицы, получающиеся друг из друга поворотами, считаются одинаковыми.

226. Завод выпускает погремушки в виде кольца с надетыми на него четырьмя белыми и шестью чёрными шариками. Сколько различных погремушек может быть выпущено?

227. Сколько различных шестиугольников можно вписать в правильный 15-угольник?

228. У Кати есть бусинки двух цветов. Сколько различных ожерелий из m бусинок можно из них сделать? (Ожерелья можно поворачивать, но не переворачивать). а) при простом m; б) при соcтавном m; в) то же для n цветов.

229. Докажите, что 
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Инверсия (ГП-6)
21 июля
Определение. Пусть на плоскости задана окружность радиуса r с центром O. Инверсией  плоскости относительно этой окружности называется такое преобразование плоскости, при котором каждой точке А, за исключением точки О, ставится в соответствие такая точка А1, лежащая на луче ОА, что ОА1=r2/OA . Центр инверсии (точка О) не имеет образа, и в него не переходит никакая точка плоскости.    

230. Найдите все неподвижные точки инверсии. Докажите, что, если при инверсии точка А переходит в точку В. то точка В переходит в точку А.

231. Докажите, что при инверсии: а) прямая, проходящая через центр инверсии, переходит в себя; б) прямая, не проходящая через центр инверсии переходит в окружность проходящую через О, причём касательная к этой окружности, проходящая через точку О, параллельна исходной прямой.

232. Докажите, что образом всякой окружности, не проходящей через центр инверсии, является  окружность, также не проходящая через центр инверсии, причём эти две окружности гомотетичны относительно центра инверсии.

233. Докажите, что касающиеся окружности (окружность и прямая) переходят при инверсии  в касающиеся окружности или окружность и прямую или в две параллельные прямые.  

Определение. Углом между окружностями называется угол между касательным к ним в точке пересечения.

234. Докажите, что при инверсии углы между прямыми равны углам между их образами, если: а) обе прямые проходят через центр инверсии; б) одна прямая проходит, а другая – нет; в) обе не проходят через О.      

235. Докажите, что при инверсии сохраняется угол между прямыми, окружностью и прямой, двумя окружностями.

236. Пусть PA и PB  касательные к окружности w, проведённые из точки   P, Q – середина  AB. Докажите, что точки P и Q симметричны относительно окружности w.

237. Докажите, что если окружность w1 ортогональна окружности w, то при инверсии относительно w, w1 переходит с себя. 

а) Пусть A1 и B1 точки, симметричные точкам A и B относительно  окружности  радиуса R с центром в точке O. Докажите, что          A1B1 = 
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б) (Теорема Птолемея). Докажите, что для любого вписанного четырёхугольника ABCD выполнено равенство AC×BD=AB(CD+BC(AD.

238. На окружности w выбраны точки A и B. Рассматриваются всевозможные пары касающихся окружностей w1 и w2, лежащих внутри  w, таких, что w1 касается w в точке A, а w2 касается w в точке B. Найдите ГМТ точек касания окружностей w1 и w2.

239. Четыре окружности расположены так, что первая касается второй в точке A, вторая третьей – в точке B, третья четвёртой – в точке C, а четвёртая первой – в точке D. Все касания внешние. Докажите, что точки A, B, C и D лежат на одной окружности.
 

240. На отрезке АВ отмечена точка М и на отрезках АВ и АМ как на диаметрах построены по одну сторону от прямой АВ полуокружности С1 и С2. Окружность С3 касается полуокружностей С1 и С2  и перпендикуляра а, восставленного к прямой АВ  в точке М. Докажите, что общая касательная к окружностям С2 и С3 проходит через точку В.

241. Построить окружность, касающуюся данной прямой ℓ и проходящую через две заданные точки А и В.

242. Окружность касается внутренним образом окружности, описанной около треугольника ABC , а также его сторон AB и AC в точках P и Q соответственно. Докажите, что центр вписанной в треугольник ABC окружности лежит на отрезке PQ
.
Тесты

Тест по Теории Множеств

10 июля
243. Может ли множество иметь ровно а) одно; б) семь; в) шестнадцать подмножеств.

244. Докажите, что множество точек плоскости, обе координаты которых рациональны – счётно.

245. Определите мощность множества всех окружностей плоскости (с кратким обоснованием).

246. Укажите все множества равной мощности из следующего набора: а) множество всех конечных подмножеств натурального ряда; б) множество всех функций, заданных на отрезке [0;1], принимающих значения в Z2; в) бесконечное множество непересекающихся отрезков на прямой; г) множество бесконечных последовательностей букв русского алфавита; д) множество всевозможных бинарных операций в Z2003; е) множество всех конечных последовательностей букв латинского алфавита; ж) множество всех корней натуральной степени из единицы; з) множество всех комплексных чисел. (Без обоснования.)

247. Докажите, что развертка куба и полусфера равномощны.

248. Существует ли множество, множество подмножеств которого – счётно (ответ обоснуйте)?
Тест по Многочленам

13 июля
249. Пусть Р(х) – многочлен с целыми. Докажите, что если уравнение имеет рациональный корень m/n, где m/n – несократимая дробь, то m является делителем свободного члена, а n – делителем старшего. 

250. Многочлен P(x) дает в остатке –3 при делении на x – 1, 7 при делении на x – 3 и 3 при делении на x+1. Какой остаток у многочлена P(x) при делении на x3 – 3x2 – x + 3?
251. Сколько существует неприводимых многочленов второй степени в Z3[x].
252. Найдите нод двух многочленов: x4 – 2x3 – 9x2 + 4x + 5 и x5 – 3x4 – 6x3 + 9x2 – x.
253. Найдите такие многочлены f(x) и g(x), что (x2 + 4x + 5)f(x) + (x2 + 5x + 6)g(x) = 1.

254. Докажите, что многочлен x4 – 7x3 + 21x2 – 19x + 7 неприводим в Z[x].
Тест по Комплексным Числам

19 июля
255.  Найти 
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256. Указать на плоскости все точки, удовлетворяющие уравнению 
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257. При каких n выполняется равенство 
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258. Записать с помощью комплексных чисел симметрию относительно точки 
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259. Разложить многочлен 
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 на неприводимые в C[x].
260. Найдите длины сторон и внутренние углы треугольника, вершинами которого являются точки 
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261. Решить уравнение z3 = 
[image: image122.wmf]z

.
262. Докажите, что сумма квадратов диагоналей четырехугольника равна удвоенной сумме квадратов отрезков, соединяющих середины противоположных сторон.
Тест по Теории Групп

21 июля

263. Докажите, что пересечение двух подгрупп некоторой группы G также является подгруппой.

264. Какие из следующих утверждений истинны и какие ложны? Ответ обоснуйте:
118. а) в конечной группе каждый элемент имеет конечный порядок;
119. б) в бесконечной группе каждый элемент имеет бесконечный порядок;
120. в) в коммутативной группе произведение элементов конечного порядка является элементом конечного порядка.

265. Составьте таблицу умножения для группы симметрий:
121. а) произвольного параллелограмма; б) буквы «Н».

266. Докажите, что если порядок группы G составное число, то она имеет подгруппу отличную от самой группы и единичной.

267. Пусть f : Z6 ( Z6 – изоморфное отображение группы (Z6,+) на себя. Может ли выполнятся равенство: а) f(1) = 3; б) f(1) = 5? Ответ поясните.
268. Сколько существует различных раскрасок ромба в 5 цветов? Раскраски считаются одинаковыми относительно группы самосовмещений ромба.
Соревнования

Межгрупповой математический бой (группы А, В, Ю)

6 июля
269. Верно, ли что в любой бесконечной арифметической прогрессии натуральных чисел найдутся два различных числа с одинаковой суммой цифр.

270. Юля захотела вырезать две пластинки для фумигатора в форме трапеций (отличных от параллелограмма) таких, что боковые стороны каждой из них соответственно равны основаниям другой. Сможет ли она это сделать, если Вадим Вениаминович дать ей ножницы?
271. В графе расстоянием между вершинами называется длина кратчайшего пути между ними. Диаметр графа – это наибольшее из расстояний между вершинами. Граф называется самосопряженным, если он изоморфен своему дополнению до полного графа. Докажите, что диаметр любого самосопряженного графа равен 2 или 3.

272. На плоскости даны две непересекающиеся окружности. Касательные, проведенные из центра O1 ко второй окружности, пересекают первую окружность в точках A и B. Касательные, проведенные из центра O2 к первой окружности, пересекают вторую окружность в точках C и D. Докажите, что AB = CD.
273. Обозначим через 
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274. В кучке лежит 40 камней. За один ход разрешается взять любую кучку более, чем из одного камня и разделить на две, а на доску записать произведение чисел камней в этих двух кучках. И так до тех пор, пока все кучки не станут по одному камню. Какая может быть сумма чисел, выписанных на доске?

275. На kn карточках с двух сторон написаны числа от 1 до n по 2k раз каждое. Докажите, что эти карточки можно положить на стол так, чтобы сверху каждое число было написано ровно k раз. (168)
276. Действительные числа x < y < z удовлетворяют равенствам x + y + z = 6 и xy + yz + zx = 9. Докажите, что 0 < x < 1 < y < 3 < z < 4.
Матбой между «нПрофи»8 - «неПрофи»9
11 июля
277. В Буранде нечетное число городов, которые соединены нечетным числом дорог, причем из любого города можно доехать в любой другой. Докажите, что можно ввести на всех дорогах одностороннее движение так, чтобы число дорог, ведущих из каждого города, было нечетным.

278. Докажите, что для любого натурального n существует клетчатая фигура, которую можно разрезать на двухклеточные доминошки ровно n способами.

279. Пусть a, b, c, d – действительные числа, удовлетворяющие системе равенств: [image: image125.wmf]6
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 Какие значения может принимать выражение [image: image126.wmf]ac

bd
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280. 4. С помощью циркуля и линейки разделите произвольный треугольник на три треугольника, в каждом из которых можно выбрать по медиане так, что выбранные медианы равны.

281. В одну строку выписаны 40 знаков: 20 крестиков и 20 ноликов. За один ход можно поменять местами любые два соседних знака. За какое наименьшее число ходов можно гарантированно добиться того, чтобы некоторые 20 стоящих подряд знаков оказались крестиками?

282. В куче лежит n камней. Двое по очереди берут камни из кучи. За один ход можно взять один или два камня. Чтобы выиграть, игроку нужно взять последний камень и, кроме того, набрать в сумме не меньше камней, чем соперник. При каких n один из игроков может обеспечить себе победу при любой игре соперника?

283. Последовательность неотрицательных чисел а1, а2, …, а1000 такова, что а1 = а1000 = 100 и для всех n = 3, 4, …, 1000 выполняется равенство [image: image127.wmf]22
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. Найдите а2.

284. Могут ли среди значений квадратного трехчлена с целыми коэффициентами при целых значениях аргумента встретиться все натуральные степени тройки?

285. Зафиксирована окружность w и точка М внутри нее. Для каждой окружности W, равной w и проходящей через М, опустили перпендикуляр МН из точки М  к общей хорде двух окружностей. Найдите ГМТ точек Н

286. Имеется 200 гирек массами 1, 2, 3,…, 200 граммов. Они разложены по 100 штук на две чаши весов. На каждой гирьке написано, сколько гирек на противоположной чаше легче неё. Докажите, что сумма чисел, написанных на гирьках левой чаши, равна сумме чисел, написанных на гирьках правой чаши, тогда и только тогда, когда весы в равновесии. Тема

Матбой «неПрофи»8 - «неПрофи»9

16 июля
287. В компьютер заложили программу, в соответствии с которой произвольный набор из 10 элементов переставляется в некотором порядке, одном и том же для всех наборов. Какое наименьшее число таких наборов из 0 и 1 надо составить, чтобы по результатам работы компьютера можно было однозначно определить действие программы?

288. Определим знакопеременную сумму набора различных чисел следующим образом. Расположим числа набора в убывающем порядке и теперь после самого левого числа поставим минус, после следующего – плюс и так далее, чередуя плюсы и минусы. Например, для набора {2; 6; 1; 5; 7} знакопеременная сумма будет равна 7 – 6 + 5 – 2 + 1 = 5.  Имеется десять чисел {1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10}. Рассмотрим все возможные различные наборы, которые можно составить из чисел   {1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10}. Чему равна сумма знакопеременных сумм всех этих наборов?

289. Точки А, В, С, D являются вершинами выпуклого четырехугольника. Пять из шести возможных расстояний между парами этих точек равны 1, 1, 
[image: image128.wmf]3

, 
[image: image129.wmf]3

, 3. Найти шестое расстояние.

290. Найдите все положительные решения системы уравнений w + x + y + z = 12, wxyz = wx + wy + wz + xy + xz + yz + 27. 

291. 
В выпуклом четырехугольнике ABCD окружности, вписанные в треугольники ABC и CDA касаются. Доказать, окружности, вписанные в треугольники BCD и DAB, тоже касаются.

292. Какое наименьшее количество чисел может иметь набор а1, a2, … , an, если в нем все числа разные и каждое из них равно сумме двух других чисел из этого набора. 

293. Про квадратный трехчлен x2+px+q, где p и q – целые числа, известно, что он принимает положительные значения при всех целых значениях x. Докажите, что он также принимает положительные значения и при нецелых x.

294. Один из преподавателей ЛМШ утверждает, что если в отряде n ≥ 3 школьников, то из них можно выбрать двоих, имеющих либо общего знакомого, либо общего незнакомого, а также одинаковое число знакомых в этом отряде. Найти все n, при которых это утверждение верно.
Матбой «неПрофи»9 - «неПрофи»10
16 июля

295. В компьютер заложили программу, в соответствии с которой произвольный набор из 2003 элементов переставляется в некотором порядке, одном и том же для всех наборов. Какое наименьшее число таких наборов из нулей и единиц надо ввести к компьютер, чтобы по результатам его работы можно было однозначно определить действие программы?

296. Точки А, В, С, D являются вершинами выпуклого четырехугольника. Пять из шести возможных расстояний между парами этих точек равны 1, 1, 
[image: image130.wmf]3

, 
[image: image131.wmf]3

, 3. Найти шестое расстояние.

297. Докажите, что если  x, y, z – неотрицательные числа, сумма которых равна 1, то x2y + y2z + z2x ≤ 4/27.

298. Один из преподавателей ЛМШ утверждает, что если в отряде n ≥ 3 школьников, то из них можно выбрать двоих, имеющих либо общего знакомого, либо общего незнакомого, а также поровну знакомых в этом отряде. Найдите все n, при которых это утверждение верно.

299. 2n шахматистов дважды сыграли полный шахматный турнир, где каждый сыграл с каждым (за выигрыш дается 1 очко, за проигрыш – 0, за ничью – 1/2 очка). Оказалось, что во втором туре сумма очков каждого игрока изменилась не меньше, чем на n. Докажите, что она изменилась ровно на n. 
300. Играют двое, ходят по очереди. Первый ставит на плоскости красную точку, второй в ответ ставит на свободные места 10 синих точек, затем опять первый ставит на свободное место красную точку, второй ставит на свободные места 10 синих, и т.д. Первый считается выигравшим, если какие-то три красные точки образуют правильный треугольник. Может ли второй ему помешать?

301. На равных сторонах AB и BC треугольника ABC взяли соответственно точки M и N такие, что AC = CM и MN = NB. Высота треугольника, проведенная из вершины B, пересекает отрезок CM в точке H. Докажите, что NH – биссектриса угла MNC.
302. На бесконечном во все стороны синем листе клетчатой бумаги нужно покрасить в желтый цвет квадрат 
[image: image132.wmf]22
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 (остальные клетки должны остаться синими). Можно ли достичь этого за несколько шагов, каждый из которых – перекраска в противоположный цвет всех клеток в каком-то квадрате 
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Вступительная олимпиада

3 июля
303. 12 кандидатов в мэры рассказывали о себе. Через некоторое время один сказал: “До меня соврали один раз''. Другой сказал: “А теперь – дважды'”. “А теперь – трижды'”, – сказал третий, и так далее, до 12-го, который сказал: “А теперь соврали 12 раз”. Тут ведущий прервал дискуссию. Оказалось, что, по крайней мере, один кандидат правильно посчитал, сколько раз соврали до него. Так сколько раз всего соврали кандидаты?
304. На плоскости горит лампочка. Три круга расположены так, что область, освещаемая лампочкой, ограничена. Верно ли, что хотя бы два из этих кругов имеют общую точку?

305. Найдите все целочисленные решения уравнения (n + 2)4 – n4 = x3. 

306. Можно ли натуральные числа большие, чем 2003, разбить на три непустых непересекающихся множества так, чтобы произведение любых двух элементов из разных множеств лежало бы в третьем множестве?

307. Длина каждого ребра замкнутой ломаной равна 1, а расстояние между любыми вершинами ломаной не превосходит 1. Докажите, что число звеньев ломаной нечетно.

Заключительная олимпиада

22 июля
Довывод

122. Альпинист хочет подняться на скалу высотой 1000 метров. После ночёвки в лагере у подножья скалы он может подниматься, навешивая верёвку, со скоростью 40 метров в час, а после холодной ночёвки на скале – 30 метров в час. По готовой верёвке он поднимается со скоростью 400 метров в час. За какое минимальное количество дней он может достичь вершины, если он будет работать на скале (включая подъём по верёвке) не более 6 часов в день (временем спуска и других операций пренебречь).

123. Для данного натурального числа N построим две последовательности (an) и (bn): a1=b1=N, an+1=an+S(an), bn+1=bn+П(bn), где S(m) – сумма цифр, П(m) – произведение цифр натурального числа m. Докажите, что при каждом N найдется такой номер k, что ak > bk.

124. Двое по очереди закрашивают незакрашенные клетки доски 8(8 в желтый и синий цвет соответственно. Выигрывает тот, у кого клетки его цвета образуют большее число связанных фигур (по сторонам). Каков будет результат игры, если оба играют оптимальным образом?

125. В трапеции ABCD с основаниями BC и AD на сторонах AB и CD выбраны точки K и M. Докажите, что если (BAM = (CDK, то (ВМА = (CKD.
126. Каждое из двух натуральных чисел равно сумме трех различных собственных делителей другого (собственным делителем числа называется отличный от него натуральный делитель). Докажите, что эти два числа равны.

Вывод

127. Многочлен 
[image: image135.wmf]1
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 с неотрицательными коэффициентами имеет n действительных корней. Докажите, что 
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128. Масса каждой из 201 гирек, расположенных по окружности – натуральное число, а их общая масса – 500 грамм. Докажите, что из этого набора можно выбрать одну или несколько гирек, расположенных подряд, с общей массой 100 грамм. (М1143, №6, 1989).
129. В треугольнике ABC точки P, Q, R лежат на сторонах BC, AC, AB так, что AR:RB = BP:PC = CQ:QA. Известно, что (BAC = (QPR. Докажите, что треугольники ABC и PQR подобны. 

Послевывод

130. Докажите, что в последовательности 
[image: image137.wmf](
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 различных натуральных чисел, удовлетворяющих условию 
[image: image138.wmf]100
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, найдётся число, в десятичной записи которого встречается 2003 девятки подряд.

Список тем
Теория множеств
3Последовательности и подпоследовательности (ТМ-1)


4Счётность (ТМ-2)


5Бесконечность (ТМ-3)


7Равномощность, Континуальные множества (ТМ-4)


11Мощности, Сравнение мощностей (ТМ-5)


12Отношение эквивалентности (ТМ-6)


13Бинарные операции (ТМ-7)


Многочлены
3Многочлены-1


6Многочлены-2: Деление с остатком и теорема Безу.


16Многочлены-3


18Многочлены-4


Комплексные числа
8Комплексные числа-1


14Тригонометрическая форма комплексного числа (КЧ-2)


28Геометрия комплексных чисел (КЧ-3)


Теория чисел
20Китайская теорема об остатках (ТЧ-1)


21Функция Эйлера (ТЧ-2)


23Первообразные корни и показатели (ТЧ-3)


25Квадратичные вычеты (ТЧ-4)


Геометрические преобразования
9Композиция движений (ГП-1)


15Классификация движений. Теорема Шаля. (ГП-2)


19Композиция гомотетий, Поворотная гомотетия (ГП-3)


30Аффинные преобразования-1 (ГП-4)


32Аффинные преобразования-2 (ГП-5)


35Инверсия (ГП-6)


Геометрия масс
22Геометрия масс-1


24Геометрия масс-2


Группы
26Группы-1


29Группы-2


31Группы-3: Подгруппы, Теорема Лагранжа


33Группы-4: Лемма Бернсайда








�Обязательно разобрать на одном из следующих занятий


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  ��Для одного поворота мы можем "крутить" оси симметрий.


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  ��Для одного переноса мы можем "сдвигать" оси симметрий.


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  ��при нечётном n – осевая симметрия, при четном - поворот 


�Обсуждение. Для перечисления вариантов их приходится сортировать. Сортировка проводится по некоторым признакам (например, наибольшему числу параллельных прямых). При этом все варианты разбиваются на классы, отличающиеся значением признака. Поэтому сортировка еще называется классификацией или разбиением.


�Обсуждение. Чтобы все варианты были перечислены, требуется, чтобы каждый попал в какой-то класс. Чтобы не сосчитать какой-то вариант несколько раз, требуется, чтобы классы не пересекались. Именно эти два требования подразумеваются словом разбиваются. В данном случае нарушено второе из них: резиновая обувь может в то же время быть мужской, женской или детской.


�Обсуждение. А никак не выглядят! Если треугольник А похож на треугольник В одним своим углом, а на треугольник С – другим, то сами треугольники В и С могут при этом быть непохожими. Но тогда треугольники А и В должны попасть в один класс, А и С – тоже, а В и С – нет, что невозможно.


�Обсуждение. а) Величина остатка от деления на модуль; б) число делителей; в) длина; г) набор длин сторон и величин углов; д) можно сказать – "по направлению", но что такое "направление"? е) то же + длина; ж) ???.


Беда! Надо разбираться.


Давайте разберемся, что породило разбиения в пунктах д) – ж), если не признак? Сортируя объекты по признаку, мы "раскладываем" их по "коробкам", каждая из которых соответствует одному из значений этого признака. Скажем, при разбиении целых чисел на классы вычетов в одну "коробку" попадают все числа с данным остатком. Эти остатки можно написать на коробках, и тогда, раскладывая числа по коробкам, мы будем сверять их остатки с надписями и класть число в ту коробку, на которой написан его остаток. А вот в случае равенства фигур надписей на коробках нет. Зато мы знаем, когда класть две фигуры в одну коробку – когда они равны. Получается, что здесь мы сравниваем объекты не с надписями, а между собой. Попробуем описать эту ситуацию более четко. Говорят, что на множестве М задано отношение (, если для любых двух элементов а,b(М известно, находится элемент а в отношении ( к элементу b (пишут: а(b) или нет. Например, на множестве R задано отношение порядка >, потому что для любых двух чисел а и b либо а>b, либо нет. На множестве всех прямых заданы отношения параллельности и перпендикулярности, на множестве всех феодалов – отношение вассальной зависимости, на множестве всех людей – отношения "быть отцом", "быть сыном", "быть братом", "иметь общего отца" и т.д.


Будем говорить, что отношение ( разбивает множество, на котором оно задано, если все элементы этого множества разбиваются на непересекающиеся классы таким образом, что любые два элемента из одного класса находятся в отношении (, а любые два элемента из разных классов – нет. Попробуем понять, какими свойствами должно обладать отношение, чтобы оно разбивало множество.


�Обсуждение. По той же причине, что в задаче 4: две прямые, перпендикулярные третьей, не перпендикулярны между собой. А вот две прямые, параллельные третьей, параллельны между собой.


�Обсуждение. Потому, что, сравнивая число 2 с числом 1, мы должны записать их в один класс, а, сравнивая число 1 с числом 2 – в разные классы.


�Оказывается, верен и обратный факт.


�Комментарий. Случай, когда множество М конечно, получается явным построением классов. Бесконечный случай, скорее всего, придется рассказать.


�По всякому разбиению множества можно "задним числом" построить формальный признак, которым оно задается: "принадлежать классу данного разбиения". Он может оказаться другим выражением известного признака: например, сравнимость двух целых чисел по модулю равносильна равенству их остатков от деления на этот модуль. С другой стороны, если множество разбивается случайным образом, этот признак, скорее всего, окажется лишенным содержательного смысла, потому что у элементов получившихся классов не будет ничего общего, кроме того, что они попали в один класс. Но бывает и так, что общее свойство у элементов, попавших в один класс, явно имеется, но у нас нет для него названия. Тогда название придумывается – и появляется новое понятие, отражающее это общее. Так понятие "вектор" отражает то общее, что есть у всех равных между собой направленных отрезков, а понятие "форма" – то общее, что есть у всех подобных между собой фигур.


Обсуждение. Что такое вектор? Что такое натуральное число? Как построить множества Z и Q? В построении множества Z достаточно продвинулись.


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  ��является


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  ��а)единица; б)один, два, три;  


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  �� Сказать про неподвижные точки


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  ��В частности все многочлены первой степени – неприводимые.


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  ��x2+1 делится на (x+1)2 и (x-1)2. Как такое может быть?


�Пусть есть только конечный набор неприводимых многочленов. Перемножим их все и прибавим 1. Полученный  многочлен не делится ни на один из  нашего набора. 


�Перемножим вообще все многочлены степени менее n (их конечное количество), и прибавим 1.


� Ма определяем общий делитель с точностью до умножения и деления на константу. Если в К деление неопределено, то наше определение неоднозначно. То есть деление на константу неоднозначно.


�Конец первого часа


�А теперь поговорим о разложениях многочленов в Z[x]





�Нарисовать диаграмму произведений коэффициентов


�Конец второго часа


�а) показать, что это гомотетия; б) найти кентр гомотетии.


�Сказать о сферах


�Начало второго часа


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  ��См. просто полезную теорему


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  ��Начинаем с единицы. На каждом следующем шаге либо ставим наименьшее не использованное число А, либо такое число, чтобы сумма n первых делилась на n  и была сравнима с  (n+1–А) по модулю (n+1). Тогда А можно ставить на следующее место.   


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  ��Пусть Е =  1/(113(137). Кусков размера Е, 2Е, 3Е, …112Е будет по 2. (Китайская т. об остатках)  Кусков размера 1/137 будет 137 – 112 = 15   


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  �� φ(n)/2 .  Если а – взаимнопросто с n, то и (n – a) – тоже.


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  ��  А) Рассмотрим две прогрессии с взаимно простыми разностями  m и n.  Пусть А1 и А2  (А1 >А2)– первые члены  этих прогрессий. Тогда среди членов второй прогрессии  на отрезке [A1;A1+ mn] встретятся все остатки при делении на m, а значит и нулевой. Таким образом, две такие прогрессии всегда пересекаются.   


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  ��По условию x5(1 mod 2003, значит показатель d, к которому x принадлежит по mod 2003, является делителем 5. Поскольку он еще и делитель 2003–1=2002, то d=1. Значит, x(1 (mod 2003), что не является решением нашего сравнения. Ответ: нет решений.


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  ��Если d — показатель, к которому 2 принадлежит по mod q, то q–1 и p  делятся на d.  Поскольку  d не равно 1, то d=p. Значит, d=p=2,3,5 или 7. Все сводится к простому перебору этих четырех вариантов для p.


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  �� а) 2,1,1 б) a,b,c в) tgBtgC, tgAtgC, tgBtgA г) sin(B+C-A), sin(A+C-B), sin(B+A-C)


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  �� М850 1984-5 Пусть К –точка пересечения отрезков, МН – меньшее основание. Тр-ки АМН и АВС –подобны  МН : ВС = АК : АА*  , ВМ : АВ = СН : АС = А*К : АА*.  Отсюда (ВМ + СН)/МН = (b+c)/a (А*К / АК. В точке А – массу 2а , в точки В  и  С соответственно b и c.  Центр масс  –  в точке  К.  Значит А*К / АК = 2a/(b+c).   


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  �� axi – полный набор остатков, тогда если a – невычет, xi – вычет axi – невычет, если xi – невычет axi – вычет (их поровну)


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  ��Пусть p(q.  Пусть 2 принадлежит показателю d по модулю q. Тогда d|2p, но не  d|p. Поэтому d=2 или d=2p. Если d=2, то 22–1 делится на q, так что q=3, тогда p=3.  Если d=2p. d|q–1, так что 2p | q–1. Аналогично 2p | q–1. Противоречие с  p(q.


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  ��Поскольку ca( –1 (mod ca+1) и cb( 1 (mod ca+1), то, поделив b на a с остатком, b=aq+r, получаем, что


cr( (–1)q.  Значит, cr+1 или  cr–1 делится на ca+1. Но r<a, так что оба эти числа меньше ca+1. Следовательно, q четно, и cr–1=0, т.е. c=1 или r=0. Ответ : c=1, a,b — любые; с — любое, b делится на 2a.


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  ��поговорить об аналогии с векторами. но вектора нельзя делить друг на друга. сделать двумя способами: через углы и коллинеарные вектора 


�Те преобразования плоскости, которые мы рассматривали до сих пор, либо сохраняли расстояния и углы, либо только углы.    


Рассмотрим, что отличает задачи, которые нам удавалось решать при помощи геометрии масс. В них не заданы величины углов и длины отрезков. Для нас существенны были  только отношения длин отрезков, лежащих на одной прямой или на параллельных прямых,  свойства «лежать на одной прямой» и «пересекаться в одной точке», параллельность прямых.   Таким образом, можно попробовать придумать преобразование которое переводило бы центр масс любого множества точек в центр масс их образов.  При определении центра масс нам нужно уметь складывать вектора, умножать их на число.  Преобразование переводит геометрическую конфигурацию в эквивалентную с точки зрения геометрии масс, если преобразование обладает следующими свойствами: 


При этом до тех пор пока мы  не доказали, что параллельные прямые переходят в параллельные, мы имеем право работать только со связанными векторами. То есть вектор до этих пор для нас – упорядоченная пара точек.     





�Поговорить про сдвиг вдоль прямой.


�Р делится на показатель. которому принадлежит а  по модулю q. Значит показатель либо р, либо 1. 


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  �� Нам  как  раз и нужно посчитать количество орбит. В этом  месте можно порисовать элементы орбиты для нескольких заданных раскрасок. 


� Б) при тождественном преобразовании сохраняются все 125 раскрасок, при каждой из трёх симметрий - 25 (цвета симметричных сторон совпадают), при каждом из двух поворотов – только 5 одноцветных. Итого 35. 


�поговорить о естественности добавления бесконечно удалённой точки. Во первых, получаем взаимно однозначное соответствие. Во вторых, логично считать прямую окружностью бесконечно большого радиуса.


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  �� треугольники  АВО и А*В*О подобны с коэффициентом ОВ*/ОА = R2/ОВ(ОА


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  ��При  инверсии с центром в точке А точки В, С, Д будут лежать на одной прямой. Из пункта а) запишем  ДВ, ВС и СД и равенство ДВ = ВС+СД. 


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  �� Дуга, перпендикулярная w, проходящая через А и В. Инверсия с центром в точке А. w и w1 переходят в две параллельные прямые, а w2 в касающуюся их окружность.  Образ ГМТ – луч , перпендикулярный  образу w.  


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  ��Квант 1984-5 При инверсии с центром в точке А первая и вторая окружности переходят в параллельные прямые, между которыми расположены две касающиеся окружности. Три точки касания лежат на одной прямой (гомотетия с центром в точке касания окружностей) 


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  �� Инверсия относительно точки касания С2 и С3  прямая а и С1  переходят в две равные окружности касающиеся параллельных прямых. АВ  переходит в перпендикулярную к ним полуокружность   


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  ��При инверсии относительно вписанной окружности 


�Answer: w = x = y = z = 3 is the only solution. 


Put p = (wxyz)1/2. By AM/GM applied to wx, wy, wz, xy, xz, yz we have p <= (wx + wy + wz + xy + xz + yz)/6 = p2/6 - 27/6, so (p - 3)2 >= 36. Hence |p - 3| >= 6. But p is positive, so p >= 9. Hence wxyz >= 81. But applying AM/GM to w, x, y, z we have p1/2 <= 3, with equality iff w = x = y = z. So wxyz <= 81 with equality iff w = x = y = z.


�Assume x >= y, z. We have (x + z/2)2(y + z/2) - x2y + y2z + z2x = (x - y)yz + xz(x - z)/2 + yz2/4 + z3/8 > 0, unless z = 0. So we can assume z = 0. 


By AM/GM applied to x, x, 2y, we have 2x2y <= ( (2x + 2y)/3)3 = 8/27 and hence x2y <= 4/27 with equality iff x = 2/3, y = 1/3. Thus the original inequality holds with equality iff (x, y, z) = (2/3, 1/3, 0), (0, 2/3, 1/3) or (1/3, 0, 2/3). 
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