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Квадратный трехчлен и его график
04 июля. 
1. Доказать, что если уравнения 
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 не имеют действительных корней, то уравнение 
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 также не имеет действительных корней.

2. Сумма трех квадратных трехчленов с положительными старшими коэффициентами имеет общий корень с любым из них. Докажите, что все они имеют общий корень.

3. Докажите, что если с(a+b+c) < 0, то уравнение ах2+bx+c = 0 имеет корень.

4. а) В каком наибольшем числе точек могут пересекаться две различные параболы с параллельными осями?  
б) Существуют ли четыре таких квадратных трехчлена, что, записав их в любом порядке, мы сможем найти число, при подстановке которого в эти трехчлены полученные значения будут записаны в строго возрастающем порядке?
5. Может ли у квадратного трехчлена с целыми коэффициентами дискриминант равняться 2007?

6. Прожектор установлен так, что освещает внутренность параболы. Можно ли конечным числом таких прожекторов осветить всю плоскость?
7.  Известно, что f(х) и g(х) квадратные трехчлены. Может ли уравнение f(g(х)) = 0 иметь корни 2, 3, 5, 7?
8. Есть две параболы y = x2 + x​ – 41  и  x = y2 + y – 40. Докажите, что точки их пересечения лежат на одной окружности
.

9. Известно, что f(х), g(х) и h(х) квадратные трехчлены. Может ли уравнение f(g(h(х))) = 0 иметь корни 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 и 8?
Композиция движений 

05 июля
Определение. Преобразованием плоскости называется произвольное взаимно однозначное соответствие между точками плоскости. Преобразование плоскости, сохраняющее расстояние между точками, называется движением.
Примеры движений. Осевая симметрия относительно прямой l (обозначается Sl); центральная симметрия относительно точки А (обозначается ZA); поворот вокруг точки O на угол ( (обозначается 
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); параллельный перенос на заданный вектор 
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 (обозначается 
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Теорема. Любое движение однозначно задается образами трех точек, не лежащих на одной прямой.

Определение Последовательное выполнение двух или нескольких преобразований называется композицией этих преобразований. Композиция преобразований f и g обозначается 
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 Преобразование, оставляющее на месте все точки плоскости, называется тождественным и обозначается 
[image: image9.wmf]I
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Очевидно, что композиция двух движений является преобразованием, сохраняющим расстояния, т.е. движением.
Упражнения.
1) Верно ли равенство 
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, если прямые l1 и l2 различны?

2) Каким движением является композиция: a) двух параллельных переносов; b) двух поворотов с одним центром?
3) Каким движением является композиция двух осевых симметрий?
4) Покажите, что любой поворот можно представить как композицию двух осевых симметрий. Сколькими способами это можно сделать?
5) Найдите композицию трех осевых симметрий 
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а) оси параллельны;
б) 
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 параллельны, а 
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 им перпендикулярна;
в) оси пересекаются в одной точке;
г) чему равна композиция n осевых симметрий, если все оси пересекаются в одной точке?

Задачи.

1. Каким движением является композиция осевой и центральной симметрии?

2. Каким движением является композиция а) двух центральных симметрий; б) трех центральных симметрий? в) n центральных симметрий?

3. Докажите, что 
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, где А, В и С — три различные точки плоскости.

4. Даны пять точек — середины сторон пятиугольника. Построить его вершины.

5. Различные прямые а1, а2, ... , а5 пересекаются в одной точке О, точка М лежит на прямой а1 и не совпадает с О. Построить пятиугольник у которого М — середина стороны, а данные прямые — срединные перпендикуляры к его сторонам.

6. Из центра О окружности проведено пять радиусов. Построить описанный около окружности пятиугольник, вершины которого лежат на лучах с началом в O и содержащих эти радиусы.

7. На плоскости даны точки O, M и прямая 
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 повернули вокруг точки O против часовой стрелки на угол 
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. Докажите, что точка, симметричная точке M относительно прямой 
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8. Вписать в данную окружность семиугольник, стороны которого параллельны заданным семи прямым.

Многочлены-1

05 июля
Определение. Многочленом называется выражение вида P(x) = anxn +…+ a1x + a0, где n – целое неотрицательное число, a0, …, an – действительные числа, an ( 0. 

Число n  называется степенью многочлена P(x) и обозначается deg P(x). 

Числа аn, …, a0 называются коэффициентами многочлена Р(x).

Число аn  называется старшим коэффициентом, число  a0  –  свободным членом. 

Если Р(b) = 0, то число b называется корнем многочлена Р(x).

Упражнения.

1) deg Р(х) = 5, deg Q(x) = 7. Что можно сказать про степень многочленов Р(х)+Q(x); Р(х)×Q(x); Р(Q(x))?
2) Многочлены Р(х) и Q(x) имеют свободные члены 5 и 7.  Что можно сказать о свободных членах многочленов Р(х)+Q(x); Р(х)×Q(x); Р(Q(x))?

3) Старшие коэффициенты многочленов Р(х) и Q(x) равны 5 и 7. Что можно сказать о старших коэффициентах многочленов Р(х)+Q(x); Р(х)×Q(x); Р(Q(x))?

4) Имеется многочлен P(x) = anxn +…+ a1x + a0. Чему равны значения Р(0), Р(1), Р( – 1)? 

5) Сумма коэффициентов многочлена Р(х) равна 5, а сумма коэффициентов многочлена Q(x) равна 7. Что можно сказать о сумме коэффициентов многочленов Р(х)+Q(x); Р(х)×Q(x); Р(Q(x))?
Задачи.

1. Докажите, что не существует многочлена Р(x) с целыми коэффициентами, для которого Р(–1) = 2  и  Р(1) = 1.

2. У многочлена Р(х) сумма коэффициентов при четных степенях равна сумме коэффициентов при нечетных степенях. Многочлен Q(x) обладает этим же свойством. Докажите, что этим же свойством обладают и многочлены Р(х)+Q(x); Р(х)×Q(x). Верно ли это, если о коэффициентах многочлена Q(x) ничего не известно?

3. Коэффициентами многочленов нечетной степени Р(х) и Q(x) являются целые нечетные числа. Докажите, что у многочлена Р(х)×Q(x) есть хотя бы один четный коэффициент. Может ли у него быть ровно 7 нечетных коэффициентов?
4. Докажите, что при всех 
значениях x, больших некоторого числа, многочлен Р(х) с положительным старшим коэффициентом принимает положительные значения.

5. Докажите, что любой многочлен нечетной степени имеет хотя бы один действительный корень.

6. Пусть Р(х) – многочлен с целыми коэффициентами. Докажите, что если Р(х) имеет рациональный корень 
[image: image23.wmf],
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 где a и b взаимнопросты, то a является делителем свободного члена, а  b – делителем старшего коэффициента.

7. Найдите хотя бы один корень уравнения  9x4+9x3+5x2–4x–4=0.

8. Известно, что все коэффициенты произведения многочленов P(x) и Q(x) с целыми коэффициентами делятся на простое p. Докажите, что на p делятся или все коэффициенты  P(x) или все коэффициенты Q(x).

9. Многочлен f(x) с целыми коэффициентами  представили в виде f(x)=g(x)h(x), где g(x) и h(x) – многочлены с рациональными коэффициентами. Докажите, что тогда f(x) можно представить в виде произведения двух многочленов с целыми коэффициентами.

10. Р(х) – многочлен степени не ниже 1 с целыми коэффициентами. Докажите, что при некотором натуральном  n число Р(n) – составное.
Повороты, их композиция и применение в народном хозяйстве в свете решений XXIII съезда КЛМШ  
06 июля
Вот, новый поворот

Что он нам несет…


1. Докажите, что композиция двух поворотов на углы в сумме не кратные 3600 является поворотом. В какой точке находится его центр и чему равен угол этого поворота? Рассмотрите случай, когда сумма углов кратна 3600 

2. Пусть заданы два поворота: 
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, причем ( + ( не кратно 3600. Пусть R – центр композиции этих поворотов. Найдите углы треугольника PQR.

3. Каким движением является 
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, если a, b и c – попарно непараллельные прямые.
4. Пусть 
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5. На сторонах произвольного выпуклого четырёхугольника внешним образом построены квадраты с центрами А, В, С и Е соответственно. На отрезках АВ и СЕ как на гипотенузах внутренним образом построены равнобедренные прямоугольные треугольники. Доказать, что вершины их прямых углов совпадают. 

6. На плоскости даны два квадрата А1В1 А2С1  и А2В2 А3С2 с общей вершиной А2.(см. рисунок.)  Точки О1 и О2 – центры квадратов. В – середина отрезка В1В2, С – середина отрезка С1С2. Докажите, что О1ВО2С – квадрат. 

[image: image29]
7. На двух противоположных сторонах выпуклого четырехугольника как на гипотенузах построены во внутреннюю сторону два равнобедренных прямоугольных треугольника. Оказалось, что они имеют общую вершину. Докажите, что если аналогичные треугольники построить на двух других сторонах, то и они будут иметь общую вершину. 

8. На плоскости даны два правильных треугольника АВD и А1В1D с общей вершиной D. Пусть точки А2 и В2 получаются из точек А1  и В1 поворотами на угол ( вокруг точек А и В соответственно. Тогда треугольник А2В2D – тоже правильный. 

Делимость многочленов и теорема Безу

06 июля
Делимость многочленов

10. Докажите, что два различных многочлена (т.е. не все их коэффициенты совпадают) не могут принимать одинаковые значения при всех x.
Определение. Многочлен 
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Определение. Разделить многочлен 
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 (остаток), что выполнено равенство 
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Замечание. Разделить с остатком один многочлен на другой можно при помощи деления «уголком».
11. Докажите, что при делении многочлена на многочлен с остатком неполное частное и остаток определяются однозначно.

12. Решить уравнение 
[image: image41.wmf]0
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13. При каких 
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 делится на многочлен 
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14. При делении многочлена 
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15. Приведите пример двух квадратных трехчленов, ни один из которых не делится на 
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Теорема Безу

Теорема Безу. Остаток от деления 
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Следствие 1. 
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 — корень многочлена 
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Следствие 2. У многочлена 
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 степени n не более n различных корней.
16. Докажите, что если значения двух многочленов, степень каждого из которых не превосходит 
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 различных точках, то эти многочлены равны.

17. Дан 
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18. Многочлен 
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19. а) Делится ли многочлен 
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б) При каких 
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20. Числа 
[image: image83.wmf]a

, 
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 и 
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 различны. Сколько корней может иметь уравнение в зависимости от значений 
[image: image86.wmf]a
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21. P(x) и Q(x) – многочлены с целыми коэффициентами, причем P(Q(x))=Q(P(x)). Докажите, что при всех целых n число 
P(P(n))–Q(Q(n)) кратно P(n)–Q(n), если это выражение не равно нулю.

22. Все коэффициенты многочлена P(x) – целые числа. Известно, что уравнения P(x)=1, P(x)=2, P(x)=3 имеют целые корни. Докажите, что уравнение P(x)=5 не может иметь двух или более целых корней.

Комплексные числа

7 июля
Определение. Комплексное число z — число вида a + bi, где a и b — действительные числа, а i2 = –1. Здесь a  – действительная часть числа z (обозначается Re z), b – мнимая часть числа z (обозначается Im z).
Определение. Два комплексных числа 
[image: image90.wmf]bi
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23. Выполните действия: а) (1 + 2i) – (3 – 4i); б) 
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24. Выполните действия: а) 
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25. Решите уравнения: а) x2 + 4x + 5 = 0; б) x2 – (2 + i)x + 2i = 0; в) x3 + 3x2 + x – 5 = 0. 

26. Решите уравнения: а) x2 = 3+4i; б) x4 + 1 = 0.

Определение. Два комплексных числа называются сопряженными, если они отличаются только знаком мнимой части. Число, сопряженное числу z, обозначают 
[image: image100.wmf]z
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27. Докажите, что для любых z1 и z2:  а) 
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28. Докажите, что а) 
[image: image106.wmf]z
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; б) 
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 – действительные числа.
29. Докажите, что если z – комплексный корень многочлена P(x) с действительными коэффициентами, то: а)
[image: image108.wmf](
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; б) если z – корень, то 
[image: image109.wmf]z

– тоже его корень.
30. Придумайте квадратное уравнение с действительными коэффициентами, одним из корней которого является число 1–4
[image: image110.wmf]3
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31. а) Известно, что многочлен P(x) с вещественными коэффициентами степени n имеет n различных корней. Докажите, что его можно разложить на множители с вещественными коэффициентами степени не выше 2.

б) В пункте а) корни могут быть кратные.
32. Вычислите сумму:
а) 
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33. Вычислите сумму:
а) 
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(Указание. Ищите все четыре суммы одновременно)
Комплексная плоскость.
7 июля
Определение. Координатная плоскость, каждой точке Z c координатами a и b  которой  сопоставлено комплексное число z по правилу: Z(a;b)
[image: image119.wmf]®

 z = a+bi,  называется комплексной плоскостью (Re z – абсцисса, а Im z – ордината точки Z).

Определение. Модулем числа z (обозначается |z|) называется длина вектора OZ, а аргументом числа z (обозначается arg z) – ориентированный угол между положительным направлением оси абсцисс и вектором OZ. 

34. а) Изобразите на комплексной плоскости числа 1, i, 1 + i, 
[image: image120.wmf]i
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. Найдите их модули и аргументы.

б) Модуль и аргумент комплексного числа равны 2 и – 570( соответственно. Найдите его действительную и мнимую части.

35. а) Числа z1 и z2 изображаются на комплексной плоскости точками Z1 и Z2 соответственно, а их сумма – точкой Z. Докажите, что вектор OZ равен сумме векторов OZ1 и OZ2. 
б) Докажите неравенство |z1+z2| ( |z1|+|z2|. 
36. Изобразите на комплексной плоскости следующие множества:
а) |z| = 1; б) 
[image: image121.wmf]zz
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; в) |z|+arg(z)=2+i; г) 
[image: image122.wmf](
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е) |z– i| > |z+1|.

37. а) Докажите, что 
[image: image124.wmf]z
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б) Докажите, что модуль произведения комплексных чисел равен произведению их модулей.
в) Докажите, что если каждое из двух натуральных чисел представляется в виде суммы двух квадратов, то их произведение тоже представляется в виде суммы двух квадратов.

38. Докажите, что если все коэффициенты многочлена P(x) по модулю не больше единицы, а старший коэффициент равен единице, то его комплексные корни по модулю меньше двух.
Гомотетия 

09 июля

Определение. Гомотетией c центром O и коэффициентом k(0 называется преобразование плоскости, которое каждую точку X отображает в такую точку X(, что 
[image: image125.wmf]OX'kOX
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. Точку О называют центром гомотетии, а число k – коэффициентом гомотетии. Гомотетию обозначают 
[image: image126.wmf]k
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Определение. Поворотной гомотетией называется композиция 
[image: image127.wmf]a
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Упражнения

39. Докажите, что если преобразование плоскости каждый вектор 
[image: image128.wmf]a

 переводит в вектор 
[image: image129.wmf]a
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 (k – постоянное число и не равно 1), то это гомотетия.

40. а) Каким преобразованием будет 
[image: image130.wmf]1

1

2

2

k

O

k

O

H

H

o

?
б) Найдите неподвижную точку 
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Задачи
41. Построить окружность, вписанную в угол и проходящую через данную точку внутри угла.

42. В трапеции ABCD с основаниями AB и CD диагонали пересекаются в точке O. Докажите, что окружности, описанные около треугольников AOB и COD, касаются.

43. Построить треугольник по заданному периметру и двум углам.

44. Даны три попарно неравных окружности (1, (2, (3, центры которых не лежат на одной прямой. Точки S1, S2, S3 – точки пересечения общих внешних касательных к окружностям  (1 и (2, (1 и (3, (2 и (3 соответственно. Докажите, что токи S1, S2, S3 лежат на одно прямой.

45. Даны окружность и точки A, B на ней. Найти геометрическое место центров тяжестей треугольников ABC, где C – произвольная точка окружности.

46. Дан треугольник ABC. Постройте точки C1 и A1 на сторонах AB и BC соответственно так, чтобы выполнялось равенство AC1= C1A1= A1C.

47. Построить окружность, вписанную в угол и касающуюся данной окружности.

48. Дан треугольник ABC, в котором угол при вершине C прямой и проведена высота CD. Докажите, что медианы AM и CN в треугольнике ADC и DBC перпендикулярны.

49. [image: image1.jpg]


Построить квадрат ABCD так, чтобы вершина A находилась в данной точке, а вершины B и C принадлежали данной окружности.

50. Дана трапеция ABCD с основаниями AB и CD. Произвольная точка P прямой BC, отличная от точек B и C, соединена с вершиной D и с серединой M основания AB. Пусть X – точка пересечения AB и PD, Q – точка пересечения AC и PM, Y – точка пересечения AB и DQ. Докажите, что M – середина XY.

Тригонометрическая форма комплексного числа

09 июля


Определение. Всякое комплексное число представляется в виде z = |z|(cosφ+isinφ), где φ – аргумент числа z. Запись |z|(cosφ+isinφ) называется тригонометрической формой комплексного числа z.

51. Запишите числа в тригонометрической форме а) 
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52. Пусть 
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53. Вычислите выражения, представив их в тригонометрической форме: 

а) 
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54. Докажите формулу Муавра: если 
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55. Вычислите: а) 
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56. а) Покажите, что число 
[image: image150.wmf]n
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, где n – натуральное, k – целое, является одним из корней n-ой степени из единицы.

б) Выведите формулу для извлечения корня n-ой степени из комплексного числа z в тригонометрической форме. Сколько корней получится?

57. а) Докажите, что все корни n-ой степени из 1 образуют на комплексной плоскости правильный n-угольник, вписанный в тригонометрическую окружность.
б) Чему равно произведение всех корней  n-ой степени из 1? А их сумма?
58. Докажите, что все корни n-ой степени из единицы являются степенями одного из них.
59. Выразите с помощью формулы Муавра cos(n() и sin(n() через  cos( и sin(.
60. Докажите, что если z + 1/z = 2cosα, то zn + 1/zn = 2cosnα.

61. Вычислите 
[image: image151.wmf](
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Китайская теорема об остатках

10 июля 

Китайская теорема об остатках. Пусть даны n попарно взаимно простых чисел m1, m2, …, mn; и  n целых чисел r1, r2, …, rn таких, что 
[image: image152.wmf]1
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  при всех i = 1, 2, …, n и  m=m1m2…mn, тогда существует единственное целое число N такое, что 
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62. Докажите 

а) Количество различных наборов чисел r1, r2, …, rn таких, что 
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б) Если 
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для всех i = 1, 2, …, n, то N1=N2.
в) Существует единственное число N такое, что 
[image: image160.wmf]1
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63. 
Некоторое число дает остаток 3 при делении на 5 и остаток 2 при делении на 7. Какой остаток может оно давать при делении на 35? 

64.  (Просто полезная теорема) Для любых попарно взаимно простых чисел m1, m2, …, mn и остатков r1, r2, …, rn по модулям m1, m2, …, mn найдутся n последовательных чисел a, a+1, …, a+n–1 таких, что 
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65. Докажите, что для любого n найдутся n подряд идущих натуральных чисел, делителями которых являются полные квадраты
, причем различные для разных чисел.

66. Целые числа a1, a2,…, an  образуют арифметическую прогрессию, разность которой взаимно проста с n. Докажите, что произведение этих чисел делится на n.

67. Докажите, что если натуральный ряд представлен в виде объединения нескольких непересекающихся  арифметических прогрессий, то: 


а) разность каждой из этих прогрессий не меньше ее первого члена
.

б) разности любых двух прогрессий имеют общий делитель отличный от единицы.

68. Можно ли расставить в прямоугольнике 7×5 все натуральные числа от 1 до 35 так, что сумма чисел стоящих в любых двух соседних по стороне клетках делится или на 7 или на 5?

69. Докажите, что числа натурального ряда можно переставить местами так, чтобы сумма любых  п  первых чисел делилась 
на п.
70. При изготовлении елочной гирлянды электрик Иванов сделал на куске провода отметки, делящие его на 113 одинаковых кусков, и ушел покурить. В это время электрик Петров разметил тот же провод на 137 одинаковых кусков и пошел туда же. В это время вернувшийся из магазина электрик Шугай быстро разрезал провод по всем отметкам. Куски какого размера у него получились, и сколько получилось кусков каждого вида
?

Поворотная гомотетия

10 июля
71. Постройте поворотную гомотетию с углом поворота 90°, совмещающую две неконцентрические окружности разного радиуса.

72. Докажите, что центр поворотной гомотетии, переводящей отрезок АВ в отрезок A1B1, совпадает с центром поворотной гомотетии, переводящей отрезок АA1 в отрезок BB1
73. Окружности S1 и S2 пересекаются в точках A и B. Через точку A проведена прямая, пересекающая окружности в точках P1 и P2. Докажите, что при поворотной гомотетии вокруг точки B, переводящей S1 в S2, точка P1 переходит в P2.

74. Даны два правильных пятиугольника с общей вершиной. Вершины каждого пятиугольника нумеруются цифрами от 1 до 5 по часовой стрелке, причем в общей вершине ставится 1. Вершины с одинаковыми номерами соединены прямыми. Доказать, что полученные четыре прямые пересекаются в одной точке.

75. Боковые стороны AD и BC трапеции ABCD повернуты около своих середин на угол 90(, после чего они занимают положение A1D1 и B1C1. Докажите, что A1B1 = C1D1.

76. Точки M и N лежат на сторонах AB и BC квадрата ABCD, причем MB=BN. H – основание высоты, опущенной из точки B на отрезок MC. Докажите, что (NHD=90(.

Бинарные операции
11 июля. 
Определение. Пусть М – некоторое множество. Если каждой упорядоченной паре элементов a и b множества М поставлен в соответствие определённый элемент этого же множества, то говорят, что на множестве М задана бинарная операция (. (a ( b = c)

77. Является ли бинарной операция: 

а) скалярное произведение векторов на множестве всех векторов плоскости;
б) расстояние между двумя точками на множестве всех точек плоскости;
в) вычисление остатка по модулю 5 на Z; 

г) вычисление остатка разности двух чисел на N по заданному модулю;

д) сложение на N; 
е) сложение на Z; 

ж) вычитание на N; 
з) вычитание на Z;

и) модуль разности двух чисел на множестве целых неотрицательных чисел?

Определение. Пусть на множестве M задана бинарная операция (. Подмножество K множества М называется замкнутым  относительно бинарной операции (, если для любых двух элементов a и b, принадлежащих K, элемент  с = a ( b также принадлежат K.

78. Замкнуты ли множества всех: 1) чётных натуральных чисел; 2) всех нечётных целых чисел; 3) всех отрицательных  целых чисел; относительно операций: а) сложения; б) вычитания; г) умножения?

79. Сколько элементов может быть в замкнутом относительно умножения подмножестве множества: а) N; б) Z?

80. Рассмотрим операцию, которая ставит в соответствие упорядоченной паре чисел 
[image: image165.wmf])
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. Замкнуто ли относительно этой операции множество: а) Q; б) R; в) C
.
Обозначение. Совокупность остатков (классов вычетов) по данному модулю m обозначается Zm.

81. Докажите, что а) сложение по модулю; б) умножение по модулю; является бинарной операцией на Zm; в) при простом p множество Zp\{0} замкнуто относительно операции умножение по модулю p.
82. Составьте таблицу а) умножения в Z5; б) таблицу сложения в Z4.
83. При повороте правильного треугольника на 120( вокруг его центра O он переходит в себя. Обозначим 
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 – b, а тождественное преобразование I – буквой e. Назовем умножением x ( y композицию соответствующих движений. Составьте  таблицу умножения для множества {e, a, b}.
84. У правильного треугольника есть три оси симметрии. Обозначим симметрии относительно этих осей c, d, f. Составьте  таблицу умножения для множества {e, a, b, c, d, f}.
85. Пусть a, b, c, d, f  корни уравнения x5 – 1 = 0. Докажите, что операция умножения является бинарной на множестве {a, b, c, d, f}, составьте таблицу умножения. 
86. Составьте таблицу умножения для симметрий а) прямоугольника; б) ромба; в) квадрата.

87. Составьте таблицу вычитания на Z5.
88. Рассмотрим бесконечную в обе стороны геометрическую прогрессию. При каком условии множество ее членов замкнуто относительно умножения?

Лемма Холла
11 июля. 
89. а) Школьники решали задачи. Можно ли организовать разбор задач так, что все задачи будут рассказаны, причём разными школьниками, если каждый решил ровно две задачи, и каждую задачу решили ровно два школьника?

б) n школьников решали n задач. Каждый школьник решил не менее  двух задач, и каждую задачу решили не менее, чем два школьника. Можно ли организовать разбор задач, описанный в пункте а)?
в) Каково необходимое условие возможности организовать вышеупомянутый разбор?

Лемма Холла (лемма о свадьбах). Есть n юношей и несколько девушек. Известно, что каких бы k юношей (1 (k ( n) ни выбрать, число знакомых им в совокупности девушек не меньше k. Тогда все юноши могут выбрать по невесте из числа своих знакомых.

90. В условиях леммы Холла назовем множество из k юношей критическим, если совокупное количество знакомых им девушек в точности равно k.

а) Пусть множество юношей не содержит критических подмножеств, отличных от него самого. Докажите, что никакая свадьба юноши из этого множества не испортит для остальных условий леммы Холла. 

б) Докажите, что если удалить критическое множество юношей вместе с их знакомыми девушками, то для оставшихся будут выполнены условия леммы Холла. 

в) Докажите лемму Холла.

91. Прямоугольный лист бумаги разбит на n фигур одинаковой площади с одной стороны и на n других той же площади с обратной стороны. Докажите, что этот лист можно проткнуть n иголками так, что каждая из 2n фигур будет проткнута по разу.

92. В компании из n юношей и n девушек каждые k юношей знакомы не менее чем с k девушками. Докажите, что каждые k девушек знакомы не менее, чем с k юношами.

93. В хакерке стоит n компьютеров. n преподавателям нужен компьютер, каждому нравятся какие-то k, и каждый компьютер нравится каким-то k преподавателям. Доказать, что им нет необходимости драться за компьютеры. 
94. Докажите, что ребра двудольного графа, степень каждой вершины которого равна k, можно правильно раскрасить в k цветов (из каждой вершины должны выходить ребра всех цветов по одному разу).

95. Предположим, что выполнено условие леммы Холла, и каждый из n юношей знаком по меньшей мере с k девушками. Докажите, что супружеские пары могут быть составлены по крайней мере k! способами, если k<n, и по крайней мере 
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96. Лемма Холла с дефицитом. Докажите, что если любые k (1 ( k ( n) юношей знакомы в совокупности не менее чем с k-d девушками, то n-d юношей могут выбрать себе невест из числа знакомых.

97. Задача о гареме. Среди n юношей и нескольких девушек некоторые юноши знакомы с некоторыми девушками. i-й юноша хочет жениться на ai знакомых девушках. Докажите, что они могут это сделать тогда и только тогда, когда для любого набора {i1, i2 … ik} юношей количество знакомых им в совокупности девушек не меньше 
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98. В графе все вершины степени 3. Докажите, что можно так покрасить ребра в два цвета, что из каждой вершины выходят ребра обоих цветов.

Функция Эйлера
12 июля. 
Определение Пусть m – натуральное число. Количество чисел, взаимно простых с m и не больших m, обозначается ((m). Функция ((m) называется функцией Эйлера. ((m) равна количеству правильных  несократимых дробей со знаменателем m.

99. Докажите, что число ((m) четно при всех m > 2.
100. Пусть p – простое число. а) Найдите ((p); 
б) Докажите, что ((pn) = pn – 1(p – 1).

101. Докажите, что число a взаимнопросто с m1 тогда и только тогда, когда взаимнопрост с m1 остаток r1 от деления a на  m1.
102. Пусть числа m1, и m2 взаимнопросты. Докажите, пожалуйста, что ((m1m2) равно количеству пар остатков r1, r2 взаимнопростых с m1 и m2 соответственно.

103. Докажите, что функция Эйлера мультипликативна: при взаимно простых a  и b ((ab)=((a)((b). 

104. Пусть даны n попарно взаимно простых чисел m1, m2, …, mn. Докажите, что ((m), где m=m1m2…mn, равно количеству возможных наборов r1, r2, …, rn таких, что 
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 и ri взаимнопросто с mi  при всех i = 1, 2, …, n. (Указание: используйте китайскую теорему об остатках).

105. Пусть  
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106. Если вы чуть-чуть подумаете, то возможно сможете найти сумму всех правильных несократимых дробей со знаменателем n.

107. Выпишем все правильные дроби со знаменателем  30 и приведем их все к несократимому виду. Не бросилось ли вам в глаза, что: 
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?  А слабо вам доказать, что  любое натуральное число равно сумме значений функции Эйлера для всех его делителей?

108. Убедите нас, пожалуйста, в том, что ( (mk) = mk–1((m) для любого m
?
109. Имеется бесконечное количество карточек, на каждой из которых написано какое-то натуральное число. Известно, что для любого натурального числа n существуют ровно n карточек, на которых написаны делители этого числа. Не докажет ли хоть кто-нибудь, что число карточек, на которых написано произвольное натуральное число k равно ((k).

Преобразования на комплексной плоскости
14 июля. 
110. Какие преобразования комплексной плоскости задают функции: а) z' = 
[image: image176.wmf]z

; б) z'=z + z0? в) z' = z0z, где модуль z0 равен 1? г) 
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, где модуль z0 равен 1
?; д) z'=rz, где r – действительное число? е) z' = z0z, где z0 – произвольное комплексное число?

111. В каждой точке поверхности нашего лагеря измерили температуру. Тот-Кого-Нельзя-Называть заметил, что если выбрать систему, оси которой направлены на восток и на север, начало координат находится в столовой
, а единица измерения равна длине шага Того-Кого-Нельзя-Называть, то значение температуры описывается функцией f(z)=|z|2, где z=a+bi. Какой функцией описывается значение температуры, если 


а) выбрать начало системы координат в клубе; 

б) направить при этом оси координат на северо-восток и северо-запад;

в) к тому же измерять расстояния в шагах В.В. Шугая.

112. В.В. Шугай по заданию Того-Кого-Нельзя-Называть определил уровень хромированности воздуха кальцием в каждой точке лагеря (известно, что УХВК измеряется в комплексных числах). Оказалось, что в Шугайской системе координат УХВК описывается следующей функцией:

а) f(z)=(z+b)2; 

б) f(z)=(az)2; 

в) f(z)=(az+b)2.
 
Какую систему координат должен выбрать Тот-Кого-Нельзя-Называть, чтобы в этой системе координат зависимость имела вид f(z)=z2.
113. Как с помощью комплексных чисел задать а) центральную симметрию относительно точки z0? б) поворот на угол ( вокруг произвольной точки z0 комплексной плоскости? 
114. Как с помощью комплексных чисел задать поворотную гомотетию на угол ( с центром в точке 0 с коэффициентом k. А если центр гомотетии будет в точке z0?
115. Докажите с помощью комплексных чисел, что: а) композиция двух центральных симметрий есть параллельный перенос; б) композиция двух поворотов есть поворот, если сумма углов поворотов не кратна 360( и перенос, если кратна.

116. Как с помощью комплексных чисел задать осевую симметрию а) относительно оси Ox; б) относительно оси Oy?

117. Как с помощью комплексных чисел задать осевую симметрию: а) ось которой проходит через начало координат; б) с произвольной осью?
118. Докажите, что на комплексной плоскости движение, сохраняющее ориентацию, задается формулой z' = az + b, а меняющее ориентацию – формулой 
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 (a и b – комплексные числа, причем |a| = 1).

119. Докажите, что преобразование, переводящее z в 
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, где |a|=1 и a≠1, есть осевая симметрия тогда и только тогда, когда 
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 является действительным числом.
Теорема Эйлера.
14 июля. 
Определение. Приведенной системой вычетов по модулю m (обозначается 
[image: image181.wmf]*
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) называется подмножество множества 
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, состоящее из всех его элементов, взаимнопростых с m.

120. а) Сколько элементов содержит приведенная система вычетов по модулю m? б) Докажите, что приведенная система вычетов замкнута относительно умножения.
в) Докажите, что в приведенной системе вычетов определено деление. 

121. Докажите, что если x1, x2,…,x((m) — приведенная система вычетов по модулю m, и число a взаимно просто с m, то ax1, ax2,…,ax((m) — тоже приведенная система вычетов.

122. Теорема Эйлера. Для любых натуральных взаимно простых a и m: а((m)(1(mod m).
Рассмотрим другой подход к доказательству теоремы Эйлера, который еще нам пригодится.

Графом умножения на остаток n по модулю m называется ориентированный граф, вершинами которого служат остатки от деления на m, а из каждой вершины k единственное ребро ведет в вершину kn.
123. Постройте графы умножения:

 а) на 2, 3 и 5 по модулю 14,

 б) на 2, 3, 4 по модулю 9.
124. Пусть a  – элемент приведенной системы вычетов 
[image: image183.wmf]*
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. Рассмотрим остатки по модулю m его различных степеней  a 2, a 3, …, a n ...  Докажите, что:  а) все эти остатки являются элементами 
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;   б) для каждого a  существует такое свое наименьшее d, что 
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;  в) граф умножения на a по модулю m  на множестве 
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 распадается на несколько циклов равной длины;  г) d является делителем ((m); д) докажите теорему Эйлера. 

125.  (Усиление теоремы Эйлера) 
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 – разложение числа m на простые множители. Обозначим через х наименьшее общее кратное чисел φ(
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). Докажите, что для любого а, взаимно простого с m, выполняется сравнение ах ≡ 1 (mod m).

126. Пусть а >1,  НОД(a, b)=1. Докажите, что найдется такое n, что 1+a+a2+a3+...+an делится на b.
127. Рациональное число 
[image: image191.wmf]q
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 (q взаимно просто с 10) представили в виде периодической  десятичной дроби. Докажите, что, ее период является делителем числа ((q).
128. Докажите, что φ(an-1) делится на n
?
129. Последовательность xn задана следующим образом: 
[image: image192.wmf]1
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. Пусть m – произвольное  натуральное число, большее 1. Наиболее упорные из вас наверняка докажут, что, начиная с некоторого n = nm, все xn будут давать при делении на m одинаковые остатки. (Попробуйте использовать индукцию по m)

Основная теорема алгебры
15 июля. 
Теорема. Любой многочлен степени не меньше единицы с комплексными коэффициентами имеет хотя бы один комплексный корень. 

Рассмотрим многочлен степени n с комплексными коэффициентами 

 P(z)= anzn + a n–1zn–1 +  … + a1z+a0 . 
130. а) Докажите, что можно выбрать такое действительное положительное число M, что вне круга 
[image: image193.wmf]M

z

£

 выполняется неравенство | anzn|  >  | a n–1zn–1 +  … + a1z + a0|
б) Докажите, что вне этого круга многочлен P(z) не имеет корней.

Предположим, что внутри круга корней тоже нет. Рассмотрим точку z0 внутри круга 
[image: image194.wmf]M
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, в которой модуль многочлена P(z) принимает наименьшее значение. Мы докажем, что, если P( z0 ) не равно нулю, то в точке z0 можно выбрать такое направление, при движении в котором  | P(z)|  будет уменьшаться. 
131. Докажите, что модуль многочлена 
[image: image195.wmf])
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 принимает это же наименьшее значение в точке z = 0.
132. Докажите, что наименьшее значение модуля многочлена 
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 достигается в точке z = 0 и равно 1.

133. Докажите, что если у многочлена n–ой степени k – наименьшая степень с ненулевым коэффициентом, то заменой у = сz, подбирая с, можно добиться, чтобы коэффициент многочлена ak стал равен – 1.
Таким образом, в результате операций 2 – 4 можно получить многочлен вида 
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, модуль которого принимает наименьшее значение 1 в точке z = 0. Модуль этого многочлена задает ту же поверхность, что и модуль многочлена P(z), но в другой системе координат. Докажем теперь, что   
[image: image198.wmf])
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 убывает при движении из точки минимума модуля в положительном направлении  действительной оси новой системы координат. Тем самым получим противоречие.
134. Докажите, что можно выбрать такое действительное положительное число ε < 1, что внутри круга 
[image: image199.wmf]e
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 выполняется |zk|  >  | bnzn + … + bk+1 zk+1|
135. Рассмотрим действительное положительное число x < ε. Докажите, что 
|1 – xk + bk+1 xk+1 + … +bnxn|  ≤  1 – xk + |bk+1 xk+1 + … +bnxn|.
136. Докажите, что при таких х выполняется неравенство 
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137. Докажите основную теорему алгебры.

138. Следствие. Многочлен P(z) степени n с комплексными коэффициентами имеет ровно n комплексных корней.
Разнобой
15 июля. 
139. Положительные числа a, b, c таковы, что наибольшее из них равно наибольшему из чисел a2/b, b2/c, c2/a. Докажите, что a = b = c. (В. Сендеров)
140. На доске написаны 100 чисел. Среди всех их попарных произведений ровно 2000 отрицательных. Какое количество  исходных чисел равно 0? 

141. Последовательность 
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142. В книге встретилось несколько дат, каждая записана шестью цифрами (сегодня, например, 15.07.07). Могло ли случиться, что каждая цифра от 0 до 9 встретилась одинаковое число раз?

143. Концы каждого из 51 отрезков расположены на двух противоположных сторонах прямоугольника и делят каждую на 50 равных частей (вершины прямоугольника — тоже концы отрезков). Докажите, что среди отрезков есть равные.

144. Точки K и L – проекции вершин А и С остроугольного треугольника АВС на биссектрису внешнего угла при вершине В. Точки Н и М – основания высоты и медианы, проведенных из вершины В. Докажите, что точки H, M, K и L лежат на одной окружности.
145. Таня задумала целое число от 1 до 100. Саша пытается его угадать. При его удаче Таня говорит: «Угадал!» Если не угадал, то Таня число меняет: делит на Сашино, если делится нацело, иначе умножает на Сашино число и прибавляет единицу (не сообщая ему ничего). Докажите, что Саша сможет угадать число, задуманное первоначально Таней.
Многочлены – 3
16 июля. 
Определение. Пусть К – некоторое множество, на котором определены бинарные операции умножения, сложения и вычитания.   Многочленом над множеством К, называется выражение вида P(x) = anxn +…+ a1x + a0, где n – целое неотрицательное число, a0, …, an – элементы множества K, an ( 0. Множество многочленов, коэффициенты которых принадлежат числовому множеству K, обозначается K[x].

1. Для многочленов x2+3x+1 и x3+2x2–2x+4 из Z5[x] найдите: а) их произведение; б) их сумму.

2. а) Найдите произведение многочленов 10x2+6x–11 и 6x3–7 из Z12[x]; б) Придумайте два многочлена третьей степени из Z12[x], произведение которых равно нулю, а все их коэффициенты ненулевые.

3. Сколько существует многочленов а) первой; б) второй; в) третей степени в 1) Z2[x]; 2) Z3[x]. 

Определение. Многочлен Р ненулевой степени называется приводимым в K[x], если он может быть разложен в произведение двух многочленов меньшей (но не нулевой) степени из K[x], и неприводимым в противном случае.

4. Покажите, что многочлен x4 +1 неприводим в Z[x] и приводим в R[x].

5. а) Покажите, что квадратный трехчлен с действительными коэффициентами с отрицательным дискриминантом неприводим в R[x]; 

б) Покажите, что любой многочлен степени выше первой с комплексными коэффициентами приводим в С[x]

в) Покажите, что любой многочлен из R[x] может быть разложен в произведение многочленов степени не выше второй из R[x].

6. Найдите все неприводимые многочлены второй степени в Z2[x]. 

7. Сколько существует неприводимых многочленов третьей степени в Z2[x]?

Во всех следующих задачах полагаем, что p – простое. 

8. Докажите, что: а) множество всех неприводимых многочленов в Zp[x] бесконечно. б) в Zp[x] существуют неприводимый многочлен сколь угодно высокой степени.

9. 
Постройте многочлен в Zp[x], который принимает значение 1 при x = 0 и а) значение 0 при x = x0, где x0 – элемент из Zp; б) значение 0 при  всех остальных x из Zp.

10. Постройте многочлен в Zp[x], который принимает значение 1 при x = a и значение 0 при всех остальных x из Zp.

11. Пусть ( – произвольная функция, сопоставляющая каждому элементу множества Zp  элемент того же множества. Тогда найдётся такой многочлен f( Zp[x], для которого при любом с ( Zp f(с)=((с). (Другими словами, на множестве Zp  не имеет смысла рассматривать никакие функции кроме многочленов!) 

Радикальная ось
16 июля
1. Прямая проходящая через X пересекает окружность ω в точках A и B. Докажите, что величина XA×XB не зависит от прямой. 

Определение. Степенью точки X относительно окружности ω с центром O и радиуса R называется величина OX 2-R2.

2. Прямая проходящая через X пересекает окружность ω в точках A и B. Докажите, что величина XA×XB равна модулю степени точки X относительно ω.

3. Каков знак степени точки в зависимости от её положения на плоскости?

4. Докажите, что для двух окружностей, ни одна из которых не лежит внутри другой, найдется точка М такая, что ее степени относительно этих двух окружностей равны.

5. Степени точки М относительно окружностей ω1 и ω2 равны. Прямая ℓ перпендикулярна линии центров этих окружностей и проходит через точку М. Докажите, что равны также и степени любой точки M(
[image: image206.wmf]Î

ℓ относительно ω1 и ω2.

6. Найдите геометрическое место таких точек, что их степень относительно данной окружности равна некоторой постоянной величине.

7. Пусть на плоскости даны две окружности, ни одна из которых не лежит внутри другой. Докажите, что множество точек, у которых степени относительно этих двух окружностей равны есть прямая.

Такая прямая называется радикальной осью двух окружностей.

8. Докажите, что середины четырёх общих касательных к двум непересекающимся окружностям лежат на одной прямой.

9. Постройте окружность, проходящую через две данные точки и касающуюся данной прямой.

10. (Теорема о трёх лепестках). Даны три пересекающихся окружности. Докажите, что общие хорды пар этих окружностей пересекаются в одной точке или параллельны.

11. Обобщите эту теорему на случай если окружности не пересекаются и дайте определение понятию радикальный центр трёх окружностей.

12. На сторонах BC и AC треугольника ABC выбраны точки A1 и B1 соответственно. Докажите, что прямая, проходящая через точки пересечения окружностей, построенных на отрезках AA1 и BB1 как на диаметрах, проходит через ортоцентр треугольника ABC.

13. Решите задачу 12 в предположении, что точки A1 и B1 выбраны не на сторонах, а на продолжениях соответствующих сторон.

14. Пусть продолжения сторон AB и CD четырёхугольника  ABCD пересекаются в точке P, а продолжения сторон BC и AD в точке Q. 

а) Докажите, что ортоцентры треугольников BPC, APD, ABQ и CDQ лежат на одной прямой.

б) (Прямая Гаусса) Докажите, что середины AC, BD и PQ лежат на одной прямой.

Алгоритм Евклида и основная теорема арифметики для многочленов.
17 июля. 
146. Найдите все корни многочлена (х – 1) (х – 3) (х – 5) = 0  в  Z8[x].
147. Покажите, что многочлен x2 +3x +2 имеет более одного разложения на неприводимые множители в Z6[x]. 

Далее мы будем рассматривать многочлены над множествами, где однозначно определено деление и нет делителей нуля.
148. Найдите все общие корни многочленов  х4 + 3х3 – х2 + 3х – 2 и х4 + 2х3 – 6х2 – х + 2
 в R[x]. 
Определение. Наибольшим общим делителем многочленов 
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. НОД двух многочленов определен с точностью до умножения на константу.

149. Многочлен 
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150. (Алгоритм Евклида) Для многочленов 
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Докажите, что многочлен 
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 делится на любой общий делитель многочленов 
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(то есть является их Наибольшим Общим Делителем).
151. Докажите равносильность двух определений НОД двух многочленов:

а) Общий делитель наибольшей возможной степени. 

б) Общий делитель, делящийся на все остальные общие делители. 

152. 
а) Пусть R(x) = НОД(P(x); Q(x)). Докажите, что существуют такие многочлены F(x)  и G(x), что F(x)P(x) + G(x)Q(x) = R(x); б) Пусть P(x) и H(x) – взаимнопросты. Докажите, что существуют такие многочлены F(x)  и G(x), что F(x)P(x) + G(x)H(x) = 1.

153. Докажите, что если P(x) взаимно прост с H(x) и P(x)Q(x) делится на H(x), то Q(x) делится на H(x).

154. (Основная теорема арифметики для многочленов) Если K замкнуто относительно четырех арифметических операций (сложение, умножение, вычитание, деление), то всякий многочлен из K[x] может быть разложен в произведение неприводимых в K[x] многочленов со старшим коэффициентом 1 и числа из K, причем такое разложение единственно с точностью до порядка сомножителей.



Комплексные числа в геометрии
19 июля
Договоримся через z обозначать комплексную координату точки Z.

155. Докажите, что квадрат длины отрезка AB равен 
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156. Пусть A и B – концы отрезка, разделённого точкой C в отношении p : q. Тогда 
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157. Выразите координаты точки пересечения медиан треугольника ABC через координаты его вершин a, b и с.

158. а) В единичную окружность вписан правильный треугольник ABC. Найдите суммы 
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б) Точка М лежит на окружности, описанной вокруг правильного треугольника ABC. Докажите, что величина 
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 не зависит от выбора точки M.

159. Пусть 
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, а A и B – две различные фиксированные точки комплексной плоскости. Дайте геометрическое описание множества всех точек Z, удовлетворяющих соотношениям: а) 
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160. a) Докажите, что уравнение 
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определяет прямую, содержащую хорду AB единичной окружности.

б) Докажите, что уравнение 
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 определяет касательную к единичной окружности в точке A.

в) Докажите, что основание перпендикуляра, опущенного из точки M на прямую, проходящую через точки A и B единичной окружности, находится по формуле: 
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г) Докажите, что хорды AB и CD единичной окружности параллельны тогда и только тогда, когда ab=cd.
161. Треугольник ABC вписан в окружность, P – основание высоты, опущенной из вершины A, точка Q лежит на окружности и AQ параллельна BC, M – точка пересечения медиан треугольника ABC. Докажите, что точки P, M и Q коллинеарны и 
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162. Теорема Симсона. Докажите, что ортогональные проекции точки на прямые, содержащие стороны треугольника, коллинеарны тогда и только тогда, когда точка принадлежит описанной около него окружности.

163. Задача Ньютона. Докажите, что в описанном около окружности четырёхугольнике середины диагоналей коллинеарны с центром окружности.

164. Три хорды окружности пересекаются в одной точке. Докажите, что три точки пересечения пар касательных к окружности, проведённых в концах этих хорд, коллинеарны.

Многочлены с целыми и рациональными коэффициентами
19 июля
165. Для многочлена 2x4 – 3x3 + 11x2 – x + 15 получено разложение на неприводимые в Q[x] следующего вида: 
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. Покажите, что этот многочлен можно разложить в Z[x].

Определение. Пусть P(x) ( Z[x]. Содержанием многочлена P(x) называется НОД коэффициентов многочлена P(x).
166.  Лемма Гаусса. Произведение многочленов с содержанием 1 является многочленом с содержанием 1.

167. 
Докажите, что а) всякий многочлен S(x) ( Q[x] можно представить в виде 
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(

)

(

x

P

l

k

x

S

=

, где 
[image: image245.wmf]Z

l

k

Î

,

, P(x) ( Z[x] и содержание P(x) равно 1; б) P(x) определен однозначно с точностью до знака.

168. Многочлен с целыми коэффициентами P(x) неприводим в Z[x] тогда и только тогда, когда он неприводим в Q[x].

169. (Основная теорема арифметики для многочленов в Z[x]) В Z[x] разложение на неприводимые множители однозначно с точностью до умножения на константу.

170. Дан многочлен P(x)=(х – а1)∙...∙(х – аn) – 1, где а1, ..., аn – различные целые числа. 

а) Пусть P(x) = H(x)Q(x), где H(x) и Q(x) многочлены с целыми коэффициентами. Покажите, что H(ai) и Q(ai) при всех i принимают значения 1 или -1.

б) Докажите, что P(x) неприводим в Q[x].

171.  (Критерий Эйзенштейна). Многочлен с целыми коэффициентами, у которого старший коэффициент не делится на простое число p, все остальные коэффициенты делятся, причем свободный член не делится на p2, не приводим  в Z[x].

172. Докажите, что многочлен 
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  не раскладывается на множители с целыми коэффициентами.

173. Произведение двух многочленов с целыми коэффициентами от переменной x есть многочлен с четными коэффициентами, не все из которых делятся на 4. Докажите, что в одном из многочленов-сомножителей все коэффициенты четные, а в другом – хотя бы один нечетный.

174. Докажите, что многочлен xn + a неприводим в Q[x], если a является произведением различных простых чисел.

175. Докажите с помощью критерия Эйзенштейна, что а) x4 + 1 б) x6 + x3 + 1 неприводим в Q[x]. (Указание: если P(x) приводим, то и P(x + 1) приводим).
176. Докажите, что многочлен
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 при простых p не раскладывается на множители с целыми коэффициентами.
177. Дан многочлен P(x) = (х – а1)2(х – а2)2 ... (х – аn)2 + 1 где а1,  а2, ..., аn – различные целые числа. Докажите, что P(x) неприводим в Q[x].

Аффинные преобразования плоскости

20 июля

Определение. Аффинным преобразованием называется преобразование плоскости, переводящее каждую прямую в прямую и сохраняющее простое отношение трех коллинеарных точек
.

Определение. Сжатием плоскости относительно оси l с коэффициентом k называется преобразование плоскости, при котором каждая точка M переходит в такую точку M(, что 
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 коллинеарен некоторому фиксированному вектору 
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 не параллелен прямой l), то сжатие называется косым
.
178. Докажите, что при аффинном преобразовании параллельные прямые переходят в параллельные.

179. Докажите, что косое сжатие к прямой является аффинным преобразованием. 

180.  (Основное свойство аффинных преобразований) Для любых двух треугольников на плоскости АВС и А1В1С1 найдётся единственное аффинное преобразование, переводящее  А в А1, В в В1, С в С1. (С помощью аффинного преобразования любой треугольник можно перевести в любой
.) 
181. Докажите, что существует аффинное преобразование переводящее: а) произвольную трапецию в равнобокую; б) любой параллелограмм в квадрат.

182. Известно, что в правильном пятиугольнике все диагонали точками пересечения делятся в золотом сечении. А существует ли неправильный пятиугольник с этим же свойством?

183. Прямая, параллельная стороне AC треугольника ABC, пересекает его стороны AB и BC в точках M и P. Докажите, что точка пересечения прямых MC и AP лежит на медиане треугольника ABC.

184. Докажите, что точка пересечения диагоналей трапеции, точка пересечения продолжений её боковых сторон и середины оснований лежат на одной прямой.
185. На основании AB треугольника ABC отложены равные отрезки AA( и BB(, и через точки A( и B( проведены прямые, параллельные сторонам BC и AC. Найти ГМТ точек пересечения этих прямых.
186. Точка M – середина основания AD трапеции ABCD. Через точку P пересечения прямых BM и AC проведена прямая, параллельная основаниям, которая пересекает диагональ BD в точке K. Докажите, что точки P и K делят отрезок прямой, осекаемый боковыми сторонами трапеции, на три равные части.
187. Точки А1, В1, С1 делят соответственно стороны ВС, СА и АВ треугольника АВС в одном и том же отношении. Доказать, что совпадают точки пересечении медиан треугольников АВС, А1В1С1 и треугольника с вершинами в точках пересечения прямых АА1, ВВ1, СС1.
188. В треугольнике ABC проведены чевианы AM и BN, которые пересекаются в точке O. Докажите, что середины отрезков CO, MN и AB лежат на одной прямой
.

Есть такая функция!
20 июля. 
189. Одна из вершин правильного n–угольника, вписанного в окружность с центром O, покрашена в красный цвет. Его поворачивают на угол (. После n таких поворотов оказалось, что красная точка побывала во всех вершинах многоугольника и вернулась в исходное положение. а) Найдите все возможные значения ( если n = 7; б) Найдите все возможные значения ( если n = 12; в) Сколько таких значений ( найдется для произвольного n?

Определение
Пусть z1, z2,…, zn-1, zn – все комплексные корни уравнения zn = 1 (корни n–ой степени из единицы). Корень zi называется первообразным корнем n–ой степени из единицы, если все z1, z2,…, zn-1, zn являются степенями zi.

190. Чему равно количество первообразных корней n–ой степени из единицы?

191. Сколько решений в Zm имеет уравнение a((m) =1? 
Определение
Число g называется первообразным корнем  по модулю m, если все 
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 являются различными степенями g (то есть все решения уравнения a((m) =1 в Zm могут быть получены в виде 
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192. Существует ли первообразный корень: а) в Z5; б) в Z9; в) в Z12 

193. Для каждого элемента из Z7 определите такое наименьшее d, что 
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Определение 
Число а принадлежит показателю d по модулю m, если  d – наименьшее натуральное число такое, что ad ≡ 1 (mod m)
194. Докажите, что g является первообразным корнем  по модулю m, тогда и только тогда, когда  g принадлежит показателю ((m).

195. Вспомните задачу 6 (усиление теоремы Эйлера) из листка Теорема Эйлера и докажите, что по модулю m не существует первообразного корня, если  в разложение числа m на простые множители входят: а) хотя бы два нечетных простых числа; б) нечетное простое число и степень двойки выше первой одновременно.

 Таким образом, претендентами на существование первообразного корня могут быть следующие модули: простые числа, удвоенные простые числа, степени простых чисел, удвоенные степени простых чисел
.
196. После k поворотов n–угольника из задачи 1 на угол ( красная точка впервые вернулась в исходное положение. При каких k это возможно? 

197. Назовем обходом последовательность поворотов на равные углы, последний из которых впервые возвращает красную точку на место. Длиной обхода назовем количество поворотов в нем.

а) Сколько всего существует различных обходов? 

б) Сколько обходов длины k существует в n–угольнике?

198. Коварно воспользуйтесь результатами задачи 9, и докажите еще раз, что любое натуральное число равно сумме значений функции Эйлера для всех его делителей?
 (Заодно и вспомните, когда и как мы это уже доказывали.)
199. Олег Юрьевич нашел все комплексные корни уравнения zn = 1, а у Татьяны Васильевны есть любимый первообразный корень уравнения zk = 1 (k < n). а) При каких k любимый корень Татьяны Васильевны совпадет с одним из корней, найденных Олегом Юрьевичем? 

б) Олег Юрьевич знает число k  и хочет угадать любимый корень Татьяны Васильевны. Сколько корней своего уравнения нужно ему перебрать, чтобы сделать это?
Аффинные преобразования плоскости-2
21 июля. 
200. Докажите, что при аффинном преобразовании сохраняется отношение площадей а) двух треугольников с параллельной стороной

б) двух произвольных треугольников

в) двух выпуклых многоугольников.

201. Из медиан треугольника построили новый треугольник. Найти отношение его площади к площади исходного треугольника.

202. В параллелограмме ABCD прямая, параллельная AB, пересекает сторону BC и диагональ AC соответственно в точках N и K. Докажите, что треугольники ADK и ABN равновелики.

203. На сторонах AB, BC, CA треугольника ABC взяты точки C1, А1, B1 соответственно такие, что AC1/AB = BA1/BC = CB1/CA = 1/3. Докажите, что площадь треугольника, образованного прямыми AА1, BB1, CC1 равна 1/7 площади ABC.

204. На сторонах AB, BC, CD, DA параллелограмма ABCD площади S взяты такие точки C1, D1, A1, B1, что BC1 = AB/3, CD1 = BC/3, DA1 = CD/3, AB1 = DA/3. Найдите площадь четырёхугольника, образованного прямыми AА1, BB1, CC1, DD1.
205. На сторонах AB, BC, AC треугольника ABC даны точки M, N, P и симметричные им относительно середин соответствующих сторон точки M(, N(, P(. Докажите, что треугольники MNP и M(N(P( равновелики.
206. На сторонах AB, BC, AC треугольника ABC даны точки M, N, P соответственно. Докажите, что если точки M1, N1, P1 – такие точки сторон AC, AB, BC, что MM1 || BC, NN1 || CA, PP1 || AB, то 
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207. Аффинное преобразование циклически меняет местами вершины треугольника АВС, т.е. переводит точку А в точку В, точку В в точку С, а точку С в точку А. Найти все неподвижные точки этого преобразования.
Теорема Гаусса
21 июля. 
208. Докажите, что если существует вычет a принадлежащий показателю λ по модулю m, то сравнению хλ ≡ 1 (mod m) удовлетворяют по крайней мере λ элементов 
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209. Пусть Рn(х) – многочлен степени n, со старшим коэффициентом равным 1. Докажите, что при простом р сравнению Рn(х) ≡ 1(mod p) удовлетворяет не более, чем n различных остатков (классов вычетов). (Не поможет ли вам задача 10 из листка «Алгоритм Евклида и основная теорема арифметики для многочленов»?)

210. (Следствие) Сравнению хλ ≡ 1 (mod p) удовлетворяют не более  λ элементов Zp.
211. Докажите, что если существует вычет a принадлежащий показателю λ по простому модулю р, то все решения сравнения хλ ≡ 1 (mod p) являются степенями a.
212. Докажите, что показателю λ принадлежит не более φ(λ) элементов Zp.

213. Докажите, что если х принадлежит показателю λ по модулю m, то λ – делитель φ(m).

214. Используя результат задачи 10 из листка Есть такая функция! докажите Теорему Гаусса: Пусть р – простое число , а  λ – делитель числа (р – 1). Тогда показателю λ принадлежит ровно φ(λ) элементов Zp.
215. (Следствие) Для каждого простого р существует φ(р – 1) первообразных корней. 
216. Пусть a принадлежит показателю d по модулю m. Докажите, что показатель, которому принадлежит a по модулю mk, не меньше d.
217. а) Докажите, что если нечетное число a является первообразным корнем по нечетному простому модулю p, то a также является первообразным корнем и по модулю 2p.
б) Докажите, что если  a – четное, то 
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в) Пусть p – нечетное простое число.  Докажите, что  pk
 при делении на 2p дает остаток равный p.

г) Пусть a – четное, а k  – наименьшее натуральное число, такое, что ak дает остаток p+1 по модулю 2p. Докажите, что a принадлежит показателю k по модулю p. 

д) Докажите, что если четное  a является первообразным корнем по простому модулю p, то (a + p) является первообразным корнем по модулю 2p.
Таким образом, мы доказали, что по простому модулю и по модулю, равному удвоенному простому числу всегда существует первообразный корень. 
218. Найдите все первообразные корни а) в Z13.; б) в Z14;

219. Докажите, что точный квадрат натурального числа не может быть первообразным корнем ни по какому нечетному простому модулю.

220. При каком наименьшем  m может существовать элемент 
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, принадлежащий: а) показателю 11
; б) показателю 21.
221. Докажите, что для любого простого р первые (р-1) натуральных чисел можно расставить по кругу так, чтобы для любых трех подряд идущих чисел a, b, c разность b2 – ac делилась на р.

222. Решите сравнение x4+x3+x2+x+1(0 (mod 2007). 

223. Найдите все такие простые числа p и q, что 2p+1 делится на q, а 2q+1   делится на p
. 

224. Найти все пары (p,q) простых чисел такие, что число 2p–1 делится на  q, и среди простых делителей числа q–1 имеются только числа 2, 3, 5 и 7. 

225. 2п+1 делится на п. Найдите наименьший простой делитель числа п.


226.  Найдите все целые неотрицательные числа a, b, c (c(0)  такие, что (cb –1) делится на (ca+1). 

Псевдопростые числа
22 июля. 
В истории математики бывали случаи, когда в течение многих лет и даже веков считались справедливыми утверждения, которые впоследствии удалось опровергнуть. Например, в течение почти двух тысяч лет на Востоке считалась верной следующая китайская гипотеза: Если 
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, то натуральное число n является простым. 

Определение Числа опровергающие китайскую гипотезу называются  псевдопростыми числами Ферма, или псевдопростыми по основанию 2.
 
227. Докажите, что 
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. (341 является наименьшим псевдопростым числом по основанию 2).

Определение Составное число n называется абсолютно псевдопростым, или числом Кармайкла, если для любого a, взаимно простого с n, выполнено сравнение 
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228. Докажите, что 561=3(11(17 и 41041=7(11(13(41 – абсолютно псевдопростые.

229. Если простое число p является делителем числа Кармайкла n, то 
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230. Докажите, что составное число n =
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 является числом Кармайкла тогда и только тогда, когда п –1 кратно каждому из чисел р1–1, р2–1, …, рk–1.
231. Докажите, что если 6k+1, 12k+1, 18k+1– простые числа, то их произведение – число Кармайкла.
232. Докажите, что любое число Кармайкла имеет не менее трёх различных простых делителей.
233. Пусть n делится на р2. Докажите, что если  а = 1 + n/p , то аn–1–1 не делится на n. Выведите отсюда, что числа Кармайкла свободны от квадратов. 

234. Докажите, что если п – составное число и 1п-1 + 2п-1+ …+ (п–1)п-1 ≡ 1 (mod n), то п – число Кармайкла.

Функциональные уравнения
22 июля. 
235. Про функцию f известно, что если x < y, то  f (x)  > f (y). Пусть a < b. Что больше
 
а) f ( f (a)) или f ( f (b))?
 
б) f ( f ( f ( f ( f (a))))) или f ( f ( f ( f ( f (b)))))? 

236. Функция f(f(x)) всюду положительна. Можно ли утверждать, что f(x) всюду положительна?

237. Функция f такова, что для  любых x и y выполняется равенство f (x + y) = f (x) + f (y). Известно, что f (5)=1. Найдите
 
а) f (100); 
б) f (1); 
в) f (1/2); 
г) f (2/3).

238. Функция f такова, что для любых положительных x и y выполняется равенство f (x · y) = f  (x) + f (y). Найдите f (2007) , если f (
[image: image264.wmf]1

2007

) = 1 
.

239. Функция f для любых действительных чисел x, y удовлетворяет равенству: f (x+y)=f (x) + f (y) + 80xy. Известно, что f (1/4)=2. Найдите 

а) f (1/2);
б) f (1); 
в) f (2/3). 

240. Найдите все функции f такие, что для любых x и y выполняется равенство: 
f (x – y)  = f (x) + f (y) – 2xy.
 

241. Функция f (x) при каждом значении x удовлетворяет равенству 
     f (x) + (x + 1/2) · f (1 − x) = 1 

а) Найдите f (0) и f (1), б) f (13).

242. На R задана бинарная операция *, которая для любых  x, y, z(R удовлетворяет соотношениям: 
1) x*x=0, 
2) x*(y*z)=(x*y) + z. 
а) Найдите 2007*2006
 б) выразите * через обычные операции на R (сложение, умножение, вычитание, деление)

243. Найдите все функции f(x), удовлетворяющие соотношению xf(y)+yf(x)=(x+y)f(x)f(y) при любых действительных x, y
. 
244. Найдите все функции f(x), удовлетворяющие соотношению
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СОРЕВНОВАНИЯ.
Вступительный тест
03 июля. 
245. Сколько общих точек могут иметь графики двух квадратных трехчленов? Укажите все варианты.

246. Число а  при делении на 12 дает остаток 7. Какой остаток может давать это число при делении: а) на 6; б) на 4; в) на 18; г) на 24; д) на 7.

247. Что может являться композицией двух осевых симметрий?

248. Что может являться  композицией осевой симметрии и поворота? 

249. Найдите количество способов выбрать 4 дежурных из 15 человек. 

250. Найдите количество способов разбить 18 человек на тройки.

251. Придумайте систему уравнений, решениями которой были бы следующие пары и только они:  x = 3,  y = 5;     x = 5,  y = 3.

252. Расположите в порядке возрастания числа A, B и C, если 
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253. Вычислите: а) (1+2i)2;  б) (3+i)/(1+i).

254. Укажите хотя бы один простой делитель числа (36! + 1). Почему Вы выбрали именно это число?

255. Дано натуральное число х. Какой остаток может давать при делении на 101 а) число x100 ; б) число x50?
256. Точка М лежит на отрезке AB. Известно, что AM = 2BM. О – произвольная точка. Выразите вектор 
[image: image267.wmf]OM

 через векторы 
[image: image268.wmf]OA

 и 
[image: image269.wmf]OB

.

257. а) Два треугольника называются сильно похожими, если два угла одного треугольника равны двум углам другого. Является ли сильная похожесть отношением эквивалентности? 
б) Два треугольника называются похожими, если один из углов одного треугольника равен одному из углов другого. Является ли похожесть отношением эквивалентности?
Вступительная олимпиада
04 июля. 
258. Докажите, что замкнутая несамопересекающаяся восьмизвенная ломаная, вершины которой совпадают с вершинами куба, содержит одно из ребер этого куба.

259. Решите систему уравнений 
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260. У Того-Кого-Нельзя-Называть есть kn волшебных палочек, из которых он  сложил k волшебных n-угольников. Докажите, что если  n < k, то Тот-Кого-Нельзя-Называть сможет сложить из этих палочек  n волшебных k-угольников.

261. На окружности расположены точки A, B и C так, что дуга AB меньше дуги BC. Точка M расположена на середине дуги ABC. Докажите, что основание перпендикуляра, опущенного из точки  M  на  отрезок BC делит ломаную ABC на две равные по длине части. 

262. Камни лежат в трёх кучках: в одной – 51 камень,  в другой – 49 камней, а в третьей – 5 камней. Разрешается объединять любые кучки в одну, а также разделять кучку из чётного количества камней на две равные. Можно ли получить 105 кучек по одному камню в каждой?

263. Докажите неравенство 
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, где  a, b и c – неотрицательные числа, причём  abc = 1. 

Перестрелка
7 июля. 
	1. На доске написано число 1. За один ход разрешается написать на доске либо число в два раза большее любого уже имеющегося на доске числа, либо сумму любых двух имеющихся  чисел. За какое наименьшее количество ходов можно получить число 54?  
	2. [image: image288.wmf]a

Из неповторяющихся костяшек домино сложена фигура, часть которой закрыта салфеткой. Костяшки прикладываются друг к другу так: пустая клетка – к пустой, клетка с одной точкой – к клетке с одной точкой, и т. д. Сколько точек в заштрихованной клетке?


	3. Назовем число «удивительным», если оно равно произведению всех своих делителей (кроме самого числа). Первое удивительное число – 6. Найти пятнадцатое «удивительное» число. 


	4. Точка М, лежащая внутри равностороннего треугольника, удалена от его сторон на 1 см, 2 см и 2 см. Найдите площадь треугольника.


	5. Найти два числа, сумма, произведение и частное которых равны между собой. 


	6. Двое играют в такую игру. За один ход из написанного на доске натурального числа k можно вычесть любой его делитель и записать вместо k полученную разность. Проигрывает игрок, получивший 1 или 0. Укажите все начальные значения k>1, при которых второй игрок может выиграть независимо от того, как играет первый.



	7.   Спортсмены бегут колонной длины 50м с одинаковыми скоростями V=20км/ч. Навстречу им бежит тренер со скоростью  5 км/ч. спортсмен, поравнявшийся с тренером, мгновенно разворачивается и бежит обратно с прежней скоростью. Какова будет длина колонны, когда все спортсмены развернутся?  


	8. Сколько существует прямоугольных треугольников, длины сторон которых  – целые числа, а длина одной из сторон равна  15?


	9. Какое наименьшее натуральное число имеет более 12 натуральных делителей?. 
	10. Найдите наибольшее натуральное число, на которое выражение 
n(n2-49)(n2+49) делится при любом натуральном n.

	11. В трапеции ABCD (AD((BC) Найдите площадь трапеции. 
в два раза меньше угла ACB. ВС = АС = 5. AD = 6. угол ADB 

   


	12. Решить неравенство: {x} > [x]. ([x] – наибольшее целое число, не превосходящее x;  {x} = x – [x])


	13. Сколько простых чисел может быть среди  12 последовательных натуральных чисел? Укажите все варианты.
	14. Периметр прямоугольника численно равен его площади. Найти размеры прямоугольника, если длины его сторон выражены целыми числами.  



	15. На Луне ходят монеты достоинствами только в 1, 15 и 50 фартингов. Незнайка отдал за покупку несколько монет и получил на сдачу на одну монету больше. Какую наименьшую сумму могла стоить покупка? 


	16.  Найдите все четырехзначные простые числа, цифры которых образуют арифметическую прогрессию. 

	17.  Решите неравенство:            
X (  X –1  (  X2.




	18.  Доска 8(8 разбита на доминошки 1(2. Сколько доминошек могут при этом оказаться лежащими строго ниже главной диагонали (идущей из нижнего левого в правый верхний угол)?

	19.  Исправьте одно слово в условии задачи, чтобы она стала разрешимой: «Сторона правильного пятиугольника а = 10см, а радиус вписанной в него окружности r = 5см. Определите радиус его описанной окружности.»
	20. В ряд без запятых пишутся числа 12345678910111213…N (пока не будут выписаны все натуральные числа от 1 до N по разу). При каком наименьшем N в таком ряду встретится кусок 999 ? 


ОТВЕТЫ  (старшие)
1) 8 ходов

2) 3.

3) 46          (6, 8, 10, 14, 15, 21, 22, 26, 27, 33, 34, 35, 38, 39, 46).
4) 
[image: image272.wmf]25/3


5) 0,5 и – 1

6) 2 и нечетные числа, начиная с 5

7) (30м)
8) 5
9) 120
10) 30
11) 22
12) x < 0,  0 < x < 1    (x < 1,  x ( 0)

13) от 0 до 6
14) 4
[image: image273.wmf]´

4 или 3
[image: image274.wmf]´

6
15) 6 фартингов
16) 4567.
17) X ( –1  и  X = 1
18) 12 доминошек
19) «пятиугольник»  надо заменить на «четырёхугольник»
20) 900
Межгрупповой матбой (АБВ)
12 июля. 
264. Решите в целых числах уравнение: x3 = y3+2y2+1.
265. Докажите, что при 
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266. По четырем одинаковым окружностям с центрами в вершинах квадрата с постоянными равными скоростями бегают спортсмены, не переходя с окружности на окружность. Из любых трех спортсменов хотя бы двое иногда встречаются. Каково наибольшее возможное число спортсменов? (Спортсмены встречаются, если они бегут по одной окружности в противоположных направлениях или если они бегут по разным окружностям, но одновременно оказываются в точках касания окружностей.) 

267. Есть куча монет. Известно, что настоящих среди них больше, чем фальшивых, все настоящие монеты весят одинаково. Любая фальшивая монета отличается по весу от настоящей, но фальшивые монеты могут иметь разный вес. Мы можем пользоваться чашечными весами, владелец которых после каждого взвешивания забирает себе (в качестве нашей платы) любую выбранную им монету из взвешенных. Докажите, что можно выделить  хотя бы одну настоящую монету, которая останется у нас.

268. Король обошел шахматную доску 8(8, побывав на каждом поле ровно один раз и вернувшись последним ходом на исходное поле (король ходит по обычным правилам). Когда нарисовали его путь, соединив отрезками центры полей, которые он последовательно проходил, то получилась замкнутая ломаная без самопересечений. Какую наибольшую длину может иметь путь короля, если длина стороны клетки равна 1?

269. [image: image289.wmf]a
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Через точку пересечения внешних касательных к двум окружностям проведена секущая CD и касательная AB, как показано на рисунке. Лучи AE и BD пересекают окружность, проведенную через точки A, B и C, в точках M и N. Докажите, что прямые CD и MN параллельны.

270. В игре «Последний людоед» на необитаемый остров высаживают 16 участников. Каждый из людоедов считает некоторых своих конкурентов вкусными, а других невкусными,  и не меняет своего мнения. (Сам себя людоед считает невкусным). Каждое утро проводится голосование: каждый участник пишет список вкусных, по его мнению, обитателей   острова, и тех участников игры, которые признаны вкусными не менее, чем половиной людоедов, съедают. Докажите, что на девятый день никого не съедят.

271. Длина каждой из сторон выпуклого четырехугольника – целое число, являющееся делителем периметра этого четырехугольника.  Докажите, что по крайней мере две стороны четырехугольника равны.
МАТБОЙ обычных групп 8-9. 17 июля.

272. Какое наибольшее количество отрезков можно расположить на прямой так, чтобы среди любых трех из них были два отрезка, имеющие общую точку, а никакие четыре отрезка общей точки не имели? (Отрезки включают концы.) 

273. Клетки некоторой прямоугольной доски раскрашены в шахматном порядке. В каждой из них записано некоторое целое число. Известно, что в каждой строке сумма чисел четна и в каждом столбце сумма чисел четна. Докажите, что сумма всех чисел в черных клетках четна.

274. Докажите, что натуральное число n можно представить в виде n=4k+1 тогда и только тогда, когда существует n нечетных натуральных чисел, сумма которых равна их произведению.

275. Для любых двух городов некоторой страны существует ровно два города, с которыми они соединены дорогами. Может ли в этой стране быть 1001 дорога?

276. Действительные числа x, y, z удовлетворяют равенствам x + y + z = 6 и xy + yz + zx = 9. Докажите, что числа x,  y,  z принадлежат отрезку [0; 4].

277. Окружность, вписанная в равнобедренный треугольник, касается его основания в точке D, а боковых сторон – в точках E и F. Прямая, проходящая через точку E параллельно прямой DF, повторно пересекает вписанную окружность в точке P. Докажите, что точка P лежит на средней линии треугольника.

278. Решите уравнение в натуральных числах 
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279. BM – медиана треугольника ABC. Прямая, проходящая через точку M, пересекает прямые AB и BC в точках K и L. S – проекция точки M на прямую, проходящую через A параллельно BM. Прямая KS пересекает прямую BM в точке T. Докажите, что TM – биссектриса угла KTL.

Математический бой №1 (9-10) 

17 июля.
На съезде учителей математики делегаты сидели в 50 рядов по 100 человек (расположенных в виде прямоугольника). Ни у одного из делегатов нет в карманах долларов и рублей одновременно. Каждый делегат выяснил, что у всех его соседей справа, слева, спереди и сзади в сумме столько же рублей, сколько и долларов. Докажите, что у каждого делегата в карманах нет ни долларов, ни рублей.

Докажите, что для любых положительных чисел х и y справедливо неравенство   

.
Вершины треугольника  ABC расположены в узлах целочисленной сетки. Известно, что не существует треугольника, подобного данному, вершины которого также лежали бы в узлах сетки. Докажите, что центр описанной окружности треугольника  ABC  не может совпасть с одним из узлов сетки.
Дана функция f(x) = |4–4|x||–2. Сколько решений имеет уравнение
 f(f(x)) = x?

Найдите все такие пары простых чисел  p  и  q , что p3​​ – q5=(p + q)2.
В треугольнике ABC ( AB>BC ) K и M – середины сторон AB и AC, O – точка пересечения биссектрис. Пусть P – точка пересечения прямых KM и CO, а точка Q такова, что QP(KM и QM||BO. Докажите, что QO(AC.
На прямой через равные промежутки отмечены 2843546 точек. Петя раскрашивает половину из них в красный цвет, а остальные  – в синий. Затем Вася разбивает их на пары “красная” – “синяя” так, чтобы сумма расстояний между точками в парах была максимальной. Докажите, что этот максимум не зависит от того, какую раскраску сделал Петя.

Докажите, что каждое натуральное число является разностью двух натуральных чисел, имеющих одинаковое количество простых делителей. (Каждый простой делитель учитывается 1 раз, например, число 12 имеет два простых делителя: 2 и 3.)

Математический бой №2  (9-10)

17 июля.
280. В городе Ланинграде n площадей и m улиц (m ( n + 1). Каждая улица соединяет две площади и не проходит через другие площади. По существующей в городе традиции улица может быть вымощена либо костями, либо черепами лмшат.  Ежедневно в городе высвобождается некоторое количество черепов и костей и их используют для замены вида покрытия на всех улицах, выходящих из одной площади. Докажите, что в начале можно замостить улицы так, чтобы заменяя покрытия описанным образом нельзя добиться того, чтобы все улицы были замощены одинаково.

Куб со стороной n (n > 3) разбит перегородками на единичные кубики. Какое минимальное число перегородок между единичными кубиками нужно удалить, чтобы из каждого кубика можно было добраться до границы куба?

Окружности S1 и S2 пересекаются в точках M и N. Через точку A окружности S1 проведены прямые AM и AN, пересекающие S2 в точках B и C, а через точку D окружности S2 –прямые DM и DN, пересекающие S1 в точках E и F, причём A, E, F лежат по одну сторону от прямой MN, а D, B, C – по другую. Докажите, что если AB=DE, то точки A, F, C и D лежат на одной окружности, положение центра которой не зависит от выбора точек A и D.
В первые 1999 ячеек компьютера в указанном порядке записаны числа: 1, 2, 4, …, 21998. Два программиста по очереди уменьшают за один и тот же ход на единицу числа в пяти различных ячейках. Если в одной из ячеек появляется отрицательное число, то компьютер ломается и сломавший его оплачивает ремонт. Кто из программистов может гарантировать себя от финансовых потерь независимо от ходов партнёра и как он должен для этого действовать?
Все клетки клетчатой плоскости окрашены в 5 цветов так, что в любой фигуре вида 
[image: image280.wmf]все цвета различны. Докажите, что и в любой фигуре вида
[image: image281.wmf] все цвета различны.

Решите уравнение: {(x+1)3} = x3 , где {d} — дробная часть числа d.  
Рассматриваются 2007 чисел: 11, 101, 1001, … Докажите, что среди этих чисел не менее 99% составных.

Внутри прямого угла KLM взята точка Р. Окружность S1 с центром О1 касается сторон LK и LP угла KLP в точках A и D соответственно, а окружность S2 такого же радиуса центром О2​  касается сторон угла MLP, причем стороны LP в точке В. Оказалось, что точка О1 лежит на отрезке АВ. Пусть С – точка пересечения прямых O2D и LK. Докажите, что ВС – биссектриса угла ABD.

Математический бой №3 (9-10)

17 июля.
1. Квадратный трехчлен f(x) разрешается заменить на один из трехчленов 
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. Можно ли с помощью таких операций из квадратного трехчлена x2 + 4x + 3 получить трехчлен x2 + 10x + 9?

2. Две окружности пересекаются в точках P и Q. Прямая пересекает эти окружности в точках A, B, C, D (точки лежат на прямой именно в таком порядке по одной точке на каждой дуге PQ). Докажите, что (APB=(CQD.

3. Фирме требуется, чтобы каждый день на работу выходило не менее десяти сотрудников. Каждый сотрудник желает иметь не менее двух выходных дней в неделю. Каким наименьшим числом сотрудников может обойтись фирма?
4. Имеется квадрат клетчатой бумаги размером 102(102 клеток и связная фигура неизвестной формы, состоящая из 101 клетки. Какое наибольшее число таких фигур можно с гарантией вырезать из этого квадрата? Фигура, составленная из клеток, называется связной, если любые две её клетки можно соединить цепочкой её клеток, в которой любые две соседние клетки имеют общую сторону.

5. Существует ли выпуклый пятиугольник ABCDE, у которого все углы ABD, BCE, CDA, DEB, EAC – тупые? Пятиугольник называется выпуклым, если все его внутренние углы меньше 180(.
6. У натурального числа n ровно шесть делителей. Их сумма равна 3500. Найдите все такие числа n.

7. В классе 33 человека. У каждого ученика спросили, сколько у него в классе тёзок и сколько однофамильцев (включая родственников). Оказалось, что среди названных чисел встретились все целые от 0 до 10 включительно. Докажите, что в классе есть два ученика с одинаковыми именем и фамилией.
8. Обозначим S(x) сумму цифр числа х. Найдутся ли три таких натуральных числа a, b и с что S(a+b)<5, S(a+c)<5, и S(b+c)<5, но S(a+b+c)>50.
Математический бой №4  (9-10)

17 июля.
1. Пусть f(x)=x2+ax+bcos(x). Найдите все значения параметров a и b, при которых уравнения f(x)=0 и f(f(x))=0 имеют совпадающие непустые множества корней.

2. Докажите, что в арифметической прогрессии с первым членом 1 и разностью 729 встретится бесконечное количество степеней десятки.

3. Найдите все такие натуральные n, что при некоторых взаимно простых х и у и натуральном k>1 выполняется равенство 3n = xk + yk. 

4. Среди 2000 внешне неразличимых шариков половина – алюминиевые массой 10г, а остальные – дюралевые массой 9,9г. Требуется выделить две кучки шариков так, чтобы массы кучек были различны, а число шариков в них – одинаково. Каким наименьшим числом взвешиваний на чашечных весах без гирь это можно сделать?

5. На стороне АВ равнобедренного треугольника АВС (АВ=ВС) выбрана произвольная точка D, и вокруг треугольников АDС и BDC описаны окружности (1 и (2 соответственно. Касательная, проведенная к (1 в точке D, пересекает (2 второй раз в точке М. Докажите, что прямые ВМ и АС параллельны.

6. В треугольнике ABC взята точка О такая, что (COA=(B+60(, (COB=(A+60(, (AOB=(C+60(. Докажите, что если из отрезков АО, ВО, СО можно составить треугольник, то из высот треугольника АВС тоже можно составить треугольник и эти треугольники подобны.

7. Есть две колоды, из 36 карт каждая. Первую перетасовали и положили на вторую. Затем для каждой карты  первой  колоды  посчитали  количество карт между ней и такой же картой второй колоды (то  есть  сколько  карт между семерками червей, между дамами пик и т.д.). Чему равна  сумма  36 полученных чисел?
8. Про положительные числа a, b, c известно, что 1/a + 1/b + 1/c = 1. Докажите, что  
[image: image284.wmf]c
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Заключительная олимпиада
23 июля. 
Довывод

281. Следователь Ларин точно знает, что два преступника, укравших лавочку от подъезда, находятся в числе 10 подозреваемых. На опознании пенсионерка Р. Семина рассматривает фотографии трех подозреваемых и указывает на одного из них. Известно, что пенсионерка не может указать на невиновного человека, если среди трех предъявленных фотографий есть фотография преступника. Как за шесть сеансов выявить обоих преступников?

282. Решите в вещественных числах систему уравнений: 
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283. Точка Р внутри треугольника АВС такова, что угол РВА равен углу РСА и втрое меньше суммы углов В и С треугольника. Докажите, что 
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284. Королевство Квадрандия 1000(1000 км распалась на отдельные прямоугольные княжества 100(200 км. Каждые два княжества с общим участком границы ненулевой длины строят на ней общую таможню. Каково наибольшее возможное число таможен? 

285. Докажите, что при любом натуральном n выполняется неравенство 
[image: image287.wmf]2
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Вывод
286. Натуральные числа х и у таковы, что 3х2 + х = 8у2 + 2у. Докажите, что (4y + 2x + 1) – квадрат натурального числа
.

287. Тот-Кого-Нельзя-Называть зачем-то покрасил каждую точку окружности в один из n цветов. Докажите, что существует вписанная в эту окружность трапеция, все вершины которой одного цвета.

288. Докажите, что среди любых 50 человек найдутся двое, у которых число общих знакомых среди этих 50 человек чётно.

Послевывод
289. В k-круговом шахматном блицтурнире приняли участие n шахматистов. В итоговой таблице никакие два участника не набрали поровну очков. На торжественном закрытии турнира участник, занявший последнее место, заметил, что, если бы очки начислялись так же как в футболе, он занял бы не последнее, а первое место. Более того, при подсчете очков по футбольным правилам, никакие два участника по-прежнему не имели бы поровну очков, но при этом выстроились бы в итоговой таблице в обратном порядке.  При каком наименьшем k возможна описанная ситуация? (В футболе за победу дают три очка,  за ничью одно очко. В шахматах за победу дают одно очко, за ничью ½ очка.)
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�Нет


�Надо их сложить


�Начало второго часа.  Задачи 9-10-13 на общее обсуждение. В 13 решение вырастает из попытки построить контрпример.


�Эту задачу надо разобрать!!! Пригодится для дамы с собачкой.


�Этот идиот


�поворот на 45( вокруг А, потом на 45( вокруг В – центр. симметрия относит. середины одной из диагонали, которая в свою очередь должна быть вершиной прямоугольного равнобедренного треугольника с гипотенузой АВ. Аналогично с точками Си Е.


�Теорема Безу и следствие – начало 2 часа (проговариваем у доски)


�Разбирается у доски.


�Хотим сказать:


прямая переходит в прямую, окружность – в окружность;


сохраняются углы между прямыми;


прямая переходит в параллельную ей прямую.


 Если преобразование плоскости каждый вектор � EMBED Equation.3  ��� переводит в вектор � EMBED Equation.3  ��� (k – постоянное число и не равно 1), то это гомотетия�.


 О композиции � EMBED Equation.3  ���?


 Верно ли равенство � EMBED Equation.3  ���?





�Задача, которую будем разбирать.


�Найдите модуль и аргумент чисел и их произведения:


а) � EMBED Equation.3  ���;


б) zi, если |z| = h, arg z = φ.





�Тут же говорим о том, что «привычную» форму записи называют  алгебраической


�Это задача с предыдущего листка, кушаем вкусные плоды Муавра Скорей бы ужин =).


� то есть можно установить взаимнооднозачное соответствие между множеством наборов чисел  (r1, r2, …, rn) и  множеством всех чисел, лежащих на отрезке от 1 до m=m1m2…mn 





�Не даем решать, сразу проговариваем, что на промежутке от 1 до 35 такое число ровно одно, а все остальные будут давать такие же остатки при делении на 35 


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  ��См. просто полезную теорему


�у всех этих чисел одинаковые остатки при делении на d, а значит разные остатки при делении n 


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  ��Цикличность начиная с какого-то момента ( когда все прогрессии уже начались)  , значит и до начала прогрессий тоже.


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  ��  А) Рассмотрим две прогрессии с взаимно простыми разностями  m и n.  Пусть А1 и А2  (А1 >А2)– первые члены  этих прогрессий. Тогда среди членов второй прогрессии  на отрезке [A1;A1+ mn] встретятся все остатки при делении на m, а значит и нулевой. Таким образом, две такие прогрессии всегда пересекаются.   


�Можно


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  ��Начинаем с единицы. На каждом следующем шаге либо ставим наименьшее не использованное число А, либо такое число, чтобы сумма n первых делилась на n  и была сравнима с  (n+1–А) по модулю (n+1). Тогда А можно ставить на следующее место.   


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  ��Пусть Е =  1/(113×137). Кусков размера Е, 2Е, 3Е, …112Е будет по 2. (Китайская т. об остатках)  Кусков размера 1/137 будет 137 – 112 = 25   (Текст печатается в данной редакции с разрешения В.В. Сидорова)


�Доказать, что равны дуги BAP1 и BP2


�Опишем около пятиугольников окружности и воспользуемся задачей 3


�Поворотная гомотетия относительно пересечения боковых сторон


�Поворотная гомотетия относительно H ((MBH в (BHC). Пусть коэффициент равен k, тогда BC=kMB и BN перейдет в CD. Значит, угол NHD равен 90(


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  ��является


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  ��а)единица; бесконечное количество; б)один, два, три, бесконечное.  


�Не бинарная операция


�Когда прогрессия проходит через единицу.


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  �� φ(n)/2 .  Если а – взаимнопросто с n, то и (n – a) – тоже.


�Ну вот просто выписать и посчитать


�Получается сразу из формулы  в виде m(1-1/p1)...(1-1/pn) 


�Индукция по k используя  формулу из задачи 6 . 


�Обращаем внимание на то, что разделить на z – это то же самое, что умножить на z сопряженное, если модуль равен 1


�Поскольку столовая имеет координаты (0,0), то еды там нет.


�Мы хотим изучать свойства функции, а не нашей системы координат.


�Если это не было сделано раньше, то поговорить об операциях в � EMBED Equation.3  ���, как операциях над ящиками, в которые были разложены числа. Вычет (ящик) задается любым своим представителем.


�Рассмотреть теорему Эйлера для каждого из чисел pki


�1, a,a2,...,an-1 входят в приведенную систему вычетов и образуют подгруппу. Соответственно n – делитель порядка группы.  


�Остаток, который дает xn при делении на m зависит только от остатка от деления  xn-1 на φ(m). Так как φ(m) меньше m, то если остатки по всем модулям меньшим данного уже стабилизировались, то на следующем шаге стабилизируется и остаток по m.


�На самом деле, мы доказываем, что функция из C в R  «модуль многочлена» не может иметь локальных минимумов отличных от 0. Сначала проговорить с детьми идею доказательства:


Ограничиваем рассмотрение областью, где могут находиться корни. Поговорить про функцию 1/x, когда минимума нет . 


Находим точку, в которой  модуль принимает наименьшее значение модуля в этой области (поднимаем плоскость, параллельную плоскости  z,  до ее касания с поверхностью P(z).


 Находим направление, двигаясь в котором, мы уменьшим модуль (Противоречие) .


Чтобы нам было удобнее это сделать, выполняем набор преобразований системы координат. То есть наша поверхность висит над плоскостью z. Набор преобразований сводится к смещению начала координат в плоскости z, и изменению масштаба по разным осям. 


�В этом месте поговорить о способе понимать многочлены: как формальные записи, над которыми определены операции. При этом многочлен задает на К некоторую функцию, которых конечное число. Различные многочлены могут совпадать как функции.


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  ��В частности все многочлены первой степени – неприводимые.Проговорить аналогию между неприводимыми многочленами и простыми числами.


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  ��x2+1 = (x+1)2 


�Пусть есть только конечный набор неприводимых многочленов. Перемножим их все и прибавим 1. Полученный  многочлен не делится ни на один из  нашего набора. 


�Разбираем применение алгоритма Евклида к нахождению НОД.


� Ма определяем общий делитель с точностью до умножения и деления на константу. Если в К деление неопределено, то наше определение неоднозначно. То есть деление на константу неоднозначно.


�Конец первого часа


�вспоминаем формулу для расстояния мужде двумя точками. Еще как пригодится!


�впервые возникает уравнение единичной окружности. Какое оно классное! 


�конец первого часа


�предполагается, что эту задачу обязательно разбираем, после чего выкладки в двух последующих задачах их не напугают


�Интересно доказательство достаточности. Его следует проговорить.


�новое в этой задаче --- как использовать наличие пересечения трех хорд в одной точке


�Нарисовать диаграмму произведений коэффициентов. Рассмотреть старшие коэффициенты каждого из многочленов, которые не делятся на данное простое p. Рассмотрим тот коэффициент,  куда войдет их произведение. 


�Еще раз та же идея, что и  в лемме Гаусса


�Определение простого отношения трех точек.


Преобразование плоскости взаимно-односзначное. Поэтому здесь параллельные прямые переходят в параллельные, пересекающиеся – в пересекающиеся. Отрезок переходит в отрезок


�Отметим, что здесь вектор а не может быть параллелен прямой l


�Доказываем с помощью композиции косых сжатий


�Применяем АП таким образом, чтобы чевианы стали высотами.  Получаем вписанные четырехугольники. Далее пользуемся таким фактом: серединный перпендикуляр к хорде проходит через центр окружности.


�На словах просили передать, что он первообразный потому, что порождает все остальные.


�Однако мы пока еще ничего не гарантируем 


�Смотри листок про функцию Эйлера


�23, 43


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  ��По условию x5(1 mod 2003, значит показатель d, к которому x принадлежит по mod 2003, является делителем 5. Поскольку он еще и делитель 2003–1=2002, то d=1. Значит, x(1 (mod 2003), что не является решением нашего сравнения. Ответ: нет решений.


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  ��Пусть p(q.  Пусть 2 принадлежит показателю d по модулю q. Тогда d|2p, но не  d|p. Поэтому d=2 или d=2p. Если d=2, то 22–1 делится на q, так что q=3, тогда p=3.  Если d=2p. d|q–1, так что 2p | q–1. Аналогично 2p | q–1. Противоречие с  p(q.


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  ��Если d — показатель, к которому 2 принадлежит по mod q, то q–1 и p  делятся на d.  Поскольку  d не равно 1, то d=p. Значит, d=p=2,3,5 или 7. Все сводится к простому перебору этих четырех вариантов для p.


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  ��Пусть р – наименьший простой делитель. Так как 22n ≡ 1 (mod p), то показатель d, которому принадлежит 2 по модулю р делит 2n. Но у n нет делителей меньше р, а   d < p. Значит d равно 2 , а  р = 3.


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  ��Возьмем первообразный корень и расставим остатки по возрастанию его степеней 


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  ��Поскольку ca( –1 (mod ca+1) и cb( 1 (mod ca+1), то, поделив b на a с остатком, b=aq+r, получаем, что


cr( (–1)q.  Значит, cr+1 или  cr–1 делится на ca+1. Но r<a, так что оба эти числа меньше ca+1. Следовательно, q четно, и cr–1=0, т.е. c=1 или r=0. Ответ : c=1, a,b — любые; с — любое, b делится на 2a.


�Вспомнить, что для простого n  � EMBED Equation.3  ���действительно  всегда делится на n�, и называется это малой теоремой Ферма.


�Аналогично тому, как это сделано выше, можно определить псевдопростые числа по любому простому основанию. Однако существует еще более интересный числовой объект – числа, являющиеся псевдопростыми по всем натуральным основаниям, для которых это возможно.


�Вспомнить, что по простому модулю всегда есть элемент принадлежащий показателю p-1


�Раскрыть бином Ньютона


�f(1)=f(1∙1)=f(1)+f(1) => f(1)=0. f(1)=f(2007*1/2007) => f(2007)=f(1) – f(� EMBED Equation.DSMT4  ���) = -1


�f(0) =2f(0) => f(0)=0.  f(x-x)=2f(x)-2x2. Откуда f(x)=x2


�f(0)+(1/2)∙f(1)=1


f(1)+(3/2) ∙f(0)=1


=>


f(0)-(3/4)f(0)=1/2


f(0)=2


f(1)=-2


Аналогично


f (x) + (x + 1/2) · f (1 − x) = 1 


f (1 – x) + (1 – x + 1/2) · f (x) = 1 


=>


f(x) – (1/2+x)(3/2–x)f(x)=1–(1/2+x)


f(x)=1/(1/2–x) 


в частности, f(13)= –2/25


�x*y+y=x*(y*y)=x*0 Т.о. x*y=x*0–y. x*0=x*(x*x)=(x*x)+x=0+x=x


И, значит, x*y=x-y.


�Ответ: либо f(y)=1 при всех y<> 0, а f(0) - любое; 


либо f(y)=0 при всех y.


Нужно  рассмотреть x=0 и произвольное y, а затем x=y=1.


�Колм 2000 1 тур высш. Лига Младшая группа


�№101 1996 11класс 5 задача


�10nк+1 делится на  10к+1 при нечетном к, а степеней двойки мало.


� Для трех первых сеансов  разобьем все фотографии на 3 тройки и еще одну. Покажем по очереди эти три тройки и те фото, на которые указала  Р.Семина, назовем первым, четвертым и седьмым. Теперь покажем эти три фотографии. Пусть, для определенности пенсионерка указала на первое фото. Это наверняка один из преступников. Второй преступник – либо один из двух оставшихся членов первой тройки, либо один из четвертого, седьмого или десятого.  Покажем сначала фотографии 4, 7, 10, а затем, на шестом опознании,   фото №2 и №3 и ту  фотографию, которую выбрала пенсионерка на пятом сеансе.  Тот, на кого указали в последний раз – второй преступник.


�X = + 1;  –1;  y = 1.


�129


�РЕШЕНИЕ. 


�EMBED Equation.3����EMBED Equation.3���


<2�EMBED Equation.3��� 


так как �EMBED Equation.3���. Отсюда сразу вытекает, что �EMBED Equation.3���, 





�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  ��представим наше равенство в виде х2 =  8у2 + 2у – 2х2 – х, а дальше х2 =  (2y –x)( 4у + 2x +1). Если первая скобка делится на простое P, то на него делится x, а значит на него делится и y. Значит скобки взаимнопросты.       


�Выберем на окружности очень маленький отрезок и на нем выберем n+1 точку. Если выбрать достаточно много таких отрезков, то среди них найдется два одинаковых, а на них есть две точки одного цвета на одинаковом расстоянии


�
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