Двадцать третья Летняя многопредметная школа Кировской области
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Лемма Холла.
15 июля.
1. 20 школьников решали 20 задач. Каждый решил ровно 2 задачи, и каждую задачу решили ровно 2 школьника. Докажите, что можно организовать разбор так, что каждый школьник расскажет одну из решенных им задач и все задачи будут рассказаны.

Лемма Холла (лемма о свадьбах). Есть n юношей и несколько девушек. Известно, что каких бы k юношей (1 (k ( n) ни выбрать, число знакомых им в совокупности девушек не меньше k. Тогда все юноши могут выбрать по невесте из числа своих знакомых.

2. В условиях леммы Холла назовем множество из k юношей критическим, если совокупное количество знакомых им девушек в точности равно k. 

а) Предположим, что критическое множество юношей не содержит меньших критических подмножеств. Докажите, что никакая свадьба юноши из этого множества не испортит для остальных условий леммы Холла.
б) Докажите, что, если удалить критическое множество юношей вместе с их знакомыми девушками, то для оставшихся будут выполнены условия леммы Холла. 

в) Докажите лемму Холла.
3. Докажите лемму Холла по индукции, используя следующую конструкцию:

…Предположим, некоторые пары заключили брак, но при этом один из юношей остался неженатым. Этот юноша с горя вступил в тайное общество. Далее каждый молодой человек приводил в тайное общество всех своих знакомых противоположного пола, а каждая молодая жена — своего мужа…
4. Из шахматной доски вырезали 7 клеток. Докажите, что на оставшихся клетках можно расставить 8 не бьющих друг друга ладей.
5. Прямоугольник m×n (m ≤ n) называется латинским прямоугольником, если он заполнен натуральными числами от 1 до n так, что в каждой строчке и в каждом столбце стоят разные числа. Докажите, что латинский прямоугольник можно дополнить до латинского квадрата n×n.

6. Пусть H ( подгруппа индекса n а) конечной; б*) бесконечной группы G. Докажите, что можно выбрать такие элементы g1, g2,… gn , что в каждом левом и в каждом правом смежном классе выбрано по одному элементу.

7. Команда для матбоя состоит не менее, чем из четырех человек. В каждой комнате живет не более четырех человек. Докажите что команды, участвующие в матбое, можно так рассадить по комнатам, что в каждой комнате будет присутствовать хотя бы один из ее жильцов.

Задачи для самостоятельного решения.
8. Лемма Холла с дефицитом. Докажите, что если любые k (1 ( k ( n) юношей знакомы
в совокупности не менее чем с k-d девушками, то n-d юношей могут выбрать себе невест из числа знакомых.
9. В лотерее есть n различных шаров, которые выпадают по очереди. Лотерейный билет считается выигравшим, если в нем хотя бы один из шаров записан на том же месте, что и в выпавшей последовательности. Какое наименьшее число билетов нужно купить, чтобы точно выиграть?
10. На бесконечной клетчатой доске стоят ладьи. Рядом называется строка или столбец. Оказалось, что N ( минимальное число рядов, которые содержат все ладьи. Докажите, что можно выбрать N ладей, не бьющих друг друга.
