Двадцать четвертая Летняя многопредметная школа Кировской области

Вишкиль. 3-28.VII.2008 г.


Формула для чисел Каталана и еще одна задача, 22 июля
Докажем явную формулу для чисел Каталана.

1. а)Найдите, количество последовательностей a1, a2, …, a2n, a2n+1 из 2n + 1 целых чисел, в которых n + 1 раз встречается число 1 и n раз число – 1 таких, что a1 > 0, a1 + a2 > 0,…, a1+a2+ … +a2n-1 > 0. 
б)(Лемма Рени)По кругу стоят 2n+1 чисел a1, a2, …, a2n, a2n+1- n + 1 равных 1 и n равных – 1. Докажите, что существует ровно одно i такое, что все сумму от ai по часовой стрелке больше нуля т.е. ai > 0, ai + ai + 1 > 0,…, ai + ai + 1 + … +ai – 1 > 0.
в) Докажите, что 
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2. а) Докажите, что количество путей на клетчатой бумаге из точки (0, 0) в точку (2n, 0) состоящих из 2n отрезков, проходящих по диагоналям клеток и не опускающихся ниже оси OX равно Tn.
б) Докажите, что количество путей на клетчатой бумаге из точки (0, 0) в точку (2n, 0), состоящих из 2n отрезков, проходящих по диагоналям клеток, равно 
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, а количество путей из точки (0, 0) в точку (2n, – 2), состоящих из 2n отрезков, проходящих по диагоналям клеток, равно 
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в) Докажите, что количество путей на клетчатой бумаге из точки (0, 0) в точку (2n, 0), состоящих из 2n отрезков, проходящих по диагоналям клеток и имеющих точки в нижней полуплоскости, равно 
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. (Указание – рассмотрим первый момент когда путь оказался в нижней полуплоскости. Отразим весь оставшийся кусок пути относительно прямой y=-1. Тогда получим путь из точки (0,0) (2n, – 2))
г) Докажите, что 
3. а) Докажите, что количество путей на клетчатой бумаге из точки (0, 0) в точку (2n, 0), состоящих из 2n отрезков, проходящих по диагоналям клеток, равно 
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, а количество путей из точки (0, 0) в точку (2n, – 2), состоящих из 2n отрезков, проходящих по диагоналям клеток, равно 
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б) Докажите, что количество путей на клетчатой бумаге из точки (0, 0) в точку (2n, 0), состоящих из 2n отрезков, проходящих по диагоналям клеток и имеющих точки в нижней полуплоскости, равно 
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в) Докажите, что 
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4. Будем называть фаном (от английского слова fan – веер) граф с вершинами O,A1,A2,…,An в котором ребрами соединены вершины OAi и AiAi+1. Итого в графе n+1 вершина и 2n-1 ребро. Пусть Сn – количество остовных деревьев в этом графе. 
а)Докажите, что Cn удовлетворяет рекуррентному соотношению 
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б)Докажите, что 
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 равно 
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, где последовательность 
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 – это последовательность Фибоначчи 
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