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Многочлены 2.
9 класс ( 06 июля
Определение. Многочлен P(x) ненулевой степени называется неприводимым, если он не раскладывается в произведение двух многочленов меньшей степени, т.е. не представим в виде P(x) = H(x)Q(x), где deg H(x), deg Q(x) > 0. Многочлен называется приводимым в противном случае.

Теорема. Докажите, что каждый многочлен (степени > 0) раскладывается на неприводимые множители, причем такое разложение единственно. Единственность понимается с точностью до умножения на константы и перестановок сомножителей.

План доказательства теоремы.

1. Докажите существование разложения.

2. Докажите (используя алгоритм Евклида), что для любых двух многочленов P и Q существуют такие многочлены U и V, что НОД (P,Q) = PU+QV.
3. Используя предыдущую задачу докажите, что если P(x) взаимно прост с H(x) и P(x)Q(x) делится на H(x), то Q(x) делится на H(x).

4. Докажите, что НОД двух неприводимых многочленов P(x) и Q(x) равен P(x), если существует такое c, что P(x) = cQ(x), и 1 в противном случае.

5. Доказательство единственности проведем в несколько шагов.

а) Если существует контрпример F(x), то выберем его наименьшей степени и со старшим коэффициентом 1 (приведенным многочленом).

б) Без ограничения общности считаем, что F(x) = P1(x)∙P2(x)…Pn(x) = Q1(x)∙Q2(x)…Qm(x) – разложение на неприводимые приведенные сомножители.

в) Докажите, используя задачу 3, что существует i такое, что Qi(x) кратно P1(x).
г) Завершите доказательство единственности разложения.

· Теорема доказывается для многочленов с любыми коэффициентами – действительными, рациональными, вещественными.

Задачи

6. Найдите НОД многочленов х(х–1)3(х+2) и (х–1)2(x+2)2(x+5).

7. Докажите, что если многочлен А делится на многочлен В, то все корни многочлена В являются корнями многочлена А. Верно ли обратное утверждение?

8. Четвертое определение НОД. Будем называть НОД(P(x),Q(x)) многочлен наименьшей степени представимый в виде PU+QV. Докажите, что 


а) Такой многочлен существует и единственный с точностью до умножения на константу.


б) Полученный многочлен делится на любой общий делитель многочленов P и Q.


в) Докажите, что и P и Q делятся на этот многочлен.
9. По трем прямолинейным дорогам с постоянными скоростями идут три пешехода. В начальный момент времени они не находились на одной прямой. Докажите, что они могут оказаться на одной прямой не более двух раз.

10. Пусть  P(x) = x2–x+1. Докажите, что для любого натурального n числа n, P(n), P(P(n)),…, попарно взаимно просты.

11. Докажите, что для любого многочлена P(x) (исключая P(x)≡x) многочлен P(P(P(…P(x)…)))–x делится на P(x)–x.

12. Найдите все многочлены P(x), для которых справедливо тождество x(P(x–1) ( (x–26)(P(x).





































