Двадцать четвертая Летняя Многопредметная Школа Кировской области

Вишкиль. 3-28 июля 2008 г.


Все, что мы прошли, в свете комплексных функций, 12 июля

Как мы уже знаем (знаем??), уравнение окружности можно записать по-разному, например

|z–a| = R 

|z–a|2 = R2
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Задача 1. Окружность Аполлония. Найдите множество точек, для каждой из которых отношение расстояний до двух данных точек A и B постоянно.

Указание. Пусть A и B имеют комплексные координаты 1 и –1, M – искомая точка. Тогда MA/MB = λ, MA2/MB2 = λ2. Получите отсюда уравнение окружности.

Поляры и полюсы

	Было
	Стало

	Точка B лежит на поляре A относительно окружности с центром в точке O и радиусом R, если 
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 (1).
	Пусть O соответствует числу z = 0. Запишем условие (1).


Задача 2. Докажите, что условие (1) эквивалентно  
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. Получите отсюда уравнение касательной к окружности в точке A.
Задача 3. Напишите уравнение прямой OA, найдите ее точку пересечения с полярой. 

Задача 4. Убедитесь, что условие взаимности соответствует одному и тому же комплексному равенству (какому)?

Степень точки и радикальная ось.
	Было
	Стало

	Степенью точки P относительно окружности S c центром O и радиуса R называется величина OP 2–R2.
	Сформулируйте сами, заменяя OP 2 на 
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Задача 5. Выведите уравнение радикальной оси двух окружностей и убедитесь, что это прямая, перпендикулярная линии центров. 

(Кстати, мы вам совсем забыли рассказать, как строить радикальную ось в случае двух непересекающихся окружностей. Достаточно нарисовать произвольную третью окружность, пересекающую их обе, провести две хорды до пересечения, и из точки пересечения опустить перпендикуляр на линию центров двух данных окружностей. Обоснуйте это нелепое построение.)

Инверсия
	Было
	Стало

	Инверсией относительно окружности S называется преобразование плоскости, которое любую точку M, не совпадающую с O переводит в точку M1 , лежащую на луче OM, такую, что |OM|∙|OM1| = r2 .
	При инверсии относительно окружности с центом в z=s и переходе к квадратам расстояний получим 
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Задача 6. Из равенства в таблице с  учетом того, что точки M, M1 и S лежат на одной прямой и приняв s=0 получите, что 
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 задает преобразование инверсии ).

Какова аналогия с симметрией относительно окружности? Почему центр инверсии не имеет образа?

Задача 7. а) Возьмем окружность 
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, не проходящую через центр инверсии. Рассмотрите, куда она переходит. б) Рассмотрим прямую 
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. Рассмотрите, куда переходит эта прямая при q = 0 (когда она проходит через точку 0) и при q≠0 (не походит через 0). 

Задачи для самостоятельного решения с указаниями
1. На окружности S взяты четыре произвольные точки A, B, C, D. Окружности S1, S2, S3 с центрами A, B, C соответственно, проходящие через D, попарно пересекаются в точках M1, M2, M3. Докажите, что   M1, M2, M3 коллинеарны.

Указание. Берите D = 1, а S – окружность единичного радиуса с центром в точке 0. После чего, решая системы и получая координаты точек  M1, M2, M3, проверяем их на условие коллинеарности.
2. Докажите, что если диагонали вписанного в окружность четырехугольника ABCD пересекаются в точке P, а прямые AB и CD – в точке Q, то P и Q полярно сопряжены относительно окружности.

Указание. Как обычно, примем окружность за единичную, получим координаты p (например, 
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, 
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), и проверяем, что 
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3. Две окружности ортогональны. Докажите, что две диаметрально противоположные точки одной из них полярно сопряжены относительно другой.

Указание. Ортогональность окружностей эквивалентна условию |O1O2|2= R2+r2. Кроме того, возьмите одну окружность единичной с центром в точке 0.
4. Найдите множество точек, для каждой из которых а) разность степеней; б) отношение степеней относительно двух данных окружностей имеет заданную величину.

Указание. Возьмите и напишите, чего тут сложного :)). 
5. Докажите, что окружность ортогональна окружности инверсии тогда и только тогда, когда она отображается инверсией на себя (является инвариантным множеством инверсии)

6. Докажите, что окружность, содержащая две инверсные точки, ортогональна окружности инверсии.

Вроде бы мы это уже решали в прошлых листиках. Вот ведь преподаватели – дают по нескольку раз одни и те же задачи. Повод задуматься….
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