Двадцать четвертая Летняя Многопредметная Школа Кировской области

Вишкиль. 3-28 июля 2008 г.


Геометрия и комплексные числа, 11 июля
Простые контрольные вопросики на понимание.

1. Как изобразить (построить) разность двух заданных комплексных чисел?

2. Докажите, что сумма двух комплексных чисел определяется по правилу параллелограмма.

3. Как в комплексной плоскости изображаются сопряженные числа?

4. Какое комплексное число изображает точка, симметричная точке (2,1) относительно а) оси OX; ,б) оси OY; в) начала координат?

5. Какое комплексное число изображает четвертая вершина параллелограмма, у которого тремя вершинами являются точки z1=0, z2=–1+2i, z3=2+i?

6. Вычислите сумму трех чисел, изображенных точками z1=0, z2=–1+2i, z3=2+i.

7. Какое множество комплексной плоскости задается условием:
a. |z–2| = |z+4i|
b. 
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Полусложные и скучные задачи на комплексные функции

1) Критерий коллинеарности трех точек. Докажите, что три точки 
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 лежат на одной прямой тогда и только тогда, когда 
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2) Какое преобразование плоскости определяет функция 

a) f(z) = z+m (m – заданное комплексное число); 

b) f(z) = tz (t – заданное действительное число);

c) f(z) = mz (m – заданное комплексное число); 

d) f(z) = a(z–m)+m, где 
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, m = 3–i;

3) Как определить центр и угол поворота, задаваемого функцией 

a) f(z) = a(z–m)+m;

b) f(z) = az+b;
4) Какое преобразование плоскости задает функция 

a) f(z) 
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, причем |m| = 1?
5) Пусть f(z) 
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, причем |m| = 1. Докажите, что эта функция определяет преобразование симметрии координатной плоскости относительно прямой, проходящей через концы векторов n и m+n.
6) Докажите, что любая функция f(z) 
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 при |a| = 1 определяет либо симметрию относительно прямой, либо скользящую симметрию.

7) Какое преобразование плоскости определяет данная функция 
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Докажите с помощью комплексных чисел (и не говорите, что вы можете доказать и без них, фишка в том, чтобы их туда притянуть)

1. Докажите, что сумма квадратов диагоналей четырехугольника равна удвоенной сумме квадратов его средних линий.

2. Какая функция определяет симметрию координатной плоскости относительно прямой, содержащей биссектрису первого координатного угла?
3. Задача Ньютона. Докажите, что в описанном около окружности четырёхугольнике середины диагоналей коллинеарны с центром окружности.
4. Точки A1, B1, C1 симметричны центру описанной около треугольника окружности относительно его сторон. Докажите, что треугольник A1B1C1 равен данному треугольнику ABC.
5. а) Докажите, что все корни n-ной степени из какого-то числа z ≠ 0 можно получить, зная какой-либо один корень w и умножая его на все разные значения корня n-ной степени из 1.
б) Известно, что все корни n-ной степени из 1 изображаются вершинами правильного N-угольника (почему, кстати)? При каких n этот многоугольник будет симметричен относительно оси OX? Относительно оси OY? Относительно точки z = 0?
в) Докажите с помощью комплексных чисел, что сумма квадратов длин всех сторон и всех диагоналей правильного n-угольника равна n2R2, где R – радиус описанной окружности.

6. Докажите, что а) композиция гомотетии и поворота с разными центрами есть поворотная гомотетия; б) докажите, что композиция двух поворотных гомотетий есть либо параллельный перенос, либо поворотная гомотетия.
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