Двадцать четвертая Летняя Многопредметная Школа Кировской области

Вишкиль. 3-28 июля 2008 г.


Полюсы, поляры и всякие полярные соответствия, 9 июня, 9 класс
Рассматриваем окружность S с центром в точке O и радиусом R. Возьмем произвольную точку M и проведем инверсию, получим M1, и построим через M1 прямую, перпендикулярную OM. Эта прямая называется полярой точки M.

Вопросы на понимание.

1. Если B – произвольная точка на поляре, то какие значения может принимать ( MOB?

2. Можно ли по имеющейся поляре однозначно восстановить точку (полюс)?

3. Постройте поляру к точке O.

4. Постройте полюс к прямой, содержащей диаметр.

5. Может ли поляра проходить через полюс? (по-научному это звучит так – могут ли поляра и полюс быть инцидентны)?

6. Как располагается поляра, если полюс расположен вне окружности?

Задача 1. Докажите, что а) для любой точки поляры верно равенство 
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(1); б) любая точка, для которой верно равенство (1), лежит на поляре.

Ну и осталось понять, что мы таким образом доказали классическое определение поляры.

Задача 2. Взаимность. Если точка A лежит на прямой (поляре) b, то точка B лежит на прямой (поляре) a.

Следствие этого принципа. Поляры всех точек прямой проходят через полюс этой прямой.
Тогда, когда точки расположены так, как указано в свойстве взаимности, 

Таблица двойственности

	Точка
	прямая

	Полюс
	поляра

	лежит на
	проходит через

	конкурентны (т.е. пересекаются в одной точке)
	коллинеарны (лежат на одной прямой)

	Трехвершинник (треугольник)
	Трехсторонник (треугольник)

	Четырехвершиннник (полный четырехугольник, т.е. 4 точки и 6 прямых)
	Четырехсторонник (фигура из 4 прямых и 6 точек их попарных пересечений)

	касательная
	Точка касания

	Множество точек
	оболочка


Еще контрольные вопросы  по таблице двойственности

1. Во что перейдут три точки, лежащие на одной прямой?

2. Во что перейдет множество точек, образующих отрезок?

3. Во что перейдет множество точек, образующих окружность с центром O?

А как это построить? 

Способ первый простой
Задача 3. Пусть A лежит вне окружности. Проведём диаметр CD перпендикулярно OA. Отметим P на пересечении AC и окружности. Отметим B на пересечении PD и OA. Прямая, проведённая через B перпендикулярно к OA, и будет полярой A.

Способ второй: Для него потребуются дополнительные знания, которые будут сильно небесполезны впоследствии. Поэтому получение этих знаний является обязательным ПИСЬМЕННЫМ ДОМАШНИМ ЗАДАНИЕМ (задача 4-6)
Задача 4. Угловая форма теоремы Чевы

Для того, чтобы прямые AA1, BB1, CC1 пересекались в одной точке или были параллельными, необходимо и достаточно, чтобы 
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, где соответствующие буквы означают ориентированные углы α1 = (BAA1, α1 = (A1AC, γ1 = (ACC1, γ2 = (C1CB, β1 = (CBB1, β2 = (B1BA.

Задача 5. а) Через точку M проведены к окружности касательные MA и MB и cекущая CD. Докажите, что треугольники MAC и MAD подобны.

б) через точку M провели еще одну секущую EF. Докажите, что треугольники MCE и MDF подобны.

в) Докажите, что в данных условиях 
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г) С помощью угловой формы теоремы Чевы докажите, что прямые CF и DE пересекаются на прямой AB, соединяющей точки касания.
Задача 6. Докажите, что точка пересечения диагоналей вписанного четырехугольника принадлежит поляре точки пересечения его противоположных сторон.

Отсюда и следует сразу способ 2.

Проведём через точку А, не лежащую на окружности, секущие, пересекающие окружность в точках B и B’, C и C’, D и D’ соответственно. Р и Р’ – точки пересечения ВС’ и В’C, CD’ и С’D соответственно. Прямая PP’ называется полярой А.

Итог наших изысков

	Полюс секущей AB (не диаметра)
	Точка пересечения касательных в точках A и B

	Поляра внешней точки
	Прямая, соединяющая точки касания двух касательных, проходящих через эту точку

	Полюс любой прямой p (не диаметра)
	Точка пересечения поляр двух внешних точек, лежащих на p

	Поляра любой точки P (не центра)
	Прямая, соединяющая полюсы двух секущих, проходящих через P


Для самостоятельного решения( в том числе  дома):
1. Дан прямоугольник с центром в центре окружности. Что будет его образом при полярном соответствии относительно этой окружности?

2. Треугольник ABC вписан в окружность. Касательные к каждой его вершине пересекают продолжения противоположных сторон в точках A1,B1,C1. Доказать, что эти точки лежат на одной прямой.
3. Дан полукруг S с центром O и диаметром AB. На AB выбрана точка произвольная точка P. Пусть M и N такие точки полукруга S, что (APM = (BPN =α. Докажите, что точки пересечения прямых MN и AB не зависят от α.

Докажите при помощи полярного преобразования и принципа двойственности:

4. Рассмотрим две касательные a и b к окружности S. AB – отрезок, высекаемый ими на касательной c. Докажите, что (AOB не зависит от положения касательной c.

5. Если O – центр окружности, вписанной в четырехугольник ABCD, то (AOB+(COD = (BOC+(AOD = 180(.

6. Точки пересечения биссектрис внешних углов треугольника  с противоположными сторонами лежат на одной прямой.
7. Дан треугольник ABC. Через произвольную точку M проведем перпендикуляры к прямым MA,. MB и MC. Докажите, что точки пересечения этих прямых с соответствующими сторонами лежат на одной прямой.
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