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Вишкиль. 3-28 июля 2008 г.


Многочлены 1, 5 июля
Что должен знать девятиклассник о многочленах.

Определение. Многочленом будем называть выражение P(x) = anxn + an-1xn-1 + … + a1x + a0, где a0, …, an – действительные числа (причем an ≠ 0).
· Числа a0, …, an называются коэффициентами многочлена P(x).

· Число an называется старшим коэффициентом, а число a0 – свободным членом.
· Число 
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 называется степенью многочлена P(x). Обозначается deg P.
· Число 0 будем называть нулевым многочленом, его степень неопределенна (иногда ее принимают равной –().

Определение. Многочлены P(x) и Q(x) равны, если равны коэффициенты при соответствующих степенях x.

В вопросах делимости многочлены ведут себя так же как и целые числа.

Определение. Многочлен P(x) делится на ненулевой многочлен Q(x), если существует такой многочлен H(x), называемый частным, что P(x) = H(x)(Q(x).
Определение. Разделить многочлен P(x) на ненулевой многочлен Q(x) с остатком – это значит найти такие многочлены H(x) (неполное частное) и R(x) (остаток), что выполнено равенство P(x) = H(x)(Q(x)+R(x), причем deg R(x) < deg Q(x) или R(x) = 0.

· Разделить один многочлен на другой всегда возможно, потому что у нас есть конкретный алгоритм для этого – деление уголком.
Определение. Число 
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 называется корнем многочлена P(x), если P(a) = 0.

Теорема (Безу) Остаток от деления многочлена P(x) на двучлен (x–a) равен P(a): 
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· Многочлен P(x) делится на (x–a) тогда и только тогда, когда число a является корнем P(x).
Определение. Если многочлен делится на (x–a)k, k ( 1 но не делится на(x–a)k+1, то говорят, что его корень a имеет кратность .

· число различных корней ненулевого многочлена с учетом их кратности не превосходит его степени.

По аналогии с НОД двух целых чисел вводится понятие НОД двух многочленов. Рассмотрим два подхода к определению НОД двух многочленов.

Определение 1. НОД многочленов P(x) и Q(x), один из которых ненулевой, называется их общий делитель наибольшей степени.

Определение 2. НОД многочленов P(x) и Q(x), один из которых ненулевой, называется такой их общий делитель, который делится на любой другой их общий делитель.

· НОД двух многочленов определен с точностью до умножения на константу.
Третий путь к определению НОД – это алгоритм Евклида.
Алгоритм Евклида для многочленов
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Задачи.

1. Коэффициентами многочленов P(x) и Q(x) являются целые нечетные числа. Докажите, что у многочлена P(x)(Q(x) есть хотя бы один четный коэффициент.

2. При каких a и b многочлен x4–3x3+3x2+ax+b делится на многочлен x2–3x+2 без остатка?

3. Найдите суммы всех коэффициентов следующих многочленов: а) (x–1)100; б) (x+1)100; в) (1–x+x4)2008.
4. Докажите теорему Безу

5. Дан многочлен P(x) такой, что многочлен P(xn) делится на (x–1). Докажите, что многочлен P(x) также делится на (x–1).

6. Известно, что многочлен xn+x+2 делится на x2+x+2. Доказать, что n есть число вида 3k+2.

7. Докажите, что в результате работы алгоритма Евклида получится НОД двух многочленов в смысле обоих определений НОД двух многочленов.

8. Найдите НОД (xn–1, xn–1).
9. Известно, что все коэффициенты произведения многочленов P(x) и Q(x) с целыми коэффициентами делятся на простое p. Докажите, что все коэффициенты P(x) или Q(x) делятся на p.
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