Двадцать четвертая Летняя Многопредметная Школа Кировской области

Вишкиль. 3-28 июля 2008 г.


Аффинная геометрия, 20 июля
Вспомним понятие базиса. Что является базисом на плоскости? На прямой? В пространстве? Для тех, кто слушал что-то по СТО – в пространстве Минковского?

Известно, что каждый вектор однозначно определяется через линейную комбинацию базисных векторов. Зададим теперь преобразование L следующим способом

1) Пусть точка O переходит в точку O1
2) Пара неколлинеарных векторов 
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3) L линейно, то есть 
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Задача 1. Докажите

1) подобное преобразование определено корректно, то есть  однозначно задает образ любой точки

2) преобразование L – биекция:
3) преобразование L переводит любую прямую в прямую;

4) аффинное преобразование переводит пару параллельных прямых в пару параллельных прямых;

5) аффинное преобразование сохраняет отношение длин отрезков на одной прямой;

6) аффинное преобразование сохраняет отношение длин отрезков на параллельных прямых;

7) композиция нескольких аффинных преобразований является аффинным преобразованием;

8) преобразование, обратное к аффинному – аффинное.

Основное свойство аффинных преобразований. Для любых двух треугольников на плоскости АВС и А1В1С1 найдётся единственное аффинное преобразование, переводящее А в А1, В в В1, С в С1 (то есть с помощью аффинного преобразования любой треугольник можно перевести в любой, например, в правильный).

Контрольный вопрос. Выясните, какие из ниже перечисленных свойств сохраняются при аффинных преобразованиях, а какие – необязательно:

a) расстояния;

b) отношение непараллельных отрезков;

c) углы;

d) медианы треугольника;

e) высоты треугольника;

f) биссектрисы углов;

g) площади фигур;

h) окружность;

i) выпуклость фигур?

Еще один вопрос о жизни. Какое именно преобразование имеется в виду, если в определении аффинного преобразования

a) 
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c) Какие условия нужны, чтобы данное аффинное преобразования являлось гомотетией? 

d) Какие условия нужны, чтобы данное аффинное преобразования являлось подобием?

e) Какие условия нужны, чтобы данное аффинное преобразования являлось инверсией?

Задача 2. Докажите, что преобразование является аффинным тогда и только тогда, когда оно сохраняет центр масс.

Задача 3. Про аффинные образы четырехугольников

а) любой параллелограмм аффинно эквивалентен квадрату;

б) любая трапеция аффинно эквивалентна некоторой равнобедренной трапеции (но не всем равнобедренным трапециям!!);

в) любые два четырехугольника аффинно эквивалентны тогда и только тогда, когда точка пересечения диагоналей делит диагонали в соответственно равных отношениях.

Задача 4. Легкая. Дана трапеция ABCD (AB и CD - основания). Докажите, что точки пересечения диагоналей, прямых AD и BC, а также середины оснований лежат на одной прямой.

Задача 5. В трапеции ABCD с основаниями AD и BC через точку В проведена прямая, параллельная стороне CD и пересекающая диагональ AC в точке P, а через точку C – прямая, параллельная стороне AB и пересекающая диагональ BD в точке Q. Доказать, что прямая PQ параллельна основаниям трапеции.
Задача 6. Важная про площади. а) Докажите, что если через одну из вершин треугольника провести прямую, то площадь треугольник равна произведению длины отрезка этой прямой, лежащей внутри треугольника, на полусумму расстояний от вершин треугольника до этой прямой.

б) Докажите, что отношение площадей двух треугольников равно отношению площадей их образов при аффинном преобразовании

в) Докажите, что для произвольных многоугольников отношение площадей сохраняется при аффинном преобразовании.
Задача 7. В остроугольном треугольнике ABC проведена высота AH, медиана AM, медиана BN и чевиана BG, причем точка G делит сторону AC в таком же отношении, в каком точка H делит сторону BC. Обозначим точку пересечения BN и AH через К и точку пересечения AM и BG через L. Докажите, что прямая KL параллельна AB.

Задача 8. Докажите, что если при аффинном нетождественном преобразовании L каждая точка некоторой прямой l переходит сама в себя, то все прямые вида ML(M), где M – произвольная точка, не лежащая на прямой l, параллельны друг другу.

Задача 9. для понимающих. Преобразование является аффинным тогда и только тогда , когда оно непрерывно, биективно и образом любой прямой является прямая.
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