Двадцать четвертая Летняя Многопредметная Школа Кировской области

Вишкиль. 3-28 июля 2008 г.


Симедианы, 13 июля

1. Пусть прямые AA1, BB1 и CC1, проходящие через вершины треугольника ABC, пересекаются в точке P. Докажите, что если точки A2, B2, C2 симметричны точкам A1, B1, C1 относительно середин соответствующих сторон, то прямые AA2, BB2 и CC2  пересекаются в одной точке Q. 

Точки P и Q называются изотомически сопряженными.
2. Пусть прямые AA1, BB1 и CC1, проходящие через вершины треугольника ABC, пересекаются в пересекаются в точке P. Докажите, что если прямые AA2, BB2 и CC2 симметричны прямым AA1, BB1 и CC1 относительно биссектрис соответствующих углов, то они  пересекаются в одной точке Q. 

Точки P и Q называются изогонально сопряженными.
3. Докажите, что прямые, соединяющие точки касания вневписанных окружностей со сторонами треугольника, пересекаются в одной точке.

4. Докажите, что ортоцентр треугольника и центр описанной окружности находятся в изогональном сопряжении.

Прямая, симметричная медиане треугольника относительно биссектрисы этого же угла, называется симедианой.

5. Докажите, что все три симедианы пересекаются  в одной точке.

6. Докажите, что при инверсии с центром  в вершине A треугольника ABC с радиусом 
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 симедиана переходит в медиану получившегося треугольника. 

7. Докажите, что симедиана  из угла A треугольника ABC, проходит через точку пересечения касательных к описанной окружности треугольника ABC, проведенных в точках B и C. 

Попытайтесь доказать предыдущую задачу с помощью а) инверсии из предыдущей задачи; б) подсчета в комплексных числах; в) угловой теоремы Чевы; г) окружности Аполлония.

Разнобой
8. Окружности S1 и  S2 пересекаются в точках A и B. На окружности S1 выбрана точка Q. Прямые QA и QB пересекают окружность S2  в точках C и D, касательные к S1 в точках A и B пересекаются в точке P. Точка Q расположена вне S2, точки C и D −  вне S1. Докажите, что прямая QP проходит через середину отрезка CD.

9. Две окружности пересекаются в точках A и B, а хорды AM и AN касаются этих окружностей. Треугольник MAN  достроен до параллелограмма MANC и отрезки BN и MC разделены точками P и Q в равных отношениях. Докажите, что (APQ = (ANC.

10. Окружность касается внутренним образом окружности, описанной около треугольника ABC , а также его сторон AB и AC в точках P и Q соответственно. Докажите, что центр вписанной в треугольник ABC окружности лежит на отрезке PQ. 

11. Четырехугольник ABCD вписан в окружность S c центром в точке O. Биссектриса угла (ABD пересекает сторону AD  в точке K, a окружность S в точке M; биссектриса угла (CBD пересекает сторону CD  в точке L, a окружность S в точке N. Известно, что KL параллельно MN. Докажите, что описанная окружность треугольника MON проходит через середину BD.
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