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Инверсия, 6 июля
Пусть S – окружность с центром O радиуса  r . Инверсией относительно окружности S называется преобразование плоскости, которое любую точку M, не совпадающую с O переводит в точку M1 , лежащую на луче OM, такую, что |OM|∙|OM1| = r2 .

Для точки O это преобразование не определено. Точка O называется центром инверсии, S – окружность инверсии,  r – радиус инверсии.

Способы построения инверсных точек (если M лежит вне окружности инверсии)

1 способ. Проводим касательную MT к окружности S, и из точки T  опускаем перпендикуляр на OM. Получаем точку M1.

2 способ. Проводим диаметр AB, перпендикулярный OM. P – точка пересечения AM и окружности S. Прямые BP и OM пересекаются в точке M1.

Задача 1. а) Докажите, что оба способа дают точку, инверсную M относительно S.

б) Придумайте, что делать, если точка M находится внутри окружности S.

Контрольные вопросы в голову.

1. Чем является преобразование, обратное инверсии?

2. Докажите, что если точка лежала вне окружности инверсии, то ее образ будет лежать внутри, и наоборот (при инверсии плоскость «выворачивается» относительно окружности).
3. Найдите неподвижные точки инверсии.

4. Какие множества переходят сами в себя при инверсии?

 Это вообще вопрос очень интересный.

Задача 2. Докажите, что

а) прямая, проходящая через центр инверсии, при инверсии перейдет в себя;

б) прямая, не проходящая через центр инверсии, при инверсии перейдет в окружность, проходящую через центр инверсии;

в) окружность, проходящая через центр инверсии, при инверсии перейдет в прямую, не проходящую через центр инверсии;

г) окружность, не проходящая через центр инверсии, при инверсии перейдет в окружность, не проходящую через центр инверсии.

Углом между двумя окружностями называется угол между касательными к этим окружностям, проведенным в данной точке. Окружности называются ортогональными, если угол между ними равен 90(.

А что можно назвать углом между прямой и окружностью?

Любопытные и полезные факты про инверсию

Задача 3. (инвариант) Окружность, ортогональная окружности инверсии, отображается при инверсии на себя.

Задача 4. (и обратно) Если окружность при инверсии переходит сама в себя и не совпадает с окружностью инверсии, то она ей ортогональна.

Задача 5 (и следовательно) а) Окружность, содержащая две инверсные точки, ортогональна окружность инверсии. б) Если две пересекающиеся окружности ортогональны окружности инверсии, то  их точки пересечения взаимно инверсны.

Задача 6. (конформность) Угол между двумя линиями равен углу между их образами при инверсии.

Задачи поинтереснее для самостоятельного(!!!!) решения

1. На окружности w выбраны точки A и B. Рассматриваются всевозможные пары касающихся окружностей w1 и w2, лежащих внутри  w, таких, что w1 касается w в точке A, а w2 касается w в точке B. Найдите ГМТ точек касания окружностей w1 и w2.

2. Четыре окружности расположены так, что первая касается второй в точке A, вторая третьей – в точке B, третья четвёртой – в точке C, а четвёртая первой – в точке D. Все касания внешние. Докажите, что точки A, B, C и D лежат на одной окружности. 

3. Постройте окружность: а) проходящую через две данные точки и касающуюся одной данной окружности (или прямой); б) проходящую через данную точку и касающуюся двух данных окружностей (или двух прямых, или прямой и окружности); в) (задача Аполлония) касающуюся трех данных окружностей (или замените часть из этих окружностей прямыми) 

4. На отрезке AB отмечена точка M и на отрезках AB и AM как на диаметрах построены по одну сторону от прямой AB полуокружности С1 и C2. Окружность С3 касается полуокружностей С1 и C2 и перпендикуляра а, восставленного к прямой AB  в точке М. Докажите, что общая касательная к окружностям C2 и C3 проходит через точку B.

5. Четырехугольник ABCD вписан в некую окружность и одновременно  описан вокруг другой окружности. Докажите, что прямые, соединяющие точки касания противоположны сторон с вписанной окружностью, перпендикулярны.

6. В сегмент вписываются всевозможные пары касающихся окружностей. Для каждой пары окружностей через точку их касания проводится общая касательная. а) Докажите, что все получившиеся прямые проходят через одну точку. б) Найдите эту точку.




































