Двадцать четвертая Летняя многопредметная школа Кировской области

Вишкиль. 3-28.VII.2008 г.


Производящие функции –2, 11 июля.
Мы будем решать задачи перечислительной комбинаторики. Цель – подсчет числа элементов в каком-то множестве. Для каждого n есть свое множество.
1. Сколькими способами число 10 представляется в виде суммы нескольких различных нечетных чисел?

2. Найдите коэффициент при x10, который получится после раскрытия скобок в выражении (1+x)(1+x3)(1+x5)(1+x7)(1+x9). Какова связь между этой и предыдущей задачами?

Найдите два решения – одно с использованием предыдущей задачи, а другое чисто алгебраическое.

Использование в комбинаторных задачах соображений, связанных с бесконечными рядами, носит название метода производящих функций.
Определение  Производящей функцией для последовательности 
[image: image1.wmf]n

a

, называется “формальный” ряд 
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Например, производящей функцией для последовательности натуральных чисел является ряд 
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 Если количество ненулевых членов последовательности конечно, то соответствующую функцию мы будем называть производящим многочленом.

3. Найдите производящую функцию последовательности.
· 
[image: image4.wmf]012

,,,...,

n

nnnn

C

СCC


Ответ  
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· 1,1,1,1,1,1…
Ответ   
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(первая диагональ треугольника. Паскаля).
· 1,-1,1,-1,1…
Ответ 
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· 1,0,1,0,1,0,1..
Ответ 
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· 
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Ответ 
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· 1,2,3,4,5,6…
Ответ 
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(вторая диагональ треугольника. Паскаля).
· 1,3,6,10,15,21
Ответ 
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(третья диагональ треугольника. Паскаля).
· 1,4,9,16,25,36
Ответ 
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Основные операции над производящими функциями – можно определить 

· Сложение - 
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· Умножение на константы 
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· Умножение - 
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000110021120

()()()()()...

AxBxabababxabababx

×=++++++


· Обратной функции 
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 (Аналогично можно определить обратную функцию для любой производящей функции с 
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· Композиции, при 
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4. Обозначим через 
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 число решений уравнения x+2y+5z=n в неотрицательных целых числах. Докажите, что сумма ряда 
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 является дробно-рациональной функцией от x. Найдите эту функцию.

5. Докажите тождество 
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Объясните комбинаторный смысл этого тождества.
6. Докажите, что производящая функция для числа разбиений равна 
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7. Каждое положительное целое число можно представить в виде суммы различных целых положительных слагаемых столькими способами, сколькими способами его можно представить в виде суммы одинаковых или различных, но нечетных положительных слагаемых. 
Например, все возможные представления числа 6 посредством различных слагаемых будут: 6, 1+5, 2+4, 1+2+3; посредством нечетных: 1+5, 3+3, 1+1+1+3, 1+1+1+1+1+1 .
8. Докажите, что натуральное число N может быть 
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 различными способами представлено в виде суммы натуральных слагаемых, если представления, отличающиеся хотя бы порядком слагаемых, считать различными. 
Например, у числа 4 имеется 8 представлений: 4 =1+1+1+1 = 1+1+2 = 1+2+1 = 2+1+1 = 2+2 = 1+3 = 3+1.
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