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Радикальная ось, 10 июля
Детские воспоминания

1. Произведение отрезков хорд, на которые они делятся точкой пересечения, равны

2. Квадрат касательной равен произведению секущей на ее внешнюю часть.

Легкое обобщение.. Если две прямые, проходящие через точку P, пересекают окружность S в точках A, A1 и B, B1 (возможно, совпадающих) соответственно, то |PA|∙|PA1| = |PB|∙|PB1|

Определение. Степенью точки P относительно окружности S c центром O и радиуса R называется величина OP 2–R2.

Контрольные вопросы в голову:

1. Для каких точек степень а) положительна; б) отрицательна; в) равна 0?

2. Какую наименьшую величину может иметь степень точки относительно окружности? Где находится эта точка?

3. Аналогичный вопрос для наибольшего значения

4. Каково множество точек, имеющих постоянную степень относительно данной окружности?

Задача 1. Докажите, что радиус описанной около треугольника окружности, по крайней мере в два раза больше радиуса вписанной 

C помощью понятия степени точки можно предложить более простое доказательство теоремы Эйлера.
Задача 2. Теорема Эйлера.
Пусть O и I – центры описанной и вписанной  в треугольник ABC окружностей соответственно. Радиусы окружностей равны R и r. Тогда OI2 = R2–2Rr.

Задача 3. Рассмотрим две неконцентрические окружности и множество Ω точек, которые имеют относительно этих окружностей равные степени.

a) докажите, что это множество непусто;

b) докажите, что если через одну из таких точек провести прямую, перпендикулярную линии центров, то все точки данной прямой тоже входят в Ω

c) докажите, что нет ни одной точки, не лежащей на данной прямой и входящей в Ω.

Построенная прямая носит название радикальная ось.
Задача 3’. Алгебраический подход к радикальным осям.

Уравнение окружности носит вид (x–a)2+(y–b)2 = r2 (1), или, что эквивалентно, x2+y2–2ax–2by+c = 0 (2), c = a2+b2–r2. 

а) Докажите, что степень точки (x, y) относительно окружности  – это левая часть уравнения (2); 

б) выведите отсюда уравнение множества точек, степени которых относительно двух данных окружностей равны; 

в) докажите, что получившаяся прямая перпендикулярна линии центров, например, выбрав систему координат так, чтобы линия центров являлась одной из осей.

Опишите, как выглядит радикальная ось в случае

a) Когда окружности пересекаются;
b) Когда окружности касаются внутренним образом;
c) Когда окружности лежат одна внутри другой;
d) Когда окружности касаются внешним образом;
e) Когда окружности не пересекаются;
f) Когда одна из окружностей вырождается в точку.
Задача 4. а) Внешние относительно каждой окружности точки радикальной оси являются центрами окружностей, ортогональных обеим данным.

b) Докажите, что если окружность ортогональна двум данным окружностям, то ее центр принадлежит их радикальной оси.

c) Внутренние относительно каждой окружности точки радикальной оси являются центрами окружностей, каждая из которых делится пополам обеими данными.

d) Докажите, что если две данные окружности делят пополам третью, то ее центр лежит на радикальной оси этих двух окружностей.

Задача 5. a) Даны три пересекающихся окружности. Докажите, что общие хорды пар этих окружностей пересекаются в одной точке или параллельны.

b) Если центры трех окружностей неколлинеарны, то три радикальные оси этих окружностей, взятые попарно, имеют общую точку.

Эта точка называется радикальным центром.
Задача 6. Докажите, что середины четырёх общих касательных к двум непересекающимся окружностям лежат на одной прямой.

Задача 7. На сторонах BC, AC, AB остроугольного треугольника ABC взяты соответственно три произвольные точки A1, B1, C1. Докажите, что три общие хорды пар окружностей с диаметрами AA1, BB1, CC1 пересекаются в ортоцентре треугольника ABC.

Задача 8. Даны две окружности S1 и S2  и прямая l, пересекающая S1 в точках A1 и B1 и S2 в точках A2 и B2, проходящая через точку пересечения их общих касательных. Докажите, что касательные к S1  в точках A1 и B1 пересекаются с касательными к S2  в точках A2 и B2, в точках лежащих на радикальной оси этих окружностей.

Задача 9. Поляра произвольной точки M относительно окружности S с центром в точке O может быть построена как радикальная ось двух окружностей – окружности S и окружности, построенной на OM как на диаметре.




































