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Вишкиль. 3-28 июля 2008 г.


Гомотетия, в том числе и с поворотом, 5 июля
Подобием плоскости называется такое преобразование плоскости, что для любых двух точек A и B выполняется условие A1B1 = kAB, где k – коэффициент подобия, A1 и B1 – образы точек A и B.

Упражнение 1. Докажите, что любое подобие плоскости можно представить как композицию некоторой гомотетии и некоторого движения или наоборот, некоторого движения и некоторой гомотетии.

Упражнение 2. Докажите, что любое подобие однозначно задается образами трех неколлинеарных точек.

Поворотной гомотетией с коэффициентом k и углом φ называется композиция гомотетии с коэффициентом k и поворота на угол φ, имеющих общий центр 
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.При этом можно считать, что k>0 и 0(≤φ<360(.

Гомотетическим поворотом с коэффициентом k и углом φ называется композиция поворота на угол φ  и гомотетии с коэффициентом k, имеющих общий центр 
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 .При этом можно считать, что k>0 и 0(≤φ<360(.

Упражнение 3. Докажите, что гомотетический поворот и поворотная гомотетия – это одно и то же.

1. а) Пусть A1 =
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 (попробуйте понять, что написано). Докажите, что существует единственная окружность ω, проходящая через A и A1 и касающаяся прямой AB0 в точке A. 

2) Рассмотрим подобие первого рода 
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. Используя обозначения пункта а), найдите две пары точек, которые задают это преобразование.

3) Точка O – это точка пересечения окружности ω и окружности, описанной около треугольника ABB0. Докажите, что рассмотренное подобие 
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4) Теорема (докажите!). Каждое подобие первого рода является гомотетией, движением или гомотетическим поворотом.

2. а) Две окружности ω1 и ω2  пересекаются в точках A и B. Докажите, что одну из них можно отобразить на другую гомотетическим поворотом вокруг точки A. Докажите, что прямая, соединяющая точку на ω1 с ее образом на ω2 , проходит через точку B.
2) Даны точки A и B, и их образы при подобии первого рода  A1 и B1. Постройте центр этого подобия (вспомните, что это за штука и воспользуйтесь предыдущей задачей).

3) Докажите, что центр поворотной гомотетии, переводящей отрезок AB в отрезок A1B1 совпадает с центром поворотной гомотетии, переводящей отрезок AA1 в отрезок BB1.

3. Даны четыре прямые общего положения. Выведете из пунктов а) и б) то, что описанные окружности четырех треугольников, образованных этими прямыми, пересекаются в одной точке (эта штуковина традиционно называется точкой Микеля).
4. Дан квадрат ABCD. Точки P и Q лежат на сторонах AB и BC соответственно, причем BP = BQ. Пусть H – основание перпендикуляра, опущенного из точки B на отрезок PC. Докажите, что (DHQ = 90(. 

5. На сторонах треугольника ABC построены подобные одинаково ориентированные треугольники ABC1, CBA1, ACB1. Докажите, что C1A1CB1 – параллелограмм.
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