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Теорема Хелли на прямой, 16 июля
Вопрос. Какие множества на прямой являются выпуклыми?

1. Теорема Хелли на прямой. На прямой дана система отрезков, причем любые два отрезка пересекаются. Докажите, что все отрезки имеют одну общую точку.

2. На плоскости дано конечное множество многоугольников (не обязательно выпуклых), каждые два из которых имеют общую точку. Докажите, что существует прямая, пересекающая все эти многоугольники

Вопрос. Сформулируйте, что означает неверность утверждения «все отрезки имеют общую точку» (имеем в виду теорему Хелли на прямой).

3. На прямой дана система белых отрезков и система черных отрезков. Известно, что любой черный отрезок пересекается с любым белым. Докажите, что отрезки одной из систем имеют общую точку.

4. На плоскости дана система белых, и система черных прямоугольников, со сторонами, параллельными осям координат. Известно, что любой черный прямоугольник пересекается с любым белым. Докажите, что или прямоугольники одной из систем имеют общую точку, или прямоугольники каждой из  систем по отдельности можно проткнуть одной прямой.

5. Докажите, что если систему отрезков на прямой нельзя приколоть n кнопками, то среди них  можно выбрать n+1 непересекающийся отрезок.

6. а) На прямой дана система отрезков, покрашенных в три цвета. Известно, что среди любых трех разноцветных отрезков найдутся два пересекающихся. Докажите, что отрезки одного из цветов можно приколоть двумя кнопками.

б) На прямой дана система отрезков, покрашенных в n цвета. Известно, что среди любых n разноцветных отрезков найдутся два пересекающихся. Докажите, что отрезки одного из цветов можно приколоть (n–1)-й кнопками.

7. На прямой расположено n2+1 отрезков. Доказать, что среди них можно выбрать либо n+1 попарно непересекающихся отрезков, любо найдется общая для некоторых n+1 отрезка точка.

8. На прямоугольном столе лежат равные картонные квадраты k различных цветов со сторонами, параллельными сторонам стола. Если рассмотреть любые k квадратов различных цветов, то какие-нибудь два из них можно прибить к столу одним гвоздём. Докажите, что все квадраты некоторого цвета можно прибить к столу 2k–2 гвоздями

9. На прямоугольном столе разложено несколько одинаковых квадратных листов бумаги так, что их стороны параллельны краям стола (листы могут перекрываться). Докажите, что можно воткнуть несколько булавок таким образом, что каждый лист будет прикреплен к столу ровно одной булавкой.




























