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1. Касательные в вершинах A и C вписанного четырехугольника ABCD пересекаются в точке P, не лежащей на прямой BD. Оказалось, что PA2 = PB × PD. Докажите, что если прямая PB проходит через центр описанной окружности треугольника ADP, то прямая PD перпендикулярна отрезку BC.

2. а) Пусть O ‑ точка пересечения боковых сторон трапеции ABCD. Придумайте какую-нибудь композицию инверсии и осевой симметрии меняющую точки A и C, B и D. 

б) Боковые стороны AB и CD трапеции ABCD пересекаются в точке K, а диагонали – в точке P. Описанные окружности треугольников AKC и BKD пересекаются в точке Q. Докажите, что 
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QKD.

3. а) Пусть точка A лежит внутри окружности S (отлично от центра). Придумайте композицию инверсии и центральной симметрии с центрами в A так, чтобы S осталась на месте.

б) Докажите, что в описанном четырехугольнике отрезки соединяющие противоположные вершины и противоположные точки касания вписанной окружности пересекаются в одной точке.

4. а) Пусть точка A лежит внутри окружности S (отлично от центра). Придумайте композицию инверсии и осевой симметрии, так чтобы S осталась на месте.

б) Вписанная окружность четырехугольника ABCD пересекает диагональ AC в точках P и Q. Докажите, что если M – середина отрезка PQ, то 
[image: image3.wmf]Ð

BMA = 
[image: image4.wmf]Ð

DMA.

5. а) Докажите, что инверсия с центром в вершине A равнобедренного треугольника (AB = AC) и радиусом AB переводит основание BC треугольника в дугу BC описанной окружности. 

б) А композицию инверсии с центром в А с чем надо взять в случае неравнобедренного треугольника, чтобы сторона BC перешла в дугу BC описанной окружности?

в) (факт) Пусть I и IA – центр вписанной и вневписанной окружности треугольника ABC. Выразите величину AI × AIA через стороны треугольника.

г) Окружность касается внутренним образом окружности, описанной около треугольника ABC, а также его сторон AB и AC в точках P и Q соответственно. Докажите, что центр вписанной в треугольник ABC окружности лежит на отрезке PQ.
Для самостоятельного решения

6. Про выпуклый четырехугольник ABCD известно, что окружность с диаметром AB касается прямой CD. Докажите, что окружность с диаметром CD касается прямой AB тогда и только тогда, когда прямые AD и BC параллельны.
7. Боковые стороны AB и CD трапеции ABCD пересекаются в точке K, а диагонали ‑ в точке P. Описанные окружности треугольников APB и CPD пересекаются в точке Q. Докажите, что углы APQ и BPK равны.
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