Двадцать шестая Летняя многопредметная школа Кировской области

Вишкиль. 3-28.VII.2010 г.

Гомотетия
9 класс • 6 июля
Определение. Гомотетией c центром O и коэффициентом k(0 называется преобразование плоскости, которое каждую точку X отображает в такую точку X(, что 
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. Гомотетию обозначают 
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Свойства гомотетии.
а) При гомотетии все расстояния изменяются в |k| раз.

б) Гомотетия переводит прямую в параллельную ей прямую, окружность в окружность.

в) Гомотетия сохраняет направленные углы.

г) Гомотетия имеет единственную неподвижную точку.

Упражнения
1. Каким преобразованием является гомотетия с коэффициентом k=1, –1? 
2. Докажите, что композиция двух гомотетий с общим центром и коэффициентами k1 и k2 является гомотетией с тем же центром и коэффициентом k​1k2.

3. а) есть 2 параллельных неравных отрезка. Найдите все гомотетии, переводящие один в другой.


б) есть 2 неравные неконцентрические окружности. Вопрос тот же, что и в пункте а).
Задачи
4. Некоторое преобразование плоскости любой вектор 
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 переводит в вектор 
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 при фиксированном k. Докажите, что если k≠1, то это гомотетия. 
5. Пусть О1 и О2 – две точки. Докажите, что при k1k2≠1 композиция 
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 - гомотетия, найдите ее центр и коэффициент. Какое преобразование будет при k1k2=1?
6. Некоторое преобразование плоскости изменяет все расстояния в k раз, т.е. A1B1=kAB для любых двух точек А и В (A1 ​и B1 – их образы). Докажите, что это преобразование является композицией некоторого движения и гомотетии.
7. Теорема о трех колпаках. На плоскости даны три непересекающиеся окружности разных радиусов, ни одна из которых не лежит внутри другой. Для каждой пары окружностей отметили точку пересечения их общих внешних касательных. Докажите, что три полученные точки лежат на одной прямой. Можно ли заменить некоторые пары внешних касательных на внутренние? 
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Дана трапеция ABCD с основаниями AB и CD. Произвольная точка P прямой BC, отличная от точек B и C, соединена с вершиной D и с серединой M основания AB. Пусть X – точка пересечения AB и PD, Q – точка пересечения AC и PM, Y – точка пересечения AB и DQ. Докажите, что M – середина XY.
9. Три окружности одинаковых радиусов вписаны в углы А, В, С треугольника АВС. Четвёртая окружность касается внешним образом всех этих трёх окружностей. Доказать, что её центр лежит на прямой, проходящей через центры вписанной и описанной окружностей треугольника АВС.
Для самостоятельного решения

10. Вписанная окружность треугольника АВС касается стороны АС в точке D, DM – ее диаметр. Прямая ВМ пересекает сторону АС в точке К. Докажите, что АК=DC.
11. Трапеции ABCD и APDQ имеют общее основание AD, причем длины всех их оснований попарно различны. Докажите, что точки пересечения AB и CD, AQ и DP, BQ и CP лежат на одной прямой.

12. В каждый угол треугольника ABC вписана окружность, касающаяся описанной окружности внутренним образом. Пусть A1, B1, С1 – точки касания этих окружностей с описанной окружностью. Докажите, что прямые АА1, ВВ​1, СС1 пересекаются в одной точке.
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