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Гауссовы числа.
9 класс • 11 июля
Определения. Рассмотрим комплексные числа x+iy, где x и y — целые числа. Такие числа называются гауссовыми. Нормой N(z) гауссова числа z называется квадрат его модуля. Для гауссовых чисел a и b ( 0 говорят, что a делится на b, если a = bc для некоторого гауссова числа c. Гауссово число p называется обратимым, если 1/p является гауссовым. Два гауссовых числа называются ассоциированными, если они отличаются обратимым множителем. Гауссово число называется простым, если у него ровно два делителя с точностью до ассоциированности. Необратимые и не простые гауссовы числа называются составными. Два гауссова числа называются взаимно простыми, если у них нет общих делителей, кроме обратимых.

1. Гауссовы числа замкнуты относительно сложения и умножения.

2. Найти все такие гауссовы числа a такие, что а) N(a) = 0, б) N(a) = 1, в) N(a) = 3.
3. Докажите для любых гауссовых a и b соотношение N(ab) = N(a)N(b).

4. Докажите, что произведение двух натуральных чисел, представимых в виде суммы квадратов двух целых чисел, представимо таким же образом.

5. Найти все обратимые гауссовы числа.

6. Докажите, что составное натуральное число не является простым гауссовым.

7. Доказать, что гауссово число, сопряжённое к простому, само является простым.

8. Какие из следующих гауссовых чисел являются простыми, а какие составными:

а) 2+4i, б) 1+i, в) 1+7i ?

9. Доказать, что для любых гауссовых чисел a и b ( 0 найдутся гауссовы p и q такие, что a = bp + q и N(q) < N(b).

10. (Алгоритм Евклида) Доказать, что для взаимно простых гауссовых a и b найдутся u и v такие, что au + bv = 1. Верно и обратное.
11. Если ab делится на p, где p – простое, то хотя бы одно из a и b делится на p.

12. (Основная теорема арифметики). Любое гауссово число раскладывается в произведение простых, причем единственным образом, с точностью до ассоциированности.

Для самостоятельного решения
13. Докажите, что два гауссовых числа кратны друг другу тогда и только тогда, когда они ассоциированны.
14. Докажите, что простые числа вида 4k + 3 являются простыми гауссовыми. 

15. Разложите число 1001 на простые гауссовые. 
















