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Гармонический четырехугольник

9 класс • 19 июля

Определение. Вписанный четырехугольник называется гармоническим, если произведения его противоположных сторон равны.
Упражнение. Докажите, что гармонический четырехугольник однозначно задается по трем подряд идущим вершинам.
1. Докажите, что четырехугольник ABCD (с центром описанной окружности в O) гармонический тогда и только тогда, когда:

а) касательные к описанной окружности в A и C и прямая BD конкурентны;

б) B, D, O и середина AC лежат на одной окружности или прямой;

в) стороны AB и AD видны из середины диагонали AC под одинаковыми углами;

г) угол, под которым видна из середины AC дуга BAD, вдвое больше угла C;

д) диагональ AC — симедиана треугольника BCD;

е) биссектрисы противоположных углов пересекаются на диагонали.
Для самостоятельного решения

2. Четырехугольник ABCD вписан в окружность, причем касательные в точках B и D пересекаются в точке K, лежащей на прямой AC. Прямая, параллельная KB, пересекает прямые BA, BD, BC в точках P, Q, R. Докажите, что PQ = QR.

3. Пусть PT и PB — две касательные к окружности, AB — ее диаметр, и TH — перпендикуляр, опущенный из точки T на AB. Докажите, что прямая AP делит пополам отрезок TH.

4. В окружности S проведены две параллельные хорды AB и CD. Прямая, проведенная через C и середину AB, вторично пересекает S в точке E. Точка K — середина отрезка DE. Докажите, что угол AKE равен углу BKE.

5. Пусть PA и PB — касательные к окружности, CD — секущая, проходящая через P. M — середина AB. K — вторая точка пересечения с окружностью прямой CK. Докажите, что PM, AD и BK ‑ пересекаются в одной точке или параллельны.
