Двадцать шестая Летняя многопредметная школа Кировской области

Вишкиль. 3-28.VII.2010 г.


Многочлены — 3
9 класс • 17 июля

Определение. Пусть даны различные числа x0, …, xn (узлы) и произвольные y0, …, yn (значения в узлах). Построение многочлена P(x) наименьшей степени такого, что P(xk) = yk при всех k от 0 до n, называется интерполяцией, а получаемый многочлен — интерполяционным.
1. Упражнение. Как выглядит произвольный ненулевой многочлен, принимающий нулевые значения в точках x1, …, xn? Какая у него может быть степень?
2. Постройте многочлен степени n, принимающий нулевые значения в точках x1, …, xn, а в точке x0 — значение 1.

3. Постройте интерполяционный многочлен линейной комбинацией многочленов предыдущего вида.
Многочлены полученного вида называются интерполяционными многочленами Лагранжа.

4. Факт. Для n + 1 узлов среди многочленов степени не выше n существует единственный интерполяционный многочлен. Факт верен для любого базового поля, содержащего все узлы и значения в них.
5. Для различных a, b, c, d упростите выражение
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6. Пусть последовательность многочленов P0, P1, P2, … из K[x] такова, что deg Pk = k для всех 
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. Тогда всякий многочлен из K[x] представим (конечной) линейной комбинацией этих многочленов с коэффициентами из K, причем единственным образом. Множество многочленов, удовлетворяющих последнему условию, называется базисом кольца K[x].
Определение. Многочлен называется целозначным, если в целых точках он принимает целые значения.

7. Докажите, что многочлены вида 
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 целозначны. Такие многочлены называются биномиальными.

8. Упражнение. В каких целых точках биномиальный многочлен равен 0, ±1?

9. Всякий целозначный многочлен степени n представляется линейной комбинацией многочленов 
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 с целыми коэффициентами.
10. Для любого целого m всякий целозначный многочлен степени n представляется линейной комбинацией многочленов 
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 с целыми коэффициентами.

11. Многочлен степени n, принимающий целые значения в n + 1 последовательных целых точках, целозначен.
12. Если многочлен P(x) степени n целозначен, то n!P(x) имеет целые коэффициенты.

Для самостоятельного решения

1. Докажите, что для различных чисел a, b, c, d
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2. Докажите тождество 
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3. Если многочлен степени n принимает целые значения в точках 0, 1, 4, …, n2, то он принимает целые значения во всех квадратах натуральных чисел.
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