Двадцать шестая Летняя многопредметная школа Кировской области

Вишкиль. 3-28.VII.2010 г.


Множества

9 класс • 11 июля

1. Каких натуральных чисел, не превосходящих 1000000, больше: c суммой цифр 31 или с суммой цифр 23?

Определение. Множества A и B называются равномощными, если между их элементами можно установить взаимно-однозначное соответствие.

2. Докажите, что следующие множества равномощны:

а) любые два отрезка на плоскости;

б) граница квадрата и окружность.

Определение. Множество называется счётным, если оно равномощно множеству натуральных чисел.

3. Докажите, что следующие множества счётны:

а) множество всех целых неотрицательных чисел


б) множество всех четных чисел;

в) множество всех целых чисел;

г) бесконечное подмножество счетного множества; 

д) бесконечное множество непересекающихся отрезков прямой длины не меньше 1,5.

4. Докажите, что любое бесконечное множество содержит счётное подмножество.

5. Докажите, что множество бесконечно тогда и только тогда, когда оно равномощно некоторому своему собственному подмножеству.

6. Может ли король обойти бесконечную шахматную доску, побывав в каждой клетке ровно один раз?

7. Докажите, что произведение счётных множеств счётно. (произведение множеств A и B — это множество всех пар (a; b) где a  A, b  B.)

8. Объединение не более чем счетного числа счётных множеств счетное.

9. Докажите, что следующие множества счётны

а) Nk (k – натурально);

б) Q (всех рациональных чисел);

в) Pfin(N) – всех конечных подмножеств в N.

г) множество всех конечных последовательностей целых чисел.

Для самостоятельного решения

10. Доказать, что объединение бесконечного множества с не более чем счётным равномощно первому из множеств.

11. Докажите, что множество всех алгебраических чисел счётно. (Алгебраическими называются числа, являющиеся корнями многочленов с целыми коэффициентами.)

12. В пространстве дано некоторое количество шаров. Известно, что каждый из шаров пересекается не более чем с 2010 другими. Докажите, что их количество не более чем счетно.

