Двадцать шестая Летняя многопредметная школа Кировской области

Вишкиль. 3-28.VII.2010 г.


Многочлены
9 класс • 14 июля

Полем будем называть некоторое числовое множество, в котором можно складывать, вычитать, умножать и делить (не на 0), и справедливы все привычные нам свойства этих операций. Это не точное определение. Примеры полей: 
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, где p — простое, r — не квадрат рационального.

Определение. Многочленом над полем К называется выражение вида 
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 — элементы некоторого поля К.

Степенью многочлена 
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) называется наибольший показатель ненулевого одночлена, коэффициент при этом одночлене называется старшим. Степень нулевого многочлена полагается равной 
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Два многочлена считаются равными тогда и только тогда, когда у них равны соответствующие коэффициенты.

Сумма, разность и произведение многочленов определяются следующим образом:
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1. Что происходит со степенями многочленов при их сложении и умножении?

Зафиксируем до конца занятия некоторое поле К и будем рассматривать только многочлены над К.

2. Какие многочлены будут обратимыми, ассоциированными?

3. Теорема о делении с остатком. Для любых многочленов А(х) и В(х) ( 0 существуют единственные многочлены С(x) и R(x) такие, что А(х) = В(х)С(х) + R(x) и 
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Если R(x) = 0, то говорят, что A(x) делится на B(x).

Многочлены называются взаимно простыми, если все их общие делители обратимы.

4. Алгоритм Евклида для многочленов. Для взаимно простых многочленов А(х) и В(х) найдутся многочлены U(x) и V(x) такие, что A(x)U(x) + B(x)V(x) = 1. Верно и обратное.

Определение. Многочлен называется неприводимым, если у него ровно два делителя с точностью до обратимых множителей.

5. Если произведение А(х)В(х) многочленов делится на неприводимый многочлен С(х), то хотя бы один из множителей делится на С(х).

6. Основная теорема арифметики для многочленов. Любой многочлен раскладывается в произведение неприводимых, причем единственным образом с точностью до перестановки и постоянных множителей.

Определение. Наибольшим общим делителем многочленов называется общий делитель, кратный любому общему делителю. Наименьшим общим кратным многочленов называется общее кратное, делящее любое общее кратное.

7. Докажите существование НОД и НОК, их единственность с точностью постоянного множителя.
8. Найти НОД(xk – 1, xm – 1).
9. Найдите сумму коэффициентов многочлена 
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10. Найдите все целые х, при которых число 
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 делится на число 
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Для самостоятельного решения
11. Найдите сумму коэффициентов при нечетных степенях многочлена 
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12. Докажите, что для любого n многочлен (x + 1)2n+1 + xn+2 делится на x2 + x + 1.

13. Многочлен P(x) дает остаток 5 при делении на (x – 2) и остаток 7 + i при делении на (x – 3). Какой остаток многочлен P(x) дает при делении на x2 – 5x + 6?
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