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2 июля

Вступительная проверка знаний

1. Если каждый двадцатый математик — шизофреник, а каждый тридцатый шизофреник — математик, то кого больше: шизофреников или математиков? Во сколько раз?
2. Разделите с остатком а) x4+1 на x2+1; б) x2+1 на x4+1.

3. В какие точки перейдут вершины треугольника АВС при гомотетии с центром в точке пересечения медиан и коэффициентом –0,5?
4. Сколькими различными способами можно разбить 12 волейболистов на две команды по 6 человек?

5. Вычислите (1+i)8.
6. В двух соседних вершинах квадрата разместили по массе 1, а в двух других — по массе 2. Где находится центр этих масс?

7. Многочлен x3–x2–2x+1 возвели в 2006 степень. Найдите сумму всех коэффициентов получившегося многочлена.

8. Найдите остаток от деления 20062001 на 101.

9. Установите взаимно-однозначное соответствие между множествами всех четных целых чисел и всех отрицательных целых чисел.
3 июля

9.00 – 10.00. Найти препятствие. 
По книге А.В. Шаповалова «Метод узких мест». Общая идея метода узких мест — скорее философская, чем математическая. Ее частный вид — идея поиска препятствия — более конкретна. Суть ее в поиске обстоятельств, мешающих доказательству или опровержению того или иного факта и, возможно, даже меняющих нашу точку зрения на его справедливость.
Задача 1. Каким минимальным числом меньших правильных треугольников можно покрыть правильный треугольник?

Задача 2. Каким наименьшим числом кругов радиуса 1 можно целиком покрыть круг радиуса 2?

Задача 3. Можно ли некоторые клетки белой доски 13(13 покрасть в черный цвет так, чтобы каждая клетка (как белая, так и черная) граничила по стороне с нечетным числом черных клеток?

Задача 4. Каким наименьшим числом королей можно побить всю шахматную доску (считаем, что каждый король бьет и поле, на котором стоит)?

Задача 5. Клетчатая доска 2006(2006 замощена (без пропусков и наложений) прямоугольниками из двух клеток. Докажите, что какие-то два из них образуют квадрат 2(2.

Задача 6. Можно ли выстроить 13 чисел в ряд так, чтобы сумма любых трех чисел, идущих подряд, была отрицательной, а сумма всех 13 чисел была положительной?

Для самостоятельного решения

Задача 7. Вопрос задачи 6 про 13 чисел по кругу.

Задача 8. Две материальные точки переместились из вершин A и C квадрата ABCD со стороной 2000 в вершины B и D соответственно. Докажите, что в процессе перемещения был момент, когда расстояние между точками равнялось 2006.

Задача 9. Каким наименьшим числом а) коней; б) слонов можно побить всю шахматную доску?
10.10 –13.00 Вступительная олимпиада
1. Работа была поделана поровну между рабочими в бригаде. После первого дня оказалось, что не менее 30% своей доли выполнили 70% рабочих, а когда стали считать только тех, кто выполнил не менее 70% своей доли, таких оказалось 30%. Можно ли с уверенностью утверждать, что бригадой выполнена хотя бы треть работы?

2. 12 кандидатов в мэры вели предвыборную дискуссию. Через некоторое время один сказал: «До меня соврали один раз». Другой сказал: «А теперь – дважды!». «А теперь – трижды!», – сказал третий, и так далее, до 12-го, который сказал: «А теперь соврали 12 раз!». Тут ведущий прервал дискуссию. Оказалось, что по крайней мере один кандидат правильно посчитал, сколько раз соврали до него. Сколько раз всего соврали кандидаты?

3. Даны три квадратных трехчлена, никакие два из которых не имеют общих корней. Известно, что каждый из этих трехчленов имеет общий корень с суммой двух оставшихся. Докажите, что сумма этих трехчленов равна нулю.

4. Верно ли, что всякий треугольник можно разрезать ровно на 2006 многоугольников так, чтобы из них можно было сложить квадрат? При составлении квадрата должны быть использованы все 2006 многоугольников, они не должны налегать друг на друга и оставлять внутри квадрата пустоты. Способы разрезания могут быть разными для разных треугольников.

5. Между двумя параллельными прямыми расположили окружность радиуса 1, касающуюся обеих прямых, и равнобедренный треугольник, основание которого лежит на одной из прямых, а вершина — на другой. Известно, что треугольник и окружность имеют ровно одну общую точку, и что эта точка лежит на вписанной окружности треугольника. Найдите радиус вписанной окружности треугольника.

6. Несколько точек разбивают окружность на дуги. По окружности прыгает блоха. Перед каждым своим прыжком она определяет длину дуги, на которой находится, а затем прыгает, смещаясь по часовой стрелке на дугу вычисленной длины. Докажите, что блоха сможет побывать лишь в конечном числе точек. (Из левого конца дуги блоха прыгает в правый.)

7. Могут ли среди значений квадратного трехчлена с целыми коэффициентами при целых значениях аргумента встретиться все натуральные степени тройки?
4 июля

9.00 – 12.00. Кольца и поля. 

Первые 25 минут ушли на повторение прошлогодних сведений о группах (занятие 18 июля). Потом был роздан листочек.
Прошлым летом мы изучали группы: множества, на которых определена одна операция. Займемся теперь множествами, где операций — две.

Определения и примеры

Определение. Непустое множество R с двумя бинарными операциями, сложением ‘+’ и умножением ‘·’, называется кольцом, если R с операцией сложения образует абелеву группу (эта группа обычно обозначается R+), а умножение ассоциативно и двусторонне дистрибутивно относительно сложения:

(D1) Для всех x, y, z из R, x(y+z) = xy+xz (правая дистрибутивность);

(D2) Для всех x, y, z из R, (x+y)z = xz+yz (левая дистрибутивность).

Упражнение 1. Проверьте следующие тождества:

а) 0x = 0 = x0; б) x(–y) = 0 – xy = (–x)y; в) (–x)(–y) = xy.

Упражнение 2. Сформулируйте и докажите двустороннюю дистрибутивность умножения относительно вычитания.

Определение. Говорят, что R — коммутативное кольцо, если умножение коммутативно, и что R — кольцо с 1, если умножение обладает нейтральным элементом, который обычно обозначается 1.

В коммутативных кольцах c 1 аксиом как раз достаточно для доказательства всех обычных формул школьной алгебры. Так, например, (x+y)2 = x2+xy+yx+y2 и, если элементы x и y коммутируют (и только в этом случае!), это равно x2+2xy+y2. Вообще, справедливы формула бинома Ньютона, формула для суммы конечной геометрической прогрессии и так далее.

Определение. Коммутативное кольцо T с 1 ( 0 называется полем, если все его ненулевые элементы обратимы, иными словами, для каждого x ( 0 из T существует x–1(T
 такой, что xx–1 =1 = x–1x
. В частности, все ненулевые элементы поля образуют коммутативную группу по умножению, называемую мультипликативной группой этого поля и обозначаемую T* = T\{0}.

Упражнение 3. Какие из следующих множеств с операциями являются кольцами? Полями? а) Множество 
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 целых чисел с обычными операций сложения и умножения. б) Множества 
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 всех рациональных и 
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 всех вещественных чисел. в) Множества 
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[x] всех многочленов от одной переменной с коэффициентами из 
 (соотв., 
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) и обычными операций сложения и умножения. г) Множество 
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m
 вычетов по целочисленному модулю m. д) Множество многочленов от одной переменной с действительными коэффициентами относительно операций сложения + и композиции ◦ ? е) Множество всех числовых функций, заданных на данном множестве M, с обычными операциями сложения и умножения. ж) Множество 2X всех подмножеств множества X с операциями объединения и пересечения. з) Множество всех чисел вида a+b
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.
Упражнение 4. Определите понятие изоморфизма колец.

Задача 1. Является ли кольцом множество {x = a+b
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+c
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| a,b,c ( 
[image: image23.wmf]Q

}? Если нет, то как его надо пополнить, чтобы оно стало кольцом? Является ли это (исходное или пополненное) кольцо полем?
Задача 2. Тот же вопрос про множество {x = a+b
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| a,b ( 
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В обеих задачах сначала надо проверить, что 
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 и 
[image: image27.wmf]3

4

 соответственно не выражаются в данном виде.
12.15 – 13.00, 13.30 – 14.00. Центры масс. 

Определение и свойства.

Материальная точка (МТ) — это пара (m,A) из числа и точки. Сокращенно записывается mA.
Определение 1. Точка O называется центром масс системы МТ {m1A1, …, mnAn}, если выполнено равенство m1OA1+… +mnOAn = 0.

Упражнение 1. У МТ m1A1 и m2A2 тот же центр масс, что у МТ m3A1 и m4A2 ( m1/m3 = m2/m4.

Теорема 1 Следующие утверждения равносильны.

(а) Точка O — центр масс системы МТ {m1A1, …, mnAn};

(б) (m1+…+mn)SO = m1SA1+… +mnSAn для некоторой точки S; 

(в) (m1+…+mn)SO = m1SA1+… +mnSAn для любой точки S.

Равенство (в) можно назвать основным тождеством теории центров масс. Поскольку точка S в левой его части произвольна, оно допускает удобную краткую запись, где точку опускают и рассматривают правую часть равенства как «сумму МТ»: (m1+…+mn)O = m1A1+… +mnAn. При такой трактовке центр масс системы МТ есть результат сложения входящих в нее МТ.
Следствие 1. У любой системы МТ с ненулевой суммой масс существует единственный центр масс. 
Вопрос. А что можно сказать о центре масс системы МТ с нулевой суммой масс?
Независимость вектора m1OA1+… +mnOAn от точки O в случае нулевой суммы масс.

Следствие 2 (правило группировки). Центр масс системы МТ не изменится, если заменить часть точек этой системы их центром масс, загруженным суммой их масс.

Следствие 3 (линейность центра масс). Если все МТ лежат на одной прямой (в одной плоскости), то там же лежит и их центр масс.

Упражнение 2. Сформулируйте следствия 1-3 как свойства сложения МТ.

Деление отрезка в данном отношении.

Определение 2. Говорят, что точка O делит отрезок [A1A2] в отношении t, если A1O = tOA2. Пишут: (АВ,С) = t. Часто t называют просто отношением трех точек.
Упражнение 3 Дайте определение числа (АВ,С), не используя векторы.

Упражнение 4. Докажите, что центр масс МТ m1A1 и m2A2 делит отрезок [A1A2] в отношении m2/m1.
Упражнение 5. Каждая точка прямой (A1A2), кроме точки A2, делит отрезок [A1A2] в некотором отношении, причем разные точки прямой делят этот отрезок в разных отношениях.

Упражнение 6. Любому ли числу может равняться отношение, в котором точка делит данный отрезок. Если нет, то каким числам не может?
Для самостоятельной работы
Задача 1 (8 кл., 4.3.11). а) Пусть точка S не лежит на прямой АВ. Докажите, что точка М лежит на прямой АВ тогда и только тогда, когда в разложении SМ = хСА+уСВ сумма x+y равна 1. При этом xMA+yMB = 0. б) Сформулируйте и докажите аналогичный факт для плоскости (ABC) в пространстве.

Это — барицентрические координаты.
Задача 2. Пусть точка O — центр масс МТ m1A, m2B, m3C с положительными массами, а S1, S2, S3 — площади треугольников BOC, COA, ABC соответственно. Тогда S1:S2:S3 = m1:m2:m3.

Задача 3. Как обобщить результат предыдущей задачи на случай масс произвольного знака?

Задача 4. Старый пират зарыл клад на острове среди 20 деревьев. После этого он написал завещание, в котором указал, как искать клад: надо встать к первому дереву, пройти половину расстояния до второго дерева, затем повернуть к третьему и пройти треть расстояния до него, затем повернуть к четвертому и пройти четверть расстояния до него, и т.д., наконец, повернуть к двадцатому и пройти двадцатую часть расстояния до него. К сожалению, пират забыл указать, как занумерованы деревья!  Сколько разных ям придется выкопать потомкам пирата, чтобы все-таки найти клад?
Задача 5. Докажите методом центра масс теоремы Чевы и Менелая.
14.10 – 15.30. Воспоминания об играх (по материалам Кирилла Малькова)
Памяти Кирилла Малькова

Этот листок — первый в «игровом» цикле и посвящен приведению в порядок в основном известных Вам понятий и приемов. Впрочем, можете не сомневаться, что этот этап быстро пройдет :)

Правильная игра. Мы будем рассматривать игры двух игроков. С кажем, что у игрока есть выигрышная стратегия, если он может играть так, чтобы выиграть вне зависимости от ходов соперника. Будем считать, что игроки достаточно умны для того, чтобы в случае существования у них выигрышной стратегии пользоваться ею, а не давать выиграть другому. Правильной игрой мы будем называть именно такую игру, в которой нет “глупых” ходов. А вопрос: “Кто выигрывает при правильной игре?” нужно понимать как: “У какого из игроков есть выигрышная стратегия?” А может ли выигрышная стратегия существовать у обоих игроков?

Парная стратегия. Наличие удачного ответного хода может обеспечиваться симметрией, разбиением на пары, дополнением числа, делающих ответный ход в том или ином смысле «парным» к предыдущему ходу соперника. При использовании этого метода нужно следить за тем, чтобы не попасть в ловушку собственных рассуждений. Ведь, как правило, этим способом можно доказать только то, что всегда можно делать ответный ход, а это не означает, что есть выигрышная стратегия. А для ее существования бывает достаточно, например, того, что игра когда-то кончится.

Задача 1. На окружности расставлено 20 точек. За ход разрешается соединить любые две из них отрезком, причем проведенные отрезки не должны пересекаться внутри окружности. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто выигрывает при правильной игре? А если точек не 20?

Задача 2. Двое играют в следующую игру: первый выбирает любое поле на прямоугольной доске mґn, ставит туда короля и делает ход. Далее они по очереди переставляют короля (по шахматным правилам) в одну из клеток, где он еще не бывал. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто выигрывает при правильной игре: а) если mn четно? б) если mn нечетно?

Задача 3. Двое по очереди разламывают прямоугольную шоколадку. За один ход разрешается сделать прямолинейный разлом по любому из имеющихся углублений. Выигрывает тот, кто первым отломит дольку 1ґ1. Кто выигрывает при правильной игре, если шоколадка имеет размеры 10ґ4? 10ґ5? 5ґ2007?

Передача хода. Если мы можем воспользоваться стратегией соперника, то наши дела не хуже, чем у него.

Задача 4. На доске написаны числа от 1 до 1000. За один ход разрешается вычеркнуть любое число вместе со всеми его делителями. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто выигрывает при правильной игре?

Задача 5. На доске написано число “2”. За один ход разрешается к уже имеющемуся числу добавить любой его делитель, отличный от самого числа. Проигрывает тот, кто первым получит число, большее тысячи. Кто выигрывает при правильной игре?

Анализ с конца.

Задача 6. Двое передвигают короля на шахматной доске. Сначала он стоит на поле a1, двигать его можно только вверх, вправо или по диагонали вправо-вверх. Побеждает тот, кто поставит короля на поле h8. Кто выигрывает при правильной игре?

Задача 7. Имеется две кучки по 11 спичек. За ход разрешается взять две спички из одной кучки и одну из другой. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто выигрывает при правильной игре?

Задача 8. Имеется две кучки конфет: в одной 20, а в другой — 21 конфета. За ход нужно съесть одну из кучек, а другую разделить на две непустых кучки. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто выигрывает при правильной игре?
Не все решили задачи 4, 5 и 8. Остальное – все.
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9.00 – 11.10. Аффинные отображения-1

Сначала обсуждалась задача 1 из листка «Центры масс». Было введено определение барицентрических координат.
Подступы

Задача 1. На плоскости дано конечное множество точек, имеющее оси симметрии. Докажите, что все эти оси пересекаются в одной точке.

Будем считать образом МТ mA при отображении f МТ mf(A).
Задача 2. Докажите, что центры масс сохраняются при любых: а) движениях; б) подобиях.

Задача 3. Докажите, что центры масс сохраняются при параллельном проектировании: а) плоскости на прямую; б) пространства на плоскость.

Упражнение 4. Приведите пример преобразования плоскости, сохраняющего центры масс и не являющегося подобием. (Напомним, что преобразованием множества называется его биективное отображение на себя.)

Определение, свойства

Отображение, сохраняющее центры масс, называется аффинным. Все подобия плоскости аффинны (задача 2), но есть и другие аффинные преобразования плоскости (упражнение 4).

Упражнение 5. Во что при аффинном отображении (далее — АО) может перейти прямая? Полуплоскость? Плоскость?

Упражнение 6. Докажите, что при любом инъективном АО прямые, полуплоскости, отрезки, лучи, углы и n-угольники переходят в одноимённые фигуры.

Упражнение 7. Какие из следующих свойств, объектов, величин и операций сохраняются при инъективных АО: а) параллельность прямых, прямой и плоскости, плоскостей; б) перпендикулярность прямых; в) равенство векторов; г) сложение векторов, умножение вектора на число; д) отношения, в которых точки делят отрезки; е) отношение длин отрезков; ж) выпуклость фигуры; з) центр симметрии фигуры; и) ось симметрии фигуры: к) медианы, биссектрисы, высоты треугольника?

Упражнение 8. а) Докажите, что при аффинном преобразовании плоскости сохраняется отношение площадей фигур. б) Как выглядят аналогичное утверждение для трехмерного пространства? Для прямой?

Задача 9. Докажите, что если два АО плоскости совпадают в трех точках, не лежащих на одной прямой, то они совпадают во всех точках плоскости. Сформулируйте и докажите аналогичные утверждения для АО прямой и пространства.
Задача 10. Даны треугольник ABC, произвольная точка M и образы A’, B’, C’ вершин треугольника при некотором аффинном отображении. Как циркулем и линейкой построить образ M’ точки M?

Задача 11. Как с помощью одной линейки опустить перпендикуляр из данной точки на данную прямую?

Для самостоятельного решения

Задача 12. Докажите, что для преобразования f плоскости следующие утверждения равносильны. (а) f — аффинно. (б) f сохраняет равенство векторов и операции над ними; (в) f сохраняет коллинеарность любых трех точек и их отношение; (г)** f сохраняет коллинеарность любых трех точек.
11.25 – 13.00, 13.30 – 14.20 Идеалы и факторкольца. 

Все кольца ниже по умолчанию коммутативны.
Вспомним построение кольца вычетов по модулю m. Мы начали со сложения и умножения в кольце 
[image: image28.wmf]Z

, рассмотрели отношение эквивалентности 
[image: image29.wmf]~
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  и ввели корректные операции на классах эквивалентности. Видно, что особую роль здесь играет m
[image: image30.wmf]Z

 — множество чисел, делящихся на m: два элемента эквивалентны тогда и только тогда, когда их разность лежит в m
[image: image31.wmf]Z

, и в точности это множество становится нулем в кольце вычетов.

Теперь другой пример ( возьмем множество вещественных чисел 
[image: image32.wmf]R

 и посмотрим на множество классов вычетов по модулю 
[image: image33.wmf]Z

. Вводим на нем операции: суммой классов называем класс, в который попала сумма представителей, произведением классов ( класс произведения представителей. Все ли здесь в порядке? Оказывается, что 
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1

22

×=

, но 
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, так что не понятно, чему равно произведение классов 
[image: image36.wmf]1
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 и 
[image: image37.wmf]1

. Отчего так происходит? Посмотрим внимательнее: стоило нам выбрать другого представителя класса, и результат умножения изменился. Давайте попытаемся написать в общем случае, что происходит при смене представителей классов: мы работаем в коммутативном кольце R с 1 и рассматриваем классы эквивалентности по модулю подмножества I ( R. Пусть x ~ x1, y ~ y1. Это можно записать так: x1 = x + i, y1 = y + j. Мы хотим, чтобы xy и x1y1 попали в один и тот же класс, то есть x1y1 ( xy ( I. Но x1y1 ( xy = (x + i)(y + j) ( xy = xj + yi + ij. Мы получили выражение, которое должно лежать в I для всех значений x, y из R и для всех i, j из I. Но требование можно упростить, если подставить i = 0 (то есть фактически менять только одно из сомножителей): мы получим, что xj должно лежать в I для всех x ( R, j ( I. Мы получили простое условие, равносильное согласованности умножения с классами эквивалентности.
Получаем, что для проверки корректности операций необходимо потребовать выполнения следующих условий:

(I1) I является аддитивной подгруппой в R.

(I2) I устойчиво относительно умножения на элементы R: 
[image: image38.wmf],,
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Непустое подмножество I коммутативного кольца R, удовлетворяющее аксиомам I1 и I2, называется идеалом в R. Обозначение: 
[image: image39.wmf]IR
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.
А теперь приведите все проведенные выше рассуждения в порядок и докажите, что справедлива

Теорема 1. Пусть 
[image: image40.wmf]IR

<

. Множество классов вычетов (сравнений) по модулю I является коммутативным кольцом относительно индуцированных операций сложения и умножения.
Кольцо, описанное в теореме, обозначается R/I и называется факторкольцом кольца R по идеалу I.
Все предыдущее обсуждалось устно (и, конечно, же, не совсем так, как написано выше: в частности, условие устойчивости ученики придумали практически сразу без всякого анализа), и только после доказательства теоремы были розданы листки
Упражнение 5. Покажите, что следующие подмножества коммутативного кольца R являются его идеалами: а) {0}, R; б) xR = {xa | a(R}. Опишите факторкольца R/R и R/0.
Множество xR всех элементов из R, кратных x, называется главным идеалом кольца R, порожденным элементом x.
Задача 1. Найдите все идеалы в кольце: а) 
[image: image41.wmf]Z

; б) 
[image: image42.wmf]R

.

Задача 2. Докажите, что коммутативное кольцо является полем тогда и только тогда, когда в нем ровно два идеала.

Указание. Покажите, что если в идеале содержится обратимый элемент, то идеал совпадает со всем кольцом.

Задача 3. Докажите, что все идеалы в кольце многочленов от одной переменной над 
[image: image43.wmf]R

 являются главными.

Задача 4. Докажите, что в кольце многочленов от двух переменных над 
[image: image44.wmf]R

 все многочлены со свободным членом, равным 0, образуют идеал, не являющийся главным.

Задача 5. Опишите факторкольцо 
[image: image45.wmf]Q

[x]/(x2–2)
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[x].

Задача 6. Опишите факторкольцо 
[image: image47.wmf]R

[x]/(x2+1)
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[x].

Задача 7. Найдите факторкольцо кольца 
[image: image49.wmf]Q

[x], в котором извлекается кубический корень из 2.

Задача 8. Найдите факторкольцо кольца 
[image: image50.wmf]Q

[x], в котором извлекаются квадратные корни из 2 и из 3.

Для самостоятельного решения

Задача 9. Является ли кольцом множество 2X всех подмножеств множества X с операциями симметрической разности A(B = (A(B)\(A(B) в качестве сложения и пересечения подмножеств в качестве умножения.

Задача 10. Покажите, что в кольце с 1 можно не требовать коммутативности сложения: она автоматически вытекает из остальных аксиом.

Задача 11*. Каким свойством должна обладать подгруппа данной группы, чтобы множество порожденных ею смежных классов было группой с естественно порожденной операцией умножения классов?
14.30 – 15.30 Игры-2 (по материалам Кирилла Малькова)
Граф игры.

Почему, решая задачи при помощи передачи хода, мы можем утверждать, что если у второго игрока нет выигрышной стратегии, то выигрышная стратегия есть у первого игрока (конечно, если выполнены условия теоремы)?
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Представим позиции игры в виде вершин некоего ориентированного графа, а стрелку из вершины A в вершину B проведем в случае, если за один ход из позиции A мы можем перейти в позицию B. Например, для задачи №5 начало графа игры выглядит так, как показано на рисунке:

Сформулируем требования, предъявленные к играм, на языке графов.

1. В графе должна быть одна выделенная вершина, а именно та, с которой начинается игра.

2. Игра симметрична. Это означает, что стрелкой может пользоваться любой игрок, вне зависимости от того начинал он игру или нет (в случае несимметричной игры стрелки будут двух типов: для первого игрока и для второго, как это происходит, например, в шахматах).

3. Игра конечна. Это означает, что в графе не существует цикла или пути бесконечной длины (в тех же шахматах цикл есть). Отметим, что для того, чтобы игра была конечной, граф не обязан быть конечным.

Теорема. В любой конечной симметричной игре без ничьей у одного из игроков существует выигрышная стратегия.

Заметим, что выигрышную стратегию на графе игры можно считать парной. Но во многих играх описать эту парность настолько сложно, что практически она бесполезна. 
После доказательства теоремы выдается листок.
Задача 1. Нарисуйте граф игры из задачи 7 предыдущего листка.

Задача 2. Какая особенность графа игры обеспечивает возможность передачи хода?

Ладья в октанте.

Задача о ладье в октанте. Двое по очереди двигают ладью в клетчатом октанте. Причем двигать можно только вдоль одной из осей координат по направлению к ограничивающей октант плоскости. Как и в обычных шахматах, ладья может двигаться на любое количество клеток, но только в одном направлении. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто выигрывает при правильной игре?

Успели разобрать расстановку + и – в октанте, обосновать, что в каждом столбце ровно один минус, и сформулировать правила заполнения квадранта высотами минусов (фактически, индуктивное правило нахождения нимберов).
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9.00 – 11.00. Аффинные отображения-2: аффинная эквивалентность.
Сначала были разобраны задачи 2 и 3 из листка «Центры масс».
Аффинная эквивалентность
Упражнение 1. Докажите, что все аффинные преобразования плоскости образуют группу преобразований.

Действуя на множестве всех плоских фигур, группа всех аффинных преобразований плоскости разбивает его на классы аффинно эквивалентных фигур.

Задача 1. Когда аффинно эквивалентны два треугольника? Два тетраэдра? Два четырехугольника? Две трапеции? Два параллелограмма? Докажите, что всякий треугольник эквивалентен правильному, всякая трапеция — равнобедренной, всякий параллелограмм — квадрату.
По ходу дела было показано, как пара треугольников/тетраэдров задает АО плоскостей/пространств.
АО помогают решать задачи
Пример. Докажите, что середины оснований трапеции лежат на одной прямой с точкой пересечения ее диагоналей и точкой пересечения продолжений ее боковых сторон.

Решение. Поскольку точки пересечения прямых и коллинеарность точек сохраняются при АО, достаточно доказать данный факт для равнобедренной трапеции. А для нее он очевиден из соображений симметрии.

Задача 2. Через каждую вершину треугольника провели две прямые, делящие противолежащую сторону на три равные части. Шесть проведенных прямых ограничивают некоторый шестиугольник. Докажите, что три диагонали, соединяющие противолежащие вершины этого шестиугольника, пересекаются в одной точке.

Задача 3. Через точку Р, лежащую внутри треугольника АВС, провели прямые a, b и c, параллельные сторонам ВС, СА и АВ соответственно. Пусть прямая a пересекается со стороной АC в точке B1, прямая b пересекается со стороной ВA в точке C1, прямая c пересекается со стороной СB в точке A1. Докажите, что PA1/AB + PB1/BC + PC1/CA = 1. Как изменится это соотношение, если точка P – произвольная точка плоскости АВС?

Задача 4. Из медиан треугольника построили треугольник. Найдите отношение его площади к площади исходного треугольника.

Для самостоятельного решения.

Задача 5. В пространстве даны три параллельные прямые, не лежащие в одной плоскости. Рассмотрим всевозможные треугольники, вершины которых лежат (по одной) на этих прямых. Найдите множество точек пересечения медиан этих треугольников.

Задача 6. Пусть M — точка пересечения медиан в (ABC. На перпендикулярах, опущенных из M на стороны BC, AC и AB, взяты точки A1, B1 и C1 соответственно, причём A1B1 | MC и A1C1 | MB. Докажите, что M является точкой пересечения медиан и в (A1B1C1. (Москва, 2.3.2003, 10-4)
11.15 – 12.15. Тяжелое стадо коров
Теорема о стаде. В стаде 101 корова. Если убрать любую, то оставшихся можно будет разбить на два стада равной численности и равного веса. Докажите, что все коровы весят поровну.

Задача 1. Докажите теорему для случая, когда каждая корова весит целое число килограммов.

Задача 2. Докажите теорему для случая, когда каждая корова весит рациональное число килограммов.

Общий случай так просто решению не поддается. Придется исследовать его.

Упражнение 1. Запишите условие теоремы в виде системы линейных уравнений.

Задача 3. Докажите, что всякая система линейных уравнений с нулевыми правыми частями равносильными преобразованиями приводится к трапециидальному виду, где в каждом следующем уравнении на одно или несколько неизвестных меньше, чем в предыдущем, причем все неизвестные, входящие в следующее уравнение, входят и в предыдущее (если занумеровать переменные так, чтобы при переходе к каждому следующему уравнению пропадали переменные с наименьшими номерами, левая часть системы действительно приобретет вид трапеции). При этом если все коэффициенты в исходной системе были рациональными, они останутся рациональными и в полученной системе.

Перенесем часть переменных в трапециидальной системе в ее правую часть так, чтобы левая часть стала треугольной: в каждой следующей строке ровно на одну переменную меньше, чем в предыдущей. Переменные, перенесенные в правую часть, назовем свободными.

Задача 4. Докажите, что если в треугольной системе линейных уравнений фиксировать значения свободных переменных, то эта система будет иметь единственное решение.

Задача 5. Докажите, что если систему линейных уравнений в задаче с коровами привести к треугольному виду, то свободная переменная будет ровно одна.

Задача 6. Докажите, что если систему линейных уравнений в задаче с коровами привести к треугольному виду, то все коэффициенты при свободной переменной в ее правой части будут одинаковы. Выведите отсюда теорему о коровах.

Задача 7. Останется ли верной теорема о коровах, если не требовать равной численности стад?

Задача 8. Останется ли верной теорема о коровах, если стадо из nk+1 коров делится на k частей равных численности и веса?

Задача 9. Останется ли верной теорема о коровах, если стадо из nk+1 коров делится на k частей равного веса (но не обязательно равной численности)?
12.30 – 13.00, 13.30 – 15.00 Комплексные числа
Основные понятия

Определение 1. Рассмотрим евклидову плоскость с базисными векторами, которые обозначим 1 и i. Комплексное число представляется вектором в этой системе координат: z = a + b∙i, где a — вещественная часть числа z, b — мнимая часть. На комплексных числах заданы операции сложения (векторы на плоскости можно покоординатно складывать) и умножения (здесь действует правило i2  = −1). Множество комплексных чисел с введенными операциями образуют коммутативное кольцо, которое обозначается 
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.

Напомним, что кольцо 
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 изоморфно кольцу 
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[x] / (x2 + 1)
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Определение 2. Комплексное число 
[image: image55.wmf]zabi
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 называется комплексно сопряженным к числу z = a + bi.

Упражнение 2. Каков геометрический смысл преобразования 
[image: image56.wmf]zz
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Упражнение 3. Докажите, что а) 
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Определение 3. Модулем комплексного числа z = a + bi называется вещественное число | z | = 
[image: image61.wmf]22
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 (длина соответствующего вектора).

Упражнение 4. Докажите, что 
[image: image62.wmf]2
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Задача 1. Докажите, что 
[image: image63.wmf]C

 является полем.

Определение 4. Для ненулевого комплексного числа z аргумент arg(z) равен углу поворота от положительной полуоси O1 в сторону положительной мнимой полуоси Oi до направления числа z.

Упражнение 5. Пусть 
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Задача 2. Пусть | z | = 1. Рассмотрим преобразование комплексной плоскости «умножение на z»: 
[image: image66.wmf]wwz

a

. Докажите, что а) это преобразование является движением и 0 — его неподвижная точка; б) это поворот на угол arg(z).

Теорема 1. При перемножении комплексных чисел их модули перемножаются, а аргументы складываются: |zw| = |z||w|, arg(zw) = arg(z)arg(w).

Следствие 1. Для любого комплексного числа z = r (cos(() + i sin(()) имеем 
z–1 = r–1 (cos(–() + i sin(–()).

Следствие 2. При делении комплексных чисел их модули делятся, а аргументы вычитаются: если w ( 0, то |z / w| = |z| / |w|, arg(z / w) = arg(z) − arg(w).

Следствие 3 (формула де Муавра). Для любого комплексного числа ( 0 и любого целого n имеет место равенство: zn = rn (cos(n() + i sin(n()).

Определение-упражнение 1. Рассмотрим множество комплексных чисел по модулю равных 1: 
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 обычно называется группой углов или группой вращений евклидовой плоскости.

Задача 3. Вычислите сумму 
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Корни из единицы

Задача 4. Опишите множество комплексных чисел, удовлетворяющих уравнению zn = 1.

Предложение. Каждый корень степени n из z имеет вид w = w0(, где w0 — некоторый фиксированный корень из z, а ( пробегает все корни из 1 степени n.

Определение-упражнение 2. Для любого n множество (n корней степени n из 1 является подгруппой в 
[image: image70.wmf]T

 и называется группой корней n-ой степени из 1.

Задача 5. Докажите, что (m((n = (НОД(m,n).

Определение 5. Корень n-ой степени из 1 называется примитивным, если он не является корнем из 1 никакой меньшей степени.

Упражнение 6. а) Докажите, что среди корней уравнения xn = 1 для любого n(
[image: image71.wmf]N

 есть примитивный корень. б) Сколько всего существует примитивных корней n-ой степени из 1?

Упражнение 7. Пусть x ( примитивный корень n-ой степени из 1. Докажите, что среди чисел 1, x, x2, …, xn(1 встретятся все корни n-ой степени из 1.

Упражнение 8. Докажите, что для n ( 2 сумма всех корней степени n из 1 равна 0.

Приложения к решению задач

Задача 7. Решите уравнения а) (x + 1)n − (x − 1)n = 0; б) (x + i)n − (x − i)n = 0.

Задача 8 (неравенство Птолемея). Докажите, что для произвольных точек A, B, C, D выполняется неравенство: AB(CD + BC(AD ( AC(BD.

Задача 9. Точка M лежит на окружности, описанной около данного равностороннего треугольника ABC. Докажите, что величина MA4 + MB4 + MC4 не зависит от выбора точки M.

Задача 10. Докажите, что сумма квадратов расстояний от вершин правильного n-угольника до любой прямой, проходящей через его центр, не зависит от выбора прямой.

Задача 11 (теорема Наполеона). На сторонах произвольного треугольника построены вне его равносторонние треугольники. Докажите, что центры этих треугольников сами являются вершинами равностороннего треугольника.

Для самостоятельного решения

Задача 12. Покажите, что любую прямую на комплексной плоскости можно задать уравнением вида 
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Задача 13. Пусть z, w (
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. Докажите тождество |z + w|2 + |z ( w|2 = 2|z|2 + 2|w|2 и укажите его геометрический смысл.

Задача 14. Вычислите суммы: 
а) 
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Задача 15. Найдите сумму квадратов всех сторон и всех диагоналей правильного n-угольника, вписанного в окружность радиуса 1.

Задача 16. Каждую сторону n-угольника в процессе обхода против часовой стрелки продолжили на ее длину. Оказалось, что концы построенных отрезков лежат в вершинах правильного n-угольника. Докажите, что исходный n-угольник тоже правильный.

8 июля
9.00 – 11.00 Аффинные отображения-3: эллипс.
Вопрос: во что при аффинных отображениях плоскости может переходить окружность? Попробуем сжатие. Получается что-то, очень похожее на эллипс…

Вспомним об эллипсе.
Эллипсом с фокусами F1 и F2 называется линия, состоящая из всех таких точек М, что МF1+МF2 = 2a, где a > |F1F2|/2— данное положительное число.
Упражнение 1. Покажите, что у эллипса есть центр симметрии (центр эллипса) и две взаимно перпендикулярные оси симметрии, на одной из которых лежат фокусы.

Точки, в которых оси симметрии пересекают эллипс, называются его вершинами. Отрезок, соединяющий вершины, лежащие на одной оси с фокусами, называется большой осью, а отрезок, соединяющий две другие вершины — малой осью эллипса. Половины длин осей называются, соответственно, большой и малой полуосями эллипса.
Упражнение 2. Большая полуось равна числу a из определения эллипса, а малая полуось b равна 
[image: image76.wmf]22
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, где c = |F1F2|/2. 
Упражнение 3. Эллипс с совпадающими фокусами — это окружность.

Проекции как сечения.
Вернемся к нашему вопросу. Заметим, что смоделировать сжатие (точнее, растяжение) можно проектированием на плоскость, наклоненную к плоскости окружности. При этом образ окружности будет сечением прямого кругового цилиндра, образованного проектирующими прямыми.

Задача 4. Докажите, что сечение прямого кругового цилиндра плоскостью, не параллельной его оси, является эллипсом. 

Указание. Впишите в цилиндр два шара, касающиеся поверхности цилиндра и секущей плоскости (в честь автора идеи они называются шарами Данделена). Покажите, что точки их касания с плоскостью будут фокусами эллипса.

Мы немного продвинулись, разобравшись с проектированием и тем самым подтвердив нашу гипотезу насчет образа окружности при сжатии. Чтобы распространить этот результат на другие биективные АО плоскости, разберемся, какие эллипсы могут получаться при проектировании окружности.

Задача 4а. Докажите, что если АО плоскостей переводит какой-либо треугольник в подобный ему, то оно является подобием.
Задача 5. а) Докажите, что два эллипса подобны тогда и только тогда, когда их полуоси пропорциональны. б) Докажите, что для любого эллипса среди плоских сечений данного прямого кругового цилиндра найдется подобный ему эллипс.

Аффинные образы окружности и эллипса
Итак, мы доказали, что окружность можно спроецировать в эллипс, подобный данному. Теперь нам предстоит существенно усилить этот результат.

Задача 6. Докажите, что при любом биективном АО плоскости найдутся две перпендикулярные прямые, образы которых также перпендикулярны.

Задача 7. Докажите, что при любом биективном АО плоскости окружность переходит в эллипс.

Указание. Используйте результаты двух предыдущих задач. Вспомните, когда АО является подобием.
Задача 8. а) Докажите, что при биективном АО плоскости эллипс переходит в эллипс. б) Докажите, что любые два эллипса аффинно эквивалентны.

Следствие. При любом биективном АО плоскости окружность переходит в эллипс.
Аффинные свойства эллипса
Диаметром эллипса называется всякая его хорда, проходящая через его центр.

Задача 9. Докажите, что середины всех хорд эллипса, параллельных данному его диаметру l, лежат на одном и том же диаметре l’, а середины всех хорд, параллельных диаметру l’, в свою очередь лежат на диаметре l.
Такие диаметры l и l’ называются сопряженными.
Задача 10. Докажите, что прямые, проведенные через концы диаметра параллельно сопряженному диаметру, являются касательными к эллипсу.

Задача 11. Докажите, что площадь параллелограмма, образованного четырьмя касательными к эллипсу, проведенному в концах сопряженных его диаметров, одна и та же для любой пары сопряженных диаметров.

Для самостоятельного решения
Задача 12. Найдите площадь эллипса с полуосями a и b.
Задача 13. Докажите, что всякий эллипс можно получить: а) сжатием окружности к прямой, проходящей через её центр; б) ортогональным проектированием окружности.

Задача 14. Докажите, что любое биективное аффинное отображение плоскости на плоскость есть композиция: а) подобия и параллельного проектирования; б) подобия и ортогонального проектирования; в) параллельных проектирований. (Подобием называется отображение плоскости на плоскость (не обязательно ту же самую), сохраняющее отношения расстояний).

Задача 15 (эллипс Штейнера). Докажите, что для всякого треугольника существует вписанный в него эллипс наибольшей возможной площади, и он касается сторон треугольника в их серединах.

Задача 16 (теорема Польке-Шварца). Для произвольных тетраэдра (который тут понимается как объединение шести его ребер) и плоского четырехугольника с проведенными диагоналями некоторая параллельная проекция первого подобна второму.
11.00 – 13.00  Симметрические многочлены
Задача 1.
[image: image77.wmf],,
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. Известно, что abc = 1, 
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. Докажите, что одно из чисел равно 1.

Задача 2. Найдите сумму квадратов корней многочлена x3 – 10x2 – 5x – 50.

При решении задач 1 и 2 неизбежно возникнет теорема Виета для кубического четырехчлена. Пора доказывать общий факт. Формулируют пусть сами.

Теорема Виета. Пусть 
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 — многочлен степени n. Числа x1, x2, … xn являются его корнями тогда и только тогда, когда
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Задача 3. Все числа x1+…+xn, x1x2+x1x3+…+xn–1xn, …, x1x2…xn положительны. Докажите, что все числа x1,…, xn положительны.

Выражения в правых частях уравнений (*) естественно считать многочленами от переменных x1, …, xn. Дадим точное

Определение 1. Одночлен от n переменных x1, x2, … xn — это выражение вида 
[image: image81.wmf]12
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, где a — число (коэффициент), i1, i2, … in – целые неотрицательные числа. Сумма таких одночленов называется многочленом от n переменных. Два многочлена называются равными, если их коэффициенты при одинаковых одночленах после приведения подобных членов совпадают. Число i1+…+in называется полной степенью одночлена 
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, а полная степень многочлена от нескольких переменных — это максимальная степень входящих в него одночленов с ненулевыми коэффициентами (опять же, после приведения). Многочлен 
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 порождает функцию (откуда и куда?).

Упражнение 1. Пусть x1, x2, x3 — корни многочлена x3 – 10x2 – 5x – 50. Найдите 
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Определение 2. Многочлен f от нескольких переменных называется симметрическим, если он не изменяется при любых перестановках переменных.

Упражнение 2. В этом определении достаточно потребовать, чтобы f не изменялся при перестановке любых двух переменных.

В этом определении достаточно потребовать, чтобы f не изменялся при циклическом сдвиге переменных и перестановке x1 и x2.

В левой части уравнений (*) стоят симметрические многочлены от корней многочлена f. Эти многочлены называются элементарными симметрическими:
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Степенные суммы 
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 (k = 1,2,…) также являются симметрическими многочленами от n переменных.

Заметим, что определить несимметрический многочлен от корней многочлена было бы проблематично, поскольку его значение зависело бы от нумерации корней: см. упражнение 1 выше и задачу 5 ниже.

Упражнение 4. а) Выразите s2 через (1 и (2; б) выразите s3 через (1, (2 и (3.

Упражнение 5. Найдите минимальный симметрический многочлен, содержащий многочлен из упражнения 1. Кстати, в каком смысле тут следует понимать слово «минимальный»?

Обсуждение. Понятие оболочки (замыкания) относительно данной операции (данного свойства).

Основная теорема теории симметрических многочленов. Всякий симметрический многочлен единственным образом представляется в виде многочлена от элементарных симметрических.

Задача 4. Пусть h1 = x1x2+x3x4, h2 = x1x3+x2x4, h3 = x1x4+x2x3. Докажите, что любой симметрический многочлен от h1, h2, h3 будет симметрическим многочленом от x1, x2, x3, x4.

Задача 5. Пусть x, y, z – корни многочлена t3–t+c = 0. Найдите все значения, которые может принимать выражение x2y+y2z+z2x.

а) Пусть c1, c2, c3, c4 – корни многочлена x4+px2+qx+r. Найдите многочлен третьей степени, корнями которого являются числа d1 = c1c2+c3c4, d2 = c1c3+c2c4, d3 = c1c4+c2c3.
б) Докажите, что (c1+c2–c3–с4)2 = 4(d1–p), (c1–c2+c3–с4)2 = 4(d2–p),
(c1–c2–c3+с4)2 = 4(d3–p), и, кроме того, (c1+c2–c3–с4)(c1–c2+c3–с4)(c1–c2–c3+с4) = –8q.
13.30 – 15.30 Приложения теоремы Больцано-Коши

Теорема Больцано-Коши. Если функция f: [a, b](
[image: image87.wmf]R

непрерывна и числа f(a) и f(b) имеют разные знаки, то функция f имеет на отрезке [a, b] корень.

Не будем пока доказывать эту теорему, тем более, что не знаем точного определения непрерывной функции — посмотрим, как она применяется. Впрочем, от обязанности проверять непрерывность функций, с которыми мы будем работать, это Вас не избавляет :)

Задача 1 (задача 8 от 3.07). Две материальные точки переместились из вершин A и C квадрата ABCD со стороной 2000 в вершины B и D соответственно. Докажите, что в процессе перемещения был момент, когда расстояние между точками равнялось 2006.
Разбираем задачу, обращая внимание на идею вычитания.
Задача 2. На плоскости даны многоугольник и прямая. Докажите, что найдется прямая, параллельная данной, которая делит площадь многоугольника пополам.

Обсуждение: как обобщить полученный результат? Многоугольник можно заменить любой ограниченной квадрируемой фигурой, прямую — любой подходящей кривой, которую мы параллельно переносим. Просьба в следующих задачах пытаться обобщать самостоятельно.
Задача 3. То же, если вместо площади — периметр.

Обсуждение: а за непрерывностью-то и в самом деле надо следить.
Задача 4 (теорема Борсука-Улама для окружности). Если функция непрерывна на окружности и на концах каждого диаметра принимает противоположные значения, то есть точка, где она обращается в 0.

Задача 4а. Если функция непрерывна на окружности, то есть диаметр, на концах которого она принимает одинаковые значения.
Задача 5. На плоскости дан выпуклый многоугольник. Докажите, что существует прямая, делящая пополам и его площадь, и его периметр.
Задача 6. На плоскости дан многоугольник. Докажите, что существуют две взаимно перпендикулярные прямые, делящие его площадь на четыре равные части.

Успели только до этого места. Задачу 6 решили далеко не все.
Задача 7. В 99 ящиках лежат яблоки и апельсины. Докажите, что можно так выбрать 50 ящиков, что в них окажется не менее половины всех яблок и не менее половины всех апельсинов.
Задача 8. Докажите, что у всякого многочлена нечетной степени с действительными коэффициентами есть хотя бы один действительный корень.
Для самостоятельного решения
Задача 9. Если имеются два блина, то существует прямая, делящая каждый блин на части равной площади.
Задача 10. Около любой замкнутой кривой на плоскости можно описать квадрат.
Задача 11. В 100 ящиках лежат яблоки и апельсины. Докажите, что можно так выбрать 34 ящика, что в них окажется не менее трети всех яблок и не менее трети всех апельсинов.
Задача 12. Диаметром конечного множества точек называется наибольшее из расстояний между ними. Докажите, что всякое конечное множество диаметра 1 можно накрыть правильным треугольником со стороной 
[image: image88.wmf]3

.
9 июля
9.00 – 11.00 Приложения теоремы Больцано-Коши
Продолжение обсуждения листка с прошлого занятия. Начали с обобщения задачи 2: многоугольник заменили произвольной ограниченной квадрируемой фигурой (блином), довольно долго разбирались с линией, в итоге поняли, что достаточно потребовать, чтобы при каких-то двух положениях линии с данной стороны от нее было, соответственно, меньше и больше половины площади блина; в частности, годится график любой непрерывной функции из 
[image: image89.wmf]R

 в 
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. Затем посмотрели, как обосновать непрерывность в задачах 2 и 6, разобрав попутно решение задачи 6. Потом (с подсказкой) решили задачу 7 «методом яблочного джема» (каждому ящику выделяется сектор окружности, пропорциональный количеству яблок в нем, потом крутится диаметр окружности), потом было рассказано решение с произвольной расстановкой ящиков по кругу, когда крутится сектор, содержащий половину всех яблок. Отметили, что это дает обобщение теоремы Борсука-Улама на случай произвольной инволюции окружности. Наконец, разобрали задачу 8, где принцип был понятен всем и сразу, но вызвало серьезные трудности доказательство оценки. В итоге оно было проведено нами в диалоге с учениками. Все заметно упростилось после перевода задачи на «денежный язык»: пусть у нас есть x2n+1 = x(x2n рублей и мы хотим купить 2n+1 вещей, стоящих a1x2n, …, a2nx, a2n+1 рублей — сколь большое x надо взять?
11.10 – 13.00 Неравенство Мюрхеда
Сначала взглянем на неравенства из задач 6, 7, 9, 11 из листка «Неравенства-1» (8 кл., 08.07.05). Там стоят однородные симметрические многочлены (с точностью до очевидных подстановок). Попытавшись написать их в диаграммном виде, натыкаемся на проблему коэффициентов, и из анализа задачи 10 (там же) видим, что нужно рассматривать правильную симметризацию. Нарисовав диаграммы ко всем упомянутым неравенствам, обращаем внимание на закономерность (мажоризация). Анализируем детально доказательство простейших примеров и понимаем, что графически это выглядит как скидывание кирпича, а алгебраически там везде происходит разложение на множители.

Определение. Пусть ( = ((1, (2, …, (n) — набор целых чисел, в котором (1 ≥ (2 ≥ … ≥ (n. Назовем симметризацией одночлена 
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 следующий многочлен:
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Набор ( = ((1 ≥ (2 ≥ … ≥ (n) мажорирует набор ( = ((1 ≥ (2 ≥ … ≥ (n), если 
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Обозначение: 
[image: image94.wmf]ab
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Теорема (неравенство Мюрхеда). Если набор ( = ((1, (2, …,(n) мажорирует набор ( = ((1, (2, …, (n), то C((x1, x2, …, xn) ≥ C((x1, x2, …, xn) для всех неотрицательных x1, x2, …, xn.

Упражнение 1. Нарисуйте пары диаграмм к разобранным задачам из конспекта прошлого года и проверьте мажорируемость для них.

Упражнение 2. Докажите, что 
[image: image95.wmf]ab
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 тогда и только тогда, когда ( получается из ( путем «сваливания кирпичей» в диаграмме Юнга.

Упражнение 3. Нарисуйте все диаграммы Юнга из n кирпичей в порядке убывания и расположите их в порядке мажоризации, где а) n = 4; б) n = 5.

Упражнение 4. Верно ли, что для любых двух невозрастающих наборов одинаковой длины с одинаковой суммой один из них мажорирует другой?

Задача 1. Докажите теорему методом «сваливания кирпичей».

Задача 2. Докажите, что для любых неотрицательных x1, x2, …, xn выполнено неравенство между средним арифметическим и средним геометрическим:
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Задача 3. Докажите неравенство 
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Задача 4. a1, a2, …, an > 0. Докажите, что  
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 для любого натурального k.

Для самостоятельного решения

Задача 5. Докажите, что 
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если a1, a2, …, an — положительные числа[image: image276.wmf][image: image277.wmf].

Задача 6. Докажите, что 
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 для положительных a, b.

Задача 7. Сформулируйте и докажите неравенство Мюрхеда для любых неотрицательных показателей.

На самом деле, в процессе обсуждения перед выдачей листка теорема Мюрхеда была сформулирована и доказана про «сбрасывание кирпичей», а не про условие мажоризации из листка, а уже после этого доказывалась равносильность двух определений мажоризации (упр. 2). Хорошая идея в доказательстве части «только тогда» — рассмотрение разности ( − ( и «отрицательных» кирпичей.
13.30 – 15.40 Аффинные отображения-4: частные виды
Косая симметрия
Косой симметрией называется композиция f(Sl(f–1, где f — аффинное преобразование плоскости. Напомним, что такая композиция называется отображением, сопряженным осевой симметрии Sl посредством преобразования f и обозначается (Sl)f. Прямая f(l) состоит из неподвижных точек косой симметрии (почему?) и называется ее осью.
Упражнение 1. Что и почему следует называть направлением косой симметрии? Дайте прямое определение косой симметрии 
[image: image101.wmf],
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 относительно прямой l в направлении прямой m.
Задача 2. Решите пример из листка «АО-2» с помощью косой симметрии. Нужные для этого свойства косой симметрии сформулируйте и докажите.

Назовем косым движением отображение, сопряженное движению посредством аффинного преобразования.
Упражнение 3. Докажите, что всякое косое движение раскладывается в композицию косых симметрий.

Эллиптический поворот

Эллиптическим поворотом называется отображение (
[image: image102.wmf]O
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)f, сопряженное повороту 
[image: image103.wmf]O

R

j

 посредством аффинного преобразования f.

Упражнение 4. Докажите, что всякий эллиптический поворот является композицией двух косых симметрий с пересекающимися осями.
Если поворачивать некоторую точку M вокруг точки O на всевозможные углы, образуется окружность. Напомним, что эта окружность называется орбитой точки M относительно группы RO всех поворотов вокруг точки O. Фиксируем аффинное преобразование f и рассмотрим группу (RO)f всех эллиптических поворотов, получающихся из поворотов группы RO сопряжением посредством преобразования f.
Упражнение 5. а) Докажите, что орбиты точек относительно группы (RO)f суть эллипсы с центром f(O). б) Докажите, что любой эллипс является орбитой некоторой группы эллиптических поворотов.
Задача 6. Решите задачи 9-11 листка «АО-3» с помощью эллиптического поворота.

Гиперболический поворот

Рассмотрим прямоугольную декартову систему координат xOy на плоскости. Прямым гиперболическим поворотом hk называется преобразование плоскости, переводящее каждую точку M(x,y) в точку M(kx,y/k), где k — фиксированное число, не равное 0.

Саша Лузгарев придумал замечательный способ подвести учеников к определению гиперболического поворота:. Надо заметить, что асимптоты должны переходить в себя (или друг в друга, но этот случай сводится к предыдущем композицией с симметрией относительно биссектрисы 1 и 3 координатных углов), начало координат — тоже, и потому на осях наше гипотетическое преобразование действует как пара гомотетий с центром в начале координат (мы уже доказывали, что аффинные преобразования прямой — это подобия). Дальнейшее очевидно.
Задача 7. Докажите, что прямой гиперболический поворот является аффинным преобразованием плоскости.

Задача 8. Докажите, что совокупность всех прямых гиперболических поворотов относительно данной системы координат xOy образует группу преобразований плоскости, где орбитами точек, не лежащих на координатных осях, служат гиперболы y = a/x.

Задача 9. Не используя метода координат, докажите, что: а) все касательные к гиперболе y = a/x отсекают от координатных осей треугольники одинаковой площади; б) точка касания делит гипотенузу любого из этих треугольников пополам. 
Для самостоятельного решения
Задача 10. Аффинное преобразование плоскости называется эквиаффинным, если оно сохраняет площади. Докажите, что всякое косое движение эквиаффинно.

Задача 11. Верно ли, что всякое эквиаффинное преобразование плоскости является косым движением?
Задача 12. Всякое ли нетождественное аффинное преобразование плоскости, имеющее прямую неподвижных точек, является косым сжатием?

Задача 13. Докажите, что при аффинном преобразовании гипербола переходит в гиперболу, парабола — в параболу.

Задача 14. Дайте определение параболического поворота.

Для преподавателей. Этот листок выдавался по частям с тем расчетом, чтобы ученики сами формулировали часть задач и даже определений. Например, после рассмотрения косой симметрии надо спросить, нельзя ли аналогичным путем доказывать аффинные свойства эллипса, а после рассмотрения эллиптического поворота поставить задачу определения гиперболического поворота. Именно в этом, а не в изучении частных видов АО, смысл занятия.
10 июля
9.00 – 11.20 Непрерывность-2: окружай и властвуй
Задача 1. В пространстве дан колобок. Докажите, что его тремя взаимно перпендикулярными плоскостями можно разрезать на 8 частей так, что 6 из них будут иметь объем, равный 1/8 объема колобка.

Эта задача должна быть поставлена в ходе беседа об обобщении задачи 6 предыдущего листка. Заодно заметить, что ее одномерный аналог — это сама теорема Больцано-Коши.
Задача 2 (теорема Борсука-Улама для сферы). Если на сфере заданы две непрерывные функции, каждая из которых на концах каждого диаметра принимает противоположные значения, то есть точка, где они обе одновременно обращаются в 0.

Задача 3. Докажите, что в любой момент времени на земном шаре есть две диаметрально противоположные точки, в которых равны как температура, так и давление.

Задача 4. Имеется бутерброд с колбасой и сыром. Докажите, что можно одним взмахом ножа поделить пополам хлеб, колбасу и сыр.
Задача 5. В 100 ящиках лежат яблоки, апельсины и бананы. Докажите, что можно так выбрать 51 ящик, что в них окажется не менее половины всех яблок, не менее половины всех апельсинов и не менее половины всех бананов.
Задача 6 (основная теорема алгебры). Всякий многочлен над 
[image: image104.wmf]C

 имеет комплексный корень.
Для самостоятельного решения
Задача 7. Назовем топологическим ежом сферу, в каждой точке которой растет игла длины 1. Причесать ежа — это расположить иглы так, чтобы каждая шла по касательной к сфере и направление иглы зависело от точки на сфере непрерывно. Докажите, что причесать топологического ежа невозможно.

11.35 – 13.00, 13.30 – 14.30 Игры: ним и все-все-все
(по материалам Кирилла Малькова)
Игра НИМ. На столе лежит несколько кучек, в каждой из которых — несколько спичек. Каждый игрок за один ход может взять несколько спичек из одной кучки (возможно, все). Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто выигрывает при правильной игре?

Игра в монеты. На столе выложен некоторый набор из следующих монет: 1, 2, 3, 4, 10, 15, 20, 50 копеек и рубль. Каждый игрок за один ход может взять любую из монет и разменять ее меньшими монетами, но на ту же сумму. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто выигрывает при правильной игре?

Игра НИМ является модельной. На игре в монеты хорошо видны идеи суммы игр, отбрасывания нулевых игр, а позднее — доказательство основной теоремы.

Определение 1. Пусть G и H — симметричные игры без ничьей. Их суммой назовем игру G(H со следующими правилами: каждый игрок за один свой ход может сделать ход в любой из игр G или H (но только в одной из них). Игра заканчивается, когда закончены обе игры. Проигрывает тот, кто не может сделать ход.

Упражнение 1. Нарисованы графы игр G и H. Как выглядит граф игры G(H?

Будем обозначать за 
[image: image105.wmf]n
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 ряд из n палочек в игре НИМ (другие обозначения: 
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, (n). Тогда произвольную игру НИМ из k кучек можно записать как 
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Назовем нулевой игрой игру, в которой выигрывает второй игрок. Мы будем обозначать такую игру 
[image: image108.wmf]0
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 (потерпим пока накладку обозначений).

Упражнение 2. Если H — нулевая игра, то результат игры G(H такой же, как и у игры G.

Упражнение 3. Докажите, что для любой игры G игра G(G нулевая.

Определение 2. Назовем игры G и H равными, если игра G(H нулевая.

Упражнение 4. Докажите, что отношение равенства игр является отношением эквивалентности.

Упражнение 5. Докажите, что 
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Обозначение. n1, n2, …, nk (
[image: image110.wmf]N

. Обозначим через mex(n1, n2, …, nk) минимальное натуральное число, не встречающееся среди чисел n1, n2, …, nk.

Лемма. Если все игры, которые могут получиться после хода первого игрока, равны 
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, то первоначальная игра равна mex(
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Определение 3. Игра G называется ограниченной, если существует натуральное число N такое, что G кончится не более, чем за N ходов.

Основная теорема. Пусть G — симметричная ограниченная игра без ничьей. Тогда 
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 для некоторого целого неотрицательного n.

Упражнение 6. Приведите пример конечной игры, не равной ни одной из игр 
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14.40 – 15.40 Разложения и композиции 

Разложения

Задача 1. Назовем правильную дробь хорошей, если ее знаменатель — это степень простого числа, а ее числитель меньше этого простого числа. Докажите, что всякую правильную дробь можно представить в виде суммы хороших дробей, и притом единственным образом.

Обсуждение. Задача была прошлым летом. Разбираем ее решение постепенным разложением дроби на простейшие. Заодно, вспоминая прошлый год, исправляем ошибку в формулировке. Если сложится, переносим результат на случай многочленов.

Вот еще два результата из нашей прошлогодней программы.

Теорема. Всякое движение плоскости раскладывается в композицию осевых симметрий.

Теорема. Всякую перестановку множества {1,2,…,n} можно получить рядом последовательных транспозиций.

А вот результат из школьного курса геометрии: 
Теорема. Если векторы a и b на плоскости неколлинеарны, то всякий вектор c на той же плоскости можно представить в виде xa+yb, причём числа x и y определены однозначно.

Кстати, как выглядит аналогичное утверждение в пространстве?

Что общего между этими фактами и разобранной в начале задачей? Обсуждая, выходим на общее определение.

Определение 1. Пусть на множестве M заданы одна или несколько операций (такие множества с операциями называются алгебраическими системами). Подмножество N ( M называется системой образующих для (M, (), если всякий элемент множества M можно выразить через элементы множества N с помощью данных операций. Соответствующее выражение называется разложением элемента m по данной системе образующих.

Упражнение 1. Где в задаче про 101 корову возникают система образующих и разложение по ней?

Во всех рассмотренных выше задачах и теоремах мы именно раскладывали по системе образующих: брали элемент из M и, «отщипывая» от него элементы из N. постепенно приводили к нужному виду. Но нередко поступают по-другому: «собирают» нужный элемент из «конструктора» — системы образующих. Такая деятельность называется композицией.

Композиции

Упражнение 2. Докажите китайскую теорему об остатках методом композиции.

Обсуждаем доказательство. Вспоминаем еще одну прошлогоднюю задачу, решавшуюся этим методом: про 2048 чисел по кругу.

Задача 2. Найдите квадратный трехчлен f(x), если f(0) = 3, f(1) = 2 f(2) = 2. Постарайтесь решить задачу несколькими способами.

Обсуждение. Три способа: вычесть 2 и разложить на множители, перейти к линейной системе для коэффициентов и использовать метод Лагранжа. Преимущества и недостатки каждого метода.

Задача 3. Найдите многочлен f(x) n-ой степени, если f(x1) = a1, …, f(xn+1) = an+1. Сколько существует таких многочленов?

Обсуждение. Существование решения и его единственность. В чем причины? Чем метод Лагранжа выгоднее составления линейной системы?
Определение 2. Система образующих, по которой любой элемент данной алгебраической системы можно разложить единственным образом, называется базисом этой алгебраической системы.

Упражнение 3. В каких из рассмотренных выше примеров система образующих является базисом?

Задача 4 (интерполяционный многочлен Ньютона) Покажите, что система 1, x–x1, (x–x1)(x–x2), …, (x–x1)…(x–xn) является базисом в пространстве всех многочленов степени не выше n с операциями сложения многочленов и умножения многочленов на числа и придумайте алгоритм, позволяющий с ее помощью строить многочлен, принимающий в данных точках x1, …, xn, xn+1 данные значения y1, …, yn, yn+1.

Задача 5. Даны треугольник ABC и точка M. Докажите, что
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Для самостоятельного решения

Задача 6. Покажите, что гомотетии и движения плоскости составляют систему образующих группы всех ее подобий.

Задача 7. Есть ли у группы всех движений плоскости конечная система образующих?

Задача 8. Имеется 2006 ящиков. В каждом лежит некоторое число монет. Разрешается выбрать любой 1991 ящик и добавить в каждый из выбранных ящиков по монете. Докажите, что такими операциями можно уравнять число монет в ящиках.

Задача 9. Докажите, что для различных a,b,c,d 
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11 июля
9.00 – 12.00 Векторные пространства
Сначала разобрали остаток листочка «Разложения и композиции». Потом перешли к векторными пространствам.

Системы образующих и подпространства

Определение 1. Векторным пространством над полем K называется множество V с заданными на нем операциями сложения его элементов и умножения их на элементы поля K, причем V с операцией сложения — коммутативная группа, а операция умножения на элементы поля K обладает следующими свойствами: (x+y)a = xa+ya; x(a+b) = xa+xb; x(ya) = (xy)a; 1a = a. Элементы векторного пространства называют векторами. Подмножество векторного пространства, которое само является векторным пространством с теми же операциями, называется его подпространством.

Ниже мы для краткости будем рассматривать векторные пространства над полем R, но все полученные результаты вместе с доказательствами без изменений переносятся на поля над произвольным полем.
Примеры векторных пространств: векторы на плоскости (векторная плоскость), векторы в пространстве, многочлены степени не выше данной, все многочлены, все отображения данного множества в R (иными словами — все числовые функции, заданные на нашем множестве). Когда в R отображается множество {1,…,n}, эти отображения можно трактовать, как n-ки действительных чисел (x1,…, xn), а когда отображается множество N — как бесконечные числовые последовательности 
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Упражнение 1. Опишите все подпространства векторной плоскости.
Примеры предлагаются учениками и обсуждаются в беседе. После этого предлагается дать для векторных пространств определения системы образующих и базиса. Листочки пока не раздаются.
Определение 2. Подмножество S векторного пространства называется системой образующих этого пространства, если всякий его вектор можно представить в виде x1a1+…+xnan, где a1,…, an ( S. Выражение x1a1+…+xnan (а также, в зависимости от контекста, и его значение) называется линейной комбинацией векторов a1,…, an.

Здесь были розданы листочки.

Упражнение 2. Существуют ли конечные системы образующих: а) в пространстве всех многочленов степени, не превосходящей n; б) в пространстве всех многочленов; в) в пространстве всех бесконечных числовых последовательностей?
Определение 3. Пусть S — произвольное подмножество векторного пространства V. Линейной оболочкой множества S в пространстве V называется совокупность V(S) всех линейных комбинаций векторов из S.
Предложение 1. Линейная оболочка V(S) является подпространством пространства V, содержащим множество S. При этом всякое подпространство пространства V, содержащее S, содержит и V(S) (по этой причине V(S) называют ещё подпространством, натянутым на множество S).

Упражнение 3. V1 и V2 — подпространства векторного пространства V. Найдите: а) наибольшее подпространство, содержащееся в V1 и V2; б) наименьшее подпространство, содержащее V1 и V2.

Базисы и размерность

На занятии 11 июля из этого раздела были разобраны предложение 2 и основная часть доказательства теоремы 1 (перескок через предложения 3 и 4 объясняется тем, что теорема 1 доказывается аналогично разобранному уже доказательству бесконечномерности пространства числовых последовательностей). Остальное разбиралось на занятии 13 июля.
Определение 4. Система образующих S векторного пространства называется его базисом, если всякий вектор пространства представляется в виде линейной комбинации векторов из S единственным образом.
Предложение 2. Пусть S — семейство векторов векторного пространства V. Докажите равносильность следующих утверждений: а) никакой вектор из V нельзя выразить через векторы из S двумя разными способами; б) никакой вектор из S нельзя выразить через остальные; в) если линейная комбинация векторов из S равна нулевому вектору, то все ее коэффициенты равны 0.
Определение 5. Семейство векторов, обладающее свойствами, описанными в предыдущем упражнении, называется линейно независимым, а не обладающее — линейно зависимым. 

Предложение 3. Докажите следующие свойства линейной независимости и зависимости: а) если семейство векторов линейно независимо, то линейно независима и любая его часть; б) если семейство векторов линейно зависимо, то линейно зависимо и любое содержащее его семейство; в) если линейно независимое семейство векторов не является базисом векторного пространства, к этому семейству всегда можно добавить вектор так, чтобы оно осталось линейно независимым.

Предложение 4. Докажите равносильность следующих утверждений. а) S — базис пространства V; б) S — линейно независимая система образующих пространства V; в) S линейно независимо, но теряет это свойство при добавлении любого вектора из V; г) S — система образующих пространства V, но теряет это свойство при удалении любого вектора.

Таким образом, базис векторного пространства можно описать, с одной стороны, как минимальную систему образующих, а с другой — как максимальную линейно независимую систему. Находясь на стыке двух почти не сочетаемых качеств, базисы наследуют свойства обоих.
Теорема 1 (о линейной независимости и линейных комбинациях). Любое подмножество линейной оболочки n векторов, состоящее более чем из n векторов, линейно зависимо.
Следствие (об инвариантности размерности). Если в векторном пространстве есть базис, состоящий из конечного числа векторов, то все остальные его базисы состоят из того же числа векторов.

Определение 6. Векторное пространство, имеющее конечный базис, называется конечномерным, а число векторов в каждом из его базисов — его размерностью. Размерность пространства V обозначается dim V. Если в векторном пространстве нет конечного базиса, оно называется бесконечномерным.

Упражнение 4. В бесконечномерном векторном пространстве есть бесконечная линейно независимая система векторов.

Упражнение 5. Какие из рассматривавшихся на этом занятии пространств конечномерны? Какова размерность каждого из них?

Предложение 5. а) Из любой системы образующих конечномерного векторного пространства можно удалить часть векторов так, чтобы оставшиеся образовывали базис. б) К любой линейно независимой системе векторов конечномерного векторного пространства можно добавить векторы так, чтобы получился базис.

Теорема 2. Размерность собственного (не совпадающего со всем пространством) подпространства конечномерного пространства меньше размерности пространства.

Теорема 3 (Грассман). Докажите, что если V1 и V2 — подпространства векторного пространства V, а W — линейная оболочка их объединения, то dim V1+ dim V2 = dim W+ dim (V1(V2).
Внутренний матбой
1. Дан кубический четырёхчлен x3+ax2+bx+c с действительными коэффициентами. Докажите, что если найти его значения при четырёх различных целых значениях x, то модуль хотя бы одного из найденных значений будет больше 1/2.
2. Имеется куча из 2007! камней. Играют двое. За один ход из кучи разрешается взять не более, чем 1/2007 часть оставшихся в ней камней. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто выигрывает при правильной игре?
3. Квадрат разрезан на прямоугольные треугольники с катетами 1 и 2. Докажите, что число треугольников четно.
4. Кронциркуль – это инструмент, похожий на циркуль, но на концах его две иголки. Он позволяет только замерять расстояния между двумя произвольными точками и откладывать это расстояние на уже проведенной прямой. С помощью кронциркуля и линейки опустите перпендикуляр из данной точки на данную прямую.
5. На лбах у трех мудрецов написано по натуральному числу, причем число у одного равно сумме чисел у двух других (мудрецы это знают, но не знают, у кого именно). Мудрецы уселись так, что каждый видит числа у двух других, и между ними произошел такой разговор. Первый: «Я не знаю своего числа». Второй: «Я не знаю своего числа». Третий: «Я не знаю своего числа». Первый: «У меня на лбу число 50». Какие числа на лбах у второго и третьего?
6. Положим sk(n) = 1k+…+nk (n,k (
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). Для каждого натурального k существует такое натуральное m, что msk(n) делится на s1(n) при любом натуральном n. Докажите.
7. Решите в простых числах уравнение p2–p+1 = q3.
8. Является ли последовательность последних ненулевых цифр числа n! периодической (возможно, с предпериодом)?
ПРОТОКОЛ МАТБОЯ
Команда 
Крик мухи:

        
       Команда Обобщенный Екатеринбург:

1. Серафим Чекалкин (Москва)          (К)
1. Иван Бажов (Екатеринбург)         (К)
2. Егор Фоминых (Красноярск)           (З)
2. Дмитрий Корб (Омск)                    (З)
3. Евгений Горинов (Киров)
3. Александр Блинов (Омск)
4. Александр Пешнин (Киров)
4. Михаил Харитонов (Московская обл.)
5. Павел Поглазов (Киров)
5. Валерий Селищев (Барнаул)
6. Александр Макарец (Харьков)
6. Алексей Шамшурин (Ижевск)
7. Михаил Карпухин (Ульяновск)
7. Сергей Шарахов (Ижевск)
Конкурс капитанов (текст задачи): Баба-Яга сидит перед кучей яиц и нумерует их, начиная с единицы. Как только на очередном яйце записывается номер, кратный четырем, так в куче возникает еще одно новое яйцо. Баба-Яга закончила свое дело, поставив на последнем яйце номер 2006. Сколько яиц было у нее первоначально ?
Победил капитан команды «Крик мухи»

Ход боя

	Время
	Докладчик/оппонент
	Баллы
	Вызов
	Баллы
	Докладчик/оппонент
	Жюри

	15.15
	Горинов
	12
	( 1
	0
	Бажов
	0

	15.25
	Карпухин
	0
	4 (
	12
	Шамшурин
	0

	15.32
	Фоминых
	12
	( 2
	0
	Корб
	0

	15.37
	Чекалкин *
	0
	отказ от вызова

3
	12
	Селищев *
	0

	
	Итоговый результат:
	24


	
	24
	
	48


Жюри: И. Рубанов (Киров), А. Лузгарев (С.-Пб), И. Семушин (Москва), О. Балашов (Дублин)

13 июля
9.00 – 11.10 Векторные пространства
Продолжение разбора листка от 11 июня. Разобрано все, кроме теорем 2 и 3 (доказанных самостоятельно примерно половиной учеников).

11.15 – 13.00 Игры: как складываются нимберы
Задача 1 (игра в серебряный доллар без доллара). В клетках бесконечной клетчатой полосы высоты 1 расположено несколько монет. За один ход каждый игрок может подвинуть любую монету, кроме самой левой, влево на любое число клеток, не перепрыгивая через другие монеты. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто выигрывает при правильной игре?

Определение. Пусть a и b — два неотрицательных целых числа. Запишем их в двоичной системе счисления и сложим поразрядно (по правилам 1+1 = 0+0 = 0, 1+0 = 0+1 = 1 без переносов в старшие разряды). Эта операция называется поразрядной двоичной суммой (или побитовой суммой, результат обозначается a +2 b). Оказывается, именно так складываются нимберы:

Теорема. 
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Таким образом, для сложения нимберов достаточно знания двух правил:

1. Два одинаковых числа всегда дают в ним-сумме 0

2. Если из двух разных чисел большее является степенью двойки, то их ним-сумма совпадает с обычной суммой.

Таким образом, при игре в ним удобно мысленно разбивать кучки на степени двойки, находить максимальную непарную степень двойки и своим ходом разбивать ее так, чтобы она «уничтожила» все меньшие непарные степени двойки. 

Задача 2 (игра PRIM). Игра начинается с натурального числа n, каждым ходом игроки вычитают из него любое натуральное число, взаимно простое с ним, так, чтобы результат остался натуральным. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Каков нимбер этой игры?

Задача 3 (игра DIM). Игра начинается с натурального числа n, каждым ходом игроки вычитают из него любое натуральное число, являющееся делителем n, меньшим n (но из 1 можно вычесть 1, так что 0 — выигрышная позиция. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Каков нимбер этой игры?

Задача 4. а) Что произойдет в игре PRIM, если мы разрешим вычитать 1 из 1? б) Что произойдет в игре DIM, если мы запретим вычитать 1 из 1?

Задача 5. На окружности лежит n точек. За один ход разрешается соединить какие-нибудь две точки хордой, не имеющей общих точек с уже проведенными. Проигрывает тот, кому некуда ходить. Кто выигрывает при правильной игре?
13.30 – 15.30 Теорема Вейерштрасса
Задача 1. Докажите, что среди всех эллипсов, описанных около данного треугольника, наименьшую площадь имеет тот, у которого касательные в вершинах треугольника параллельны противолежащим его сторонам.
Упражнение 1. Докажите, что эллипс с указанными в задаче 1 свойствами у каждого данного треугольника существует и единственен.

Такой эллипс называется описанным эллипсом Штейнера данного треугольника.
Упражнение 2. Покажите, что задача 2 равносильна каждой из следующих задач:

(а) наименьшее отношение площади описанного круга к площади треугольника достигается для правильного треугольника;

(б) среди всех треугольников, вписанных в данную окружность, наибольшую площадь имеет правильный.

Штейнер, доказывая б), рассуждал бы примерно так: «Если в треугольнике ABC, вписанном в окружность, AB ( BC, то, заменим вершину B на середину меньшей из дуг AC, получим вписанный треугольник большей площади. Поэтому никакой треугольник, кроме правильного, наибольшую площадь иметь не может. Значит, наибольшую площадь среди вписанных имеет правильный треугольник.» Увы, правильный вывод из проведенного рассуждения звучит несколько иначе: «Если треугольник наибольшей площади среди вписанных существует, то он правильный». Интуитивная очевидность существования треугольника наибольшей площади не отменяет необходимости доказательства этого факта. Первым шагом на этом пути является
Теорема Вейерштрасса. Непрерывная числовая функция, заданная на отрезке [a, b], достигает на этом отрезке своих максимума и минимума.
Определение. Верхней гранью числового множества X называется всякое число, которое не меньше любого числа из X. 
Упражнение 4. Если у числового множества X есть верхние грани, то среди них есть наименьшая.

Наименьшая из верхних граней множества X называется точной верхней гранью supX (читается: супремум X). Если у множества X нет верхних граней, то полагают supX = +(.

Пусть f: [a, b] ( 
[image: image124.wmf]R

 — непрерывная функция,. Назовем подмножество X ( [a, b] хорошим, если супремум значений функции f на нем таков же, как на всем отрезке: sup{f(x) | x ( X} = sup{f(x) | x ( [a, b]}.
Упражнение 5. Докажите, что если отрезок [a, b] поделен точкой на два, то хотя бы один из этих двух — хороший. Выведите отсюда, что существует бесконечная последовательность вложенных хороших отрезков, где каждый следующий вдвое короче предыдущего.
Задача. Пусть x0 — общая точка вложенной последовательности отрезков из упражнения 5. Докажите, что f(x0) = sup{f(x) | x ( [a, b]}. Выведите отсюда теорему Вейерштрасса.
14 июля
9.00 – 12.00 Изоморфность векторных пространств. Формула Бине.
Вначале разобрали теоремы 2 и 3 из предыдущего занятия, обсудили теорему 3 для случая, когда пересечение подпространств — нулевое, дали определение прямой суммы векторных пространств и обсудили его геометрический смысл.
Изоморфность векторных пространств
Определение 1. Отображение векторных пространств (над одним и тем же полем), сохраняющее операции над векторами, называется линейным. Биективное линейное отображение называется изоморфизмом, а связанные им векторные пространства —изоморфными.

Упражнение 1. Докажите, что изоморфность векторных пространств — отношение эквивалентности.
Упражнение 2. Постройте не менее двух различных изоморфизмов между пространством всех многочленов над 
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 степени не выше n–1 и пространством 
[image: image126.wmf]n

Q

.

Теорема. Два конечномерных пространства над одним полем 
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 изоморфны тогда и только тогда, когда их размерности равны. В частности, любое пространство размерности n изоморфно пространству 
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Уточненное определение базиса. Базисом векторного пространства называется упорядоченная система векторов, по которой всякий вектор пространства можно разложить единственным образом. Коэффициенты при разложении вектора по базису называются его координатами в этом базисе.
Формула Бине
Как известно, числа Фибоначчи задаются рекуррентной формулой (n+2 = (n+(n+1 при (1 = (2  =1. Попробуйте-ка вычислить 2006-й член. Захотите программировать — триллионный член попрошу вычислить! Хорошо бы иметь явную формулу, но как ее найти?

Проведем компьютерный эксперимент: вычислим (n+1/(n для n = 1, …, 30. Видно, что последовательность стремительно стабилизируется. Получается, что числа Фибоначчи с ростом n начинают вести себя как геометрическая прогрессия. Но все же они — не геометрическая прогрессия. Однако, имеет смысл поискать «похожие» прогрессии. 

Назовем обобщенной последовательностью Фибоначчи (ОПФ) всякую числовую последовательность, у которой каждый член, начиная с третьего, равен сумме двух других.

Лемма 1. Все ОПФ образуют векторное пространство — подпространство пространства всех числовых последовательностей.

Лемма 2. Если две ОПФ совпадают в двух первых членах, то они совпадают во всех членах.

Лемма 3. Пространство всех ОПФ имеет размерность 2.

Задача 1. Найдите две ненулевые геометрические прогрессии, являющиеся ОПФ и покажите, что они линейно независимы.

Задача 2. Разложите ряд Фибоначчи по базису, составленному из двух найденных в предыдущей задаче геометрических прогрессий.

Полученная формула называется формулой Бине.
Задача 3. Сколькими различными способами можно разрезать клетчатую полоску 2(2006 на прямоугольники из двух клеток?

Для самостоятельного решения

Задача 4. В системе образующих пространства всех многочленов нет многочлена степени 2006. Докажите, что там есть два многочлена одинаковой степени.

Задача 5. Докажите, что совокупность из любого конечного числа попарно различных геометрических прогрессий линейно независима в пространстве всех числовых последовательностей.

Задача 6. Рекуррентная последовательность задана условиями an+3 = 3an+2 +10an+1 – 24an (n ( 1), a1 = a2 = 3, a3 = 11. Выразите an через n.

Задача 7. Найдите линейное рекуррентное соотношение, которому удовлетворяли бы последовательности an = 2n и bn = 3n.
Линейные системы: обязательное домашнее задание к 15.07

Определение 1. Линейной системой называется система линейных уравнений вида 
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 (*). Таблица 
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 называется матрицей системы (*). Система (*) называется однородной, если все ci равны 0, и неоднородной в противном случае. Решением системы (*) называется всякая строка (x1, …, xn), составленная из чисел, обращающих все уравнения в (*) в верные равенства.

Мы уже доказывали, что любую систему вида (*) можно равносильными преобразованиями привести к трапециидальному виду:
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где 
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. Заметим, что на практике это гораздо удобнее делать не подстановкой, а вычитанием уравнений друг из друга.

Упражнение 1. Приведите к трапециидальному виду систему 
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и найдите все ее решения. Сделайте это двумя различными способами.

Заметим, что переменная может оказаться свободной или зависимой в зависимости от способа приведения системы к трапециидальному виду (покажите это!). Но число свободных переменных оказалось тем же. Случайность ли это?
Упражнение 2. Докажите, что все решения однородной линейной системы с n неизвестными образуют подпространство в пространстве всех строк длины n. Как связано с этим пространством число свободных переменных?

12.15 — 13.00, 13.30 – 14.30 Теорема Холла

Определение. Граф называется двудольным, если множество его вершин разбито на две части (доли) так, что вершины любого ребра принадлежат разным долям. Паросочетанием называется набор ребер, в котором никакие два ребра не имеют общих вершин. Максимальным паросочетанием называется паросочетание с максимальным количеством ребер.

Теорема Холла. Дан двудольный граф. Известно, что для каждого набора из k вершин первой доли из них в совокупности ребра выходят не менее чем в k различных вершин второй доли. Докажите, что максимальное паросочетание содержит ребер ровно столько, сколько вершин в первой доле.

Переформулировка (лемма о девушках). Пусть некоторые из юношей знакомы с некоторыми из девушек. Известно, что для всех k, k = 1, 2, …, n объединение любых k юношей знакомы по крайней мере с k девушками. Тогда все юноши могут выбрать себе по невесте из числа своих знакомых.

Определение. Вершинным покрытием некоторого набора ребер графа называется множество вершин таких, что любое ребро из набора имеет вершину из покрытия. Минимальным вершинным покрытием называется вершинное покрытие с минимальным количеством вершин.

Теорема Кёнига. Число ребер в максимальном паросочетании в двудольном графе равно числу вершин в минимальном вершинном покрытии всех ребер.

Переформулировка. На бесконечной клетчатой доске стоят ладьи. Рядом называется строка или столбец. Оказалось, что N — минимальное  число рядов, которые содержат все ладьи. Докажите, что можно выбрать N ладей, не бьющих друг друга.
После вступительного слова и раздачи листочков ученики разделились на три подгруппы, в каждой из которых под руководством одного из преподавателей разбиралось одно из трех доказательств теоремы Холла, приведенных в книге Р. Дистеля «Теория графов»: через теорему Кёнига, увеличивающие пути и индукцией по числу юношей. После обеда представители групп излагали доказательства у доски. Задачи удалось немного порешать только в самой сильной подгруппе, занимавшейся теоремой Кёнига, где были разобраны задачи 1 и 2.
Задача 1. В каждой строчке и в каждом столбце таблицы 8(8 стоит ровно 3 фишки. Докажите, что из них можно выбрать восемь — по одной в каждой строке и в каждом столбце.

Задача 2. Квадратный лист бумаги разбит на сто многоугольников одинаковой площади с одной стороны и на сто других той же площади с обратной стороны. Докажите, что этот квадрат можно проткнуть ста иголками так, что каждый из двухсот многоугольников будет проткнут по разу.

Задача 3. Пусть F = {E1, E2, …, En} — набор конечных подмножеств множества E. Множество S = {s1, s2, …, sn} различных элементов из E такое, что si принадлежит Ei при любом i, назовем трансверсалью. Докажите, что трансверсаль существует тогда и только тогда, когда объединение любых k подмножеств из набора F содержит не менее k элементов множества E (при любом натуральном k от 1 до n).

Задача 4. Из шахматной доски вырезали 7 клеток. Докажите, что на оставшиеся клетки можно поставить 8 не бьющих друг друга ладей.

Задача 5. Изменим формулировку теоремы Холла: теперь известно, что любые k юношей знакомы по крайней мере с k ( d девушками. Докажите, что тогда хотя бы k ( d юношей могут выбрать себе невесту из числа знакомых.

Задача 6. а) Прямоугольник m×n называется латинским прямоугольником если он заполнен натуральными числами от 1 до n так, что в каждом столбике и каждой  строчке стоят разные числа. Докажите, что латинский прямоугольник можно дополнить до латинского квадрата n×n.

б) В прямоугольнике m×n расставлены числа от 1 до m так, что каждое  из них встречается ровно n раз. Докажите, что можно осуществить такую перестановку в каждой строчке, чтобы все числа встречались по одному в каждом столбце.

Задача 7. На улице Болтунов живут n юношей и n девушек, причем каждый юноша знаком с k девушками, а каждая девушка — с k юношами. Докажите, что юноши и девушки могут звонить друг другу по телефону так, чтобы за k часов каждый поговорил с каждым из своих знакомых по часу.

Задача 8. На конференцию приехали 300 математиков, каждый знает 3 языка из 5 разрешенных на конференции. Докажите, что их можно разбить на три секции по 100 человек, говорящих на одном языке.

Задача 9. Докажите, что из 51 натурального числа от 1 до 100 можно выбрать 6 чисел так, что любая пара будет отличаться в обоих разрядах.

14.40 – 15.40 Лекция Николая Андреева о развертках многогранников и расположении точек на сфере
15 июля
9.00 – 11.10 Линейные системы (продолжение)
Упражнение 3. Найдите все решения неоднородной линейной системы


[image: image134.wmf]1234

1234

1234

1234

23410

247922

36101332

48141844

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

+++=

ì

ï

+++=

ï

í

+++=

ï

ï

+++=

î


Определение 2. Пусть W — подпространство векторного пространства V. Два вектора из V называются сравнимыми по модулю W, если их разность принадлежит W.

Упражнение 4. Докажите, что сравнимость по модулю W является отношением эквивалентности.
Классы эквивалентности по этому отношению называются смежными классами пространства V по модулю W. Фактормножество, состоящее из всех смежных классов, обозначается V/W.

Теорема 1. Докажите, что множество решений любой линейной системы над полем K либо пусто, либо является смежным классом пространства Kn по модулю пространства W решений однородной системы, получающейся заменой всех элементов в правых частях уравнений нулями. Докажите, что так можно получить всякий смежный класс из Kn/W.
Тут — разговор о геометрическом смысле смежных классов.
Теорема 2. У неоднородной системы над бесконечным полем либо нет решений, либо одно решение, либо бесконечно много решений.

Теорема 3. Если линейная система с рациональными коэффициентами и свободными членами имеет какое-то решение, то она имеет решение в рациональных числах.
Приложения.
[image: image278.wmf]Задача 1. На рисунке приведено разрезание прямоугольника на квадраты. Зная, что сторона наименьшего квадрата равна 3, найдите стороны остальных квадратов.
Задача 2. В квадратной таблице n(n расставлены числа так, что каждое число внутри таблицы равно среднему арифметическому четырех своих соседей.

а) Докажите, что если все числа у края таблицы неотрицательны, то и все числа в таблице неотрицательны.

б) Докажите, что если все числа у края таблицы равны нулю, то и все числа в таблице равны нулю.

в) Докажите, что если все числа у края таблицы рациональны, то и все числа в таблице рациональны.

г) Докажите, что для произвольной расстановки чисел у края таблицы существует единственное заполнение внутренней части таблицы.

Задача 3. На отрезке [0,1] отмечены концы, а также конечное число точек внутри. Известно, что любая внутренняя отмеченная точка лежит ровно посередине между какими-нибудь отмеченными точками. Докажите, что все отмеченные точки рациональны.
Задача 4. а) Система с целыми коэффициентами имеет решение в положительных действительных числах. Докажите, что она имеет решение в положительных рациональных числах.
б) Прямоугольник можно разрезать на квадраты. Докажите, что его можно разрезать на равные квадраты.
Для самостоятельной работы
Задача 5. а) Пусть W — подпространство векторного пространства V. Покажите, что фактормножество V/W является векторным пространством с естественно определенными операциями (факторпространство V по W).

б) Докажите, что dimV = dimW+dim(V/W).

в) Докажите, что если W — пространство всех решений однородной линейной системы над полем K, то dim(Kn/W) равно числу зависимых переменных системы.
11.10 – 13.00, 13.35 – 14.35 Компактность

Наша ближайшая задача — распространить теорему Вейерштрасса на случай плоских фигур.
Определение 1. Отображение f: X ( 
[image: image135.wmf]R

 плоской фигуры называется непрерывным, если для всяких точки x ( X и интервала (a, b), содержащего точку f(x), найдется такой круг K с центром в точке x, что f(K(X) ( (a, b).
Теперь мы можем поставить задачу точно: какими свойствами должна обладать плоская фигура Х, чтобы всякая непрерывная числовая функция f: X ( 
[image: image136.wmf]R

 достигала своих максимума и минимума? Чтобы понять это, попробуем перенести на случай плоской фигуры доказательство теоремы Вейерштрасса. Надо что-то делить пополам. Подойдет прямоугольник, и должен найтись такой, который содержит нашу фигуру. Иначе говоря, она должна быть ограниченной. Заметим, что приняв такое требование, мы ничего не теряем.

Упражнение 1. Покажите, что для неограниченной плоской фигуры теорема Вейерштрасса неверна.

Отрезок мы делили пополам, прямоугольник будем делить на четыре части.

Упражнение 2. По аналогии с доказательством теоремы Вейерштрасса определите хорошие прямоугольники и постройте их вложенную стягивающуюся последовательность. Сформулируйте и докажите аналог аксиомы Кантора для плоскости и определите точку x0.

Упражнение 3. Постройте пример, когда точка х0 не принадлежит X.

А нам надо, чтобы принадлежала! Заметим, что в любой близости от нее есть точки из X.
Определение 3. Множество X на плоскости называется замкнутым, если всякая точка, в любой близости от которой есть точки из X, принадлежит X.

Упражнение 4. Какие из следующих множеств замкнуты: окружность; полуплоскость; круг с граничной окружностью; круг без граничной окружности; множество всех решений уравнения x3–y3 = 1 на координатной плоскости?

Определение 4. Замкнутая и ограниченная плоская фигура называется компактной.

Теорема Вейерштрасса для плоскости. Всякая числовая функция, определенная и непрерывная на компактной плоской фигуре, достигает своих максимума и минимума.

Задача 1. а) Даны компактная плоская фигура X и точка A. Докажите, что среди точек фигуры X есть точка, ближайшая к точке А. б) Докажите, что если точка A не принадлежит компактной выпуклой плоской фигуре X, то существует прямая, от которой A и X лежат по разные стороны.

В задаче об эллипсе Штейнера совокупность всех вписанных в окружность треугольников не является подмножеством плоскости. Ничего страшного. Сопоставим каждому треугольнику ABC, где A(a, b), B(c, d), C(e, f), упорядоченную шестерку чисел (a, b, c, d, e, f), которую назовем его изображением. Изображения всех треугольников, вписанных в данную окружность, образуют некоторую фигуру X ( 6.

Часть листка до этого места была выдана после того, как в результате обсуждения того, как перенести доказательство теоремы Вейерштрасса на случай плоских фигур, была сформулирована теорема Вейерштрасса для плоскости. Вторая половина листка выдавалась тем, кто сдал доказательство теоремы и решение обоих пунктов задачи 1. Сильнейшие в итоге продвинулись до задачи 6 включительно.
Определение 5. Расстоянием между точками (a, b, c, d, e, f) и (a1, b1, c1, d1, e1, f1) в 6 называется число 
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. Шаром радиуса r с центром в точке M ( 6 называется множество всех точек из, удаленных от M меньше, чем на r.

Упражнение 5. Определите понятия, нужные для формулирования и доказательства теоремы Вейерштрасса для 6: а) непрерывное отображение f: X ( 
[image: image138.wmf]R

, где X(6; б) шестимерный параллелепипед; в) замкнутость и ограниченность в 6.

Задача 2. Сформулируйте и докажите теорему Вейерштрасса для фигур в 6.

Задача 3. Докажите, что среди всех треугольников, вписанных в данную окружность, существует треугольник наибольшей площади.

Задача 4. Докажите, что среди всех треугольников, описанных около данной окружности, существует треугольник наименьшей площади. Выведите из этого результат задачи 15 листка об эллипсе (о вписанном эллипсе Штейнера).
Задача 5. Сформулируйте и докажите теорему Вейерштрасса для фигур в n для произвольного натурального n, дав предварительно все нужные для этого определения.

Задача 6. Найдите n-угольник наибольшей площади среди всех n-угольников, вписанных в данную окружность.
Для самостоятельного решения

Задача 7. Докажите, что среди полос, целиком покрывающих данную ограниченную плоскую фигуру, есть полоса наименьшей ширины.
Задача 8. Докажите, что компактная выпуклая плоская фигура совпадает с пересечением всех своих опорных полуплоскостей.
Задача 9. Выведите из теоремы Вейерштрасса для n неравенство между средним арифметическим и средним геометрическим.
Задача 10. Докажите, что среди всех n-угольников данного периметра наибольшую площадь имеет правильный.

14.45 – 15.30 Прием и разбор задач из листка «Теорема Холла»
Разобраны задачи 2-5, задачи 6-9 оставлены для самостоятельного решения.
16 июля
9.00 – 10.15 Занятие С.В.Востокова «Такие непростые простые числа»
Три доказательства теоремы о бесконечности множества простых чисел: через взаимную простоту чисел Ферма 
[image: image139.wmf]2
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, простые числа Мерсенна, и из топологических соображений (доказательство Фюрстенберга: открытыми в 
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 считаются множества, которые вместе с каждым числом содержат некоторую арифметическую прогрессию, куда входит это число; если количество простых чисел конечно, множество {–1, 1} оказывается открытым, хотя все открытые бесконечны).
10.30 – 11.30 Подведение итогов по листку «Компактность» и разбор задач 11 из листка «АО-1» и 6 из листка «АО-2».
С 11.30 матбои.
Матбой профи-8 – профи-9
1. В графе между любыми двумя вершинами есть путь по не более чем n-1 ребру, а минимальный цикл имеет длину 2n-1. Докажите, что все вершины графа имеют одинаковую степень. 

2. В треугольнике ABC M – середина стороны BC, AL и AH – биссектриса и высота соответственно. K и N – основания перпендикуляров, опущенных из B  и C на прямую AL. Докажите, что точки M, K, H и N лежат на одной окружности. 

3. Докажите неравенство для положительных a1,a2,…,an:
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4. Найдите все такие восьмерки простых чисел, что сумма квадратов чисел в восьмерке на 992 меньше учетверенного произведения всех чисел. 

5. Найдите все такие пары целых чисел a,b, что a2+b и b2+a делятся на a+b.

6. Найдите количество нечетных коэффициентов многочлена (x2+x+1)2047.  

7. Найдите на клетчатой бумаге фигуру, составленную из наименьшего числа клеток и обладающую тем свойством: если двое играют в крестики-нолики на клетках этой фигуры, то начинающий всегда сможет первым поставить три крестика подряд.

8. Постройте треугольник по высоте, периметру и углу при основании. 

9. Существует ли треугольник с целочисленными длинами сторон, высот и биссектрис? 

10. Существуют ли два различных 239-значных числа, обладающие следующими свойствами: 

а) Они отличаются только порядком цифр

б) Одно из них – точный квадрат, а другое – точный куб

в) Они оба делятся на 123456789?

Команда ПРОФИ-8:

        


       Команда ПРОФИ-9:

1. Брагин Владимир (К)
1. Блинов Александр (К)
2. Антропов Александр (З)
2. Шамшурин Алексей (З)
3. Бочкарёв Михаил
3. Карпухин Михаил

4. Гильман Михаил
4. Корб Дмитрий

5. Исмагилов Тимур
5. Макарец Александр

6. Лобастов Степан
6. Селищев Виталий

7. Орлов Олег
7. Шарахов Сергей

8. Попов Леонид

9. Турбина Наталья

Конкурс капитанов: Путь Пети от дома до школы занимает 20 минут. По пути в школу он вспомнил, что забыл дома ручку. Петя подсчитал, что, если он продолжит свой путь, то придет в школу за 10 минут до начала занятий, а, если вернется домой за ручкой, то опоздает на 8 минут. Какую часть пути от дома до школы прошел Петя?
Победил капитан команды профи-8.
Ход боя

	Время
	Докладчик/оппонент
	Баллы
	Вызов
	Баллы
	Докладчик/оппонент
	Жюри

	15.35
	Турбина
	11
	( 5
	1
	Макарец
	0

	15.50
	Бочкарев **
	12
	9 (|
	0
	Корб
	0

	16.30
	Исмагилов
	7
	( 8
	5
	Шамшурин
	0

	17.10
	Гильман
	0
	6 (
	12
	Блинов
	0

	18.00
	—
	6
	|( 2
	0
	—
	6

	18.00
	Антропов *
	12
	( 4
	0
	Шарахов
	0

	18.08
	Попов
	0
	7 (
	12
	Карпухин
	0

	18.25
	Орлов
	12
	( 3
	0
	Селищев
	0

	
	
	
	
	
	
	12

	
	
	
	
	
	
	12

	
	Итоговый результат:
	60

	
	30
	
	30


Жюри: В. Франк, С. Востоков, И. Семушин
Матбой профи-9 – профи-10
1. Дана последовательность, n-ый член которой есть первая цифра числа 2n. Рассматриваются 13-значные числа, записанные тринадцатью идущими подряд цифрами этой последовательности. Докажите, что имеется ровно 57 различных чисел такого вида.

2. Докажите, что любой треугольник можно так отразить относительно некоторой прямой, что площадь общей части исходного и отраженного будет больше 2/3 площади исходного треугольника.

3. Докажите, что произведение 99 чисел 
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, где k = 2, 3, …, 100, больше, чем 
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4. На координатной плоскости отмечены некоторые точки с целыми координатами так, что никакие четыре из отмеченных точек не лежат на одной окружности. Докажите, что на этой плоскости найдется круг радиуса 2006, не содержащий ни одной отмеченной точки.

5. Последовательность чисел 
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 удовлетворяет следующим условиям: 
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 Докажите, что 
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6. Приращением многочлена p(x) на интервале (a; b) называется разность p(a) \SYMBOL 45 \f "Symbol" p(b). Как разбить отрезок [0; 1] на чёрные и белые интервалы, чтобы сумма приращений любого многочлена степени не выше 2006-ой по всем белым интервалам равнялась сумме его приращений по всем чёрным интервалам?

7. Прямоугольник удалось полностью разрезать на прямоугольники 1(2006. Докажите, что длина одной из его сторон делилась на 2006.

8. Пусть ABCD — вписанный четырехугольник. Опустим из середины каждой стороны перпендикуляр на противоположную сторону. Докажите, что четыре получившиеся прямые проходят через одну точку.

9. Существует ли многочлен степени более 1 с натуральными коэффициентами, который во всех простых числах принимает простые значения?

10. Существует ли такое конечное множество M, состоящее не менее чем из двух действительных чисел, что для любых двух чисел a, b ( M число 2a – b2 ( M?

Команда ПРОФИ-9:

        


       Команда ПРОФИ-10:

1. Чекалкин Серафим (К)
1. Кудык Никита (К)
2. Пешнин Александр (З)
2. Шапцев Алексей (З)
3. Бажов Иван
3. Крупин Сергей

4. Горинов Евгений
4. Рипатти Артём

5. Поглазов Павел
5. Руденко Наталья

6. Фоминых Егор
6. Телишев Алексей

Конкурс капитанов: В городе 2006 домов. Губернатор приказал занумеровать все дома числами, идущими подряд, начиная с единицы, но не содержащими в своей записи цифр 3 и 5. Какой номер дома будет наибольшим ?
Победил капитан команды Профи-9.
Ход боя

	Время
	Докладчик/оппонент
	Баллы
	Вызов
	Баллы
	Докладчик/оппонент
	Жюри

	16.15
	Бажов
	0
	|( 6
	12
	Кудык
	0

	16.28
	Бажов
	0
	8 (
	12
	Кудык
	0

	16.34
	Фоминых *
	12
	( 10
	0
	Крупин
	0

	16.47
	Пешнин
	
	3 (
	12
	Телишев
	0

	16.51
	Чекалкин
	12
	( 5
	0
	Шапцев
	0

	16.57
	Горинов
	
	7 (
	12
	Рипатти
	0

	17.06
	Поглазов
	12
	( 2
	0
	Руденко
	0

	
	
	
	
	
	
	12

	
	
	
	
	
	
	12

	
	
	
	
	
	
	12

	
	Итоговый результат:
	36


	
	48
	
	36


Жюри: А. Лузгарев, И. Рубанов, Л. Самойлов
18 июля
9.00 – 11.00, 14.30 – 15.30 Проективные прямые, плоскости, пространства

– Г-голубчики, – сказал Федор Симеонович озадаченно, разобравшись в почерках. – Это же п-проблема Бен Б-бецалеля. К-калиостро же доказал, что она н-не имеет р-решения. 

– Мы сами знаем, что она не имеет решения, – сказал Хунта, немедленно ощетиниваясь. – Мы хотим знать, как ее решать.

А. и Б. Стругацкие. Понедельник начинается в субботу

Несобственные точки
Напомним, что материальной точкой (МТ) называется пара mA, составленная из точки A, называемой носителем, и числа m ( 0, называемого массой. Нулевая МТ имеет массу 0, а ее носителями считаются все точки. Носители мы будем считать точками фиксированной прямой плоскости или пространства, не уточняя, чего именно, там, где это неважно. При этом все векторы, о которых идет речь, порождены соответствующей прямой (плоскостью, пространством).
Определение 1. Пусть фиксирована точка S (полюс). Характеристическим вектором и характеристической парой МТ mA мы будем называть вектор mSA и пару (m, mSA) соответственно. Вектор m1SA1+… +mnSAn будем называть характеристическим вектором системы МТ {m1A1, …, mnAn}, а пару (m1+…+mn, m1SA1+… +mnSAn) — характеристической парой этой системы.
Предложение 1. Характеристическая пара центра масс конечной системы МТ равна сумме характеристических пар МТ этой системы

Предложение 2. Для любых числа m ( 0 и вектора p найдется единственная МТ с массой m и характеристическим вектором p.

Конечную систему МТ с нулевой суммой масс будем называть нулевой.

Предложение 3. Характеристический вектор нулевой системы МТ не зависит от выбора точки S. 

Нулевую систему МТ с нулевым характеристическим вектором назовем вырожденной.

Предложение 4. У невырожденных нулевых систем МТ центров масс нет, а у вырожденной центром масс является нулевая МТ.

Две ненулевые конечные системы МТ назовем эквицентральными, если у них один и тот же центр масс.

Предложение 5. Две ненулевые конечные системы МТ эквицентральны тогда и только тогда, когда их характеристические пары равны.

Полученный признак эквицентральности применим и к нулевым системам. Сделаем его для них определением эквицентральности!

Определение 2. Две нулевые системы МТ назовем эквицентральными, если их характеристические пары (или, что то же самое, характеристические векторы) равны.

Теперь отношение эквицентральности задано на множестве всех конечных систем МТ.
Теорема 1. Эквицентральность — отношение эквивалентности, не зависящее от выбора полюса S.

Определение 3. Сопоставим каждому классу эквицентральных невырожденных нулевых систем МТ по идеальному объекту — несобственной МТ (нулевой массы) которую будем считать центром масс каждой из систем, входящих в данный класс. Характеристической парой несобственной МТ будем считать общую характеристическую пару нулевых систем из соответствующего класса эквицентральности. Обычные МТ (в смысле определения 1) будем называть собственными. Совокупность всех собственных и несобственных МТ назовем расширенным пространством МТ. 

Теперь у каждой конечной системы собственных МТ имеется центр масс. Но в расширенном пространстве МТ появились новые конечные системы МТ, содержащие несобственные точки. Им тоже надо сопоставить центры масс.
Определение 4. Пусть имеется конечная система МТ, содержащая несобственные точки. Заменим каждую из них какой-либо нулевой системой собственных МТ, для которой данная несобственная является центром масс. Центр масс получившейся системы собственных МТ назовем центром масс исходной системы.

Упражнение 1. Покажите, что характеристическая пара центра масс конечной системы МТ, содержащей несобственные точки, равна сумме характеристических пар точек системы. Выведите отсюда корректность определения 4.

Векторное пространство МТ. Расширенные прямая, плоскость и пространство.
Обозначим расширенное пространство МТ над прямой A1 (плоскостью A2, трехмерным пространством A3) через [image: image147.wmf]°
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 (i = 1,2,3).
Предложение 6. Для любых действительного числа m и вектора p в расширенном пространстве МТ существует единственная МТ, для которой пара (m, p) является характеристической.
Определение 5. Суммой двух МТ из 
[image: image148.wmf]°
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 назовем МТ, характеристическая пара которой равна сумме характеристических пар этих точек. Произведением МТ на действительное число t назовем МТ, характеристическая пара которой равна произведению характеристической пары этой точки на число t.

Предложение 7. Покажите, что сумма МТ и произведение МТ на число не зависят от выбора полюса, с помощью которого строятся характеристические векторы.

Теорема 2. Расширенное пространство МТ [image: image149.wmf]°
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 с введенными выше операциями является (i+1)-мерным векторным пространством над полем [image: image150.wmf]R

. Сопоставление каждой МТ ее характеристической пары задает изоморфизм между [image: image151.wmf]°
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 и пространством всех характеристических пар с естественно определенными операциями сложения пар и умножения пары на число.

Понятно, что каждому выбору полюса соответствует свой изоморфизм.
До этого места материал был разобран, остальное — на завтра.
Предложение 8. Две собственные материальные точки имеют общий носитель тогда и только тогда, когда они коллинеарны в векторном пространстве [image: image152.wmf]°
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, или, что равносильно, когда их характеристические пары пропорциональны.

И снова мы превращаем признак в определение.

Определение 6. Несобственными точками будем называть идеальные объекты, сопоставленные несобственным МТ качестве носителей таким образом, что коллинеарным МТ сопоставляется в один и тот же носитель, а неколлинеарным — разные. Обычные точки будем называть собственными. Совокупность всех собственных и несобственных точек прямой A1 (плоскости A2, трехмерного пространства A3) называется расширенной прямой (расширенной плоскостью, расширенным пространством) и обозначается 
[image: image153.wmf]123
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 соответственно.

По теореме 2 расширенная прямая МТ является двумерным векторными пространством. Это делает естественным такое 
Определение 7. Прямой на расширенной плоскости (в расширенном пространстве) называется совокупность всех носителей МТ из некоторого двумерного подпространства пространства 
[image: image154.wmf]±
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Упражнение 2. Дайте определение плоскости в расширенном пространстве.

Теорема 3. Всякая прямая расширяется единственной точкой, причем параллельные прямые — одной и той же, а непараллельные — разными. Несобственные точки расширенной плоскости образуют прямую (несобственная или бесконечно удаленная прямая), а несобственные точки расширенного пространства — несобственную (бесконечно удаленную) плоскость. Прямая, параллельная плоскости, имеет с ней после расширения общую несобственную точку, а параллельные плоскости — общую несобственную прямую.

Упражнение 3. Объясните, почему несобственные точки естественно называть бесконечно удаленными.

Рассмотреть два подхода: через пару МТ mA, –mB и через центральное проектирование.
Теорема 4. Через любые две различные точки расширенной плоскости (расширенного пространства) проходит единственная прямая. Любые две различные прямые на расширенной плоскости пересекаются в единственной точке.

Общее определение проективного пространства. Модели проективной плоскости.

В расширенном пространстве точки делятся на собственные и несобственные. Но соответствующие им одномерные подпространства в векторном пространстве МТ алгебраически совершенно равноправны. Это наводит на мысль о несущественности с проективной точки зрения деления точек-носителей на собственные и несобственные. Реализуем ее.

Определение 8. Проективной плоскостью называется множество точек P2 (называемых проективными точками) служащих носителями для ненулевых векторов из некоторого трехмерного пространства (называемых материальными точками) в соответствии с некоторым правилом, удовлетворяющим следующим условиям:

(1) всякая точка из P2 является носителем некоторой МТ;

(2) у коллинеарных МТ одинаковые носители, у неколлинеарных — разные.

Упражнение 4. Определите проективную прямую, трехмерное проективное пространство, n-мерное проективное пространство для произвольного натурального n.
В определении проективного пространства нет ни слова о массе МТ. И не будет, ибо корректно определить массы точек в данном случае невозможно.

Упражнение 5. А вот определить отношение масс МТ с общим носителем — возможно! Сделайте это.

Всякое конкретное множество проективных точек, удовлетворяющее условиям из определения 8, называется моделью проективной плоскости. Рассмотрим основные модели.
Модель 1: расширенная плоскость. Построена выше.

Модель 2: векторная. Роль МТ играют векторы из данного трехмерного векторного пространства, а роль проективных точек — его одномерные подпространства. Носителем ненулевой МТ считается ее линейная оболочка.

Модель 3: аффинная. Роль МТ играют векторы из 
[image: image155.wmf]3

R

, а роль проективных точек — прямые, проходящие через начало координат. Носителем для ненулевого вектора служит параллельная ему прямая.

Модель 4: сферическая. Роль МТ играют векторы из 
[image: image156.wmf]3
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, а роль проективных точек — пары диаметрально противоположных точек сферы. Носителем для ненулевого вектора p служит такая пара диаметрально противоположных точек, то их радиус-векторы коллинеарны p.

На занятии все модели будут более или менее подробно обсуждаться.
Для самостоятельной работы
Задача 1. Постройте модели проективной прямой, аналогичные рассмотренным моделям проективной плоскости.

11.15 – 13.00, 13.30 – 14.20 Числовые поля

Определение 1. Множество комплексных чисел, замкнутое относительно четырех арифметических действий и содержащее ненулевые элементы, называется числовым полем.

Вспоминаем примеры из листочка «Кольца и поля».

Упражнение 1. Докажите, что всякое числовое поле является полем.

Определение 2. Если K и L — два поля таких, что K ( L, то K называют подполем в L, а L — расширением K.

Упражнение 2. Докажите, что всякое числовое поле является расширением 
[image: image157.wmf]Q

.

Предложение 1. а) Пересечение числовых полей — поле. б) Для любого подмножества 
[image: image158.wmf]M
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 существует наименьшее (по включению) числовое поле, содержащее M.

Если M — конечное множество {x1, x2, …, xn}, то числовое поле из пункта б) предложения будет обозначаться 
[image: image159.wmf]12
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. Если K — числовое поле, то числовое поле, соответствующее множеству M = K ( {x1, x2, …, xn} будет обозначаться K(x1, x2, …, xn).

Упражнение 3. Докажите, что любой изоморфизм числовых полей оставляет на месте любое рациональное число.

Упражнение 4. Докажите, что 
[image: image160.wmf](2,3)(23)
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Предложение 2. Если K — подполе в L, то:

а) L является векторным пространством над K (dimKL называется степенью расширения K ( L).

б) Если V — векторное пространство над L, то V является векторным пространством над K.

Определение 3. Многочлен над полем K называется неприводимым над K, если он не раскладывается в произведение двух многочленов над K меньшей степени.

Пусть f — неприводимый над 
[image: image161.wmf]K
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 многочлен степени n, ( — любой его корень. Рассмотрим множество линейных комбинаций вида с0(0 + с1(1 + …+ сn−1( n−1, где ci ( K.

Упражнение 5. а) если элемент из 
[image: image162.wmf]C

 представляется в таком виде, то он представляется однозначно. б) это множество замкнуто относительно сложения и умножения; в) используя алгоритм Евклида, покажите, что это множество замкнуто относительно деления.

Теорема 1. K(() — пространство размерности n над K. Его базисом являются элементы (0, (1, …, ( n−1.

Определение 4. Комплексное число ( называется алгебраическим над K, если оно является корнем некоторого многочлена над K. Когда говорят, что число алгебраическое, не указывая поля K, обычно подразумевается поле 
[image: image163.wmf]Q
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Теорема 2. Пусть 
[image: image164.wmf][]
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 является полем тогда и только тогда, когда многочлен f неприводим над 
[image: image166.wmf]Q
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Упражнение 6. Докажите, что если ( — алгебраическое число, то все многочлены, обращающие ( в 0, образуют идеал в 
[image: image167.wmf][]
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Определение 5. Многочлен f, порождающий этот идеал, называется минимальным многочленом числа (.

Задача 1. Докажите, что если f — минимальный многочлен алгебраического числа (, то 
[image: image168.wmf][]
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Теорема-Определение. Множество формальных дробей вида 
[image: image169.wmf]f
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, где f, g ( K[x], причем g ( 0, с естественно определенными операциями сложения и умножения, является полем, называется полем рациональных функций над K и обозначается K(x).

Задача 2. Докажите, что если ( не является алгебраическим числом (такие числа называются трансцендентными), то 
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Упражнение 7. Докажите, что если элемент алгебраичен над некоторым полем, то он алгебраичен и над любым расширением этого поля. б) Многочлен в определении алгебраичности можно считать неприводимым.

Теорема 3. Если K ( L — конечное расширение (то есть dimKL конечна), то любой элемент из L алгебраичен над K.

Теорема 4 (о размерности башни). Пусть K ( L ( M ( расширения полей, {(1, (2, …, (n} ( базис L над K, {(1, (2, …, (m} ( базис M над L. Тогда 
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 ( базис M над K.

Задачи

Задача 3. Докажите, что 
[image: image172.wmf]55

3794

-+

 является корнем некоторого многочлена с рациональными коэффициентами. Что можно сказать про степень этого многочлена? Как найти этот многочлен?

Задача 4. Докажите, что все алгебраические числа образуют числовое поле.

Задача 5. Существуют ли изоморфные, но не совпадающие подполя в 
[image: image173.wmf]C
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Задача 6. Найдите все подполя в 
[image: image174.wmf](2,3)
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Задача 7. Подполе K в 
[image: image175.wmf]C

 таково, что всякий многочлен вида xn ( 1 раскладывается на линейные множители в K[x]. Обязательно ли K совпадает с 
[image: image176.wmf]C
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19 июля
9.00 – 13.00 Проективные отображения
Основные понятия и простейшие свойства
Как вы помните, отображение евклидовых пространств называется аффинным, если оно сохраняет центры масс. Подробнее, отображение f: Е ( Е' аффинно, если сохраняет центры масс отображение 
[image: image177.wmf]f
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 материальных точек пространства Е в материальные точки пространства Е', порожденное отображением f по правилу 
[image: image178.wmf]f
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(mM) = mf(M). 

Определение 1. Отображение f: Р ( Р' проективных пространств называется проективным, когда существует линейное отображение 
[image: image179.wmf]f
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: V ( V' векторных пространств их материальных точек, согласованное с f в том смысле, что если точка A ( P — носитель МТ a ( V, то точка f(A) — носитель МТ 
[image: image180.wmf]f
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Предложение 1. а) Композиция проективных отображений проективна. б) Если у проективного отображения есть обратное, то оно проективно.

Определение 2. Биективное проективное отображение называется проективным изоморфизмом, а связанные им пространства — проективно изоморфными. Свойства, сохраняющиеся при проективных изоморфизмах, называются проективными инвариантами. Две фигуры, одну из которых можно перевести в другую проективным изоморфизмом, называются проективно эквивалентными. 

Из предложения 1 вытекает, что проективная эквивалентность фигур действительно рефлексивна, симметрична и транзитивна.
Предложение 2. Всякое проективное отображение инъективно, переводит прямые в прямые и плоскости – в плоскости.

Предложение 3. Всякое линейное инъективное отображение 
[image: image181.wmf]f
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: V ( V' порождает единственное согласованное с 
[image: image182.wmf]f
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 проективное отображение f: Р ( Р'.

Теорема 1. Любые два проективных пространства одной размерности (в частности, любые две проективные прямые или две проективные плоскости) проективно изоморфны.

Следствие. Любое утверждение о проективных инвариантах достаточно доказать для какой-либо одной модели проективного пространства данной размерности.
Проективное продолжение аффинного отображения
Теорема 2. Всякое аффинное преобразование евклидовой плоскости единственным образом продолжается до проективного преобразования расширенной плоскости, переводящего в себя несобственную прямую.
Упражнение 1. Сформулируйте и докажите теорему, обратную к теореме 1.
Дальше в описанной ситуации мы будем говорить, что проективное отображение является продолжением аффинного, а аффинное – сужением проективного.
Упражнение 2. Докажите, что композиции аффинных отображений соответствует композиция их проективных продолжений.

Задача 1. Найдите все аффинные отображения, проективные продолжения которых оставляют на месте все бесконечно удаленные точки.

Указание. Образы скольких собственных точек надо указать, чтобы однозначно задать такое аффинное отображение? Поняв это, посмотрите, как с помощью этих точек и их образов построить образ произвольной точки.
Центральное проектирование

Задача 2. Докажите, что отображение расширенной числовой оси в себя, переводящее любую точку х ( 0 в точку 1/х, а точки 0 и ( меняющее местами (инверсия с центром в точке 0), является проективным.
Решение рассказывается преподавателем. Попутно выясняется, что пространством МТ для расширенной прямой может служить совокупность всех векторов, исходящих из данной не лежащей на прямой точки плоскости.
Определение 3. Пусть в трехмерном проективном пространстве даны плоскости П и П' и не принадлежащая им точка S. Сопоставим каждой точке A ( П точку A' пересечения прямой SA с плоскостью П'. Полученное отображение называется центральными проектированием плоскости П на плоскость П' из центра S. Аналогично определяется центральное проектирование прямой на прямую на проективной плоскости.
Упражнение 3. Проверьте корректность определения 3.

Указание. А что именно надо проверять?

Теорема 3. Центральное проектирование проективно.

Упражнение 4. Покажите, как центральное проектирование может переводить несобственные точки расширенной плоскости в собственные.

Поговорить о рельсах и горизонте.
Задача 3. Можно ли одной линейкой построить прямую, проходящую через данную точку параллельно данной прямой?
13.30 – 15.30 Зайцы и охотники

Задача 1. В целых точках прямой расположены ямы, шириной 0,01 каждая. Длина прыжков точечного зайца, прыгающего по прямой в одном и том же направлении, постоянна и равна 
[image: image183.wmf]2

. Докажите, что заяц рано или поздно попадет в яму.
Задача 2. На координатной плоскости в начале координат сидит стрелок, а в остальных точках с целочисленными координатами – круглые зайцы радиуса r. Стрелок палит наугад, пуля летит по прямой бесконечно далеко. Докажите, что она обязательно попадёт в какого-то зайца, как бы ни было мало r.

Задача 3. Как изменится ответ в задаче 2, если стрелок сидит не в начале координат?
Задача 4. Докажите, что число 2n может начинаться с любой наперед заданной комбинации цифр, где первая цифра — не 0.
Здесь занятие закончилось
Задача 5. а) В целых точках прямой расположены ямы, шириной 0,01 каждая. Два зайца одновременно начинают прыгать по прямой из начала координат в одном и том же направлении, совершая по одному прыжку в секунду. Длины прыжков постоянны и равны [image: image184.wmf]2

 у одного зайца и 
[image: image185.wmf]3

 у другого. Докажите, что наступит момент, когда оба зайца одновременно попадут в ямы. б) Как изменится ответ, если зайцы начинают прыгать из произвольных точек числовой прямой? в) Как изменится ответ в пункте б, если прыжки зайцев равны [image: image186.wmf]2

 и 3–2
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. г) Как изменится ответ в пункте б, если прыжки зайцев равны произвольным фиксированным числам a и b?
Задача 6. а) Докажите, что для любых двух не равных 0 цифр a и b найдется такое натуральное n, что число 2n начинается с a, а число 3n — с b. б) Останется ли верным утверждение пункта а, если вместо 3n написать 5n?
Задача 7. Исследуйте задачу 3 для случая трехмерного пространства.

Задача 8. Исследуйте задачу 5 г) для случая трех зайцев.

Задача 9. Докажите, что для любых трех не равных 0 цифр a, b, c найдется такое натуральное n, что число 2n начинается с a,  число 3n — с b, а число 7n — c с.
Для самостоятельного решения
Задача 10. Докажите, что синус натурального числа может быть сколь угодно близок к 1.

Задача 11. Докажите, что 2n чаще начинается с 7, чем с 8.
20 июля
9.00 – 11.10 Проективные отображения
Как задавать проективные отображения? 
Чтобы задать аффинное отображение прямой, достаточно указать образы двух различных точек.

Упражнение 5. а) Покажите, что для задания проективного отображения проективной прямой двух точек недостаточно.

б) Скольких различных точек достаточно, чтобы задать проективное отображение прямой? Как построить образ точки при проективном отображении прямой, заданном таким количеством точек?

в) Аналогичный вопрос для проективной плоскости.
Тут появятся проективные координаты и реперы, будет рассмотрено их сохранение при проективном отображении и т.п. Но в листок в явном виде это включать неразумно: интрига пропадает.

Переведем на бесконечность…
Упражнение 6. Докажите проективным преобразованием расширенной плоскости можно любую прямую перевести в бесконечно удаленную.
Задача 4. Докажите, что все точки пересечения диагоналей четырехугольников ABCD, у которых стороны AB и CD лежат на двух данных прямых l и m, а продолжения сторон AD и BC пересекаются в данной точке P, лежат на прямой, проходящей через точку пересечения прямых l и m.

Задача 5. Рассмотрим всевозможные четырехугольники ABCD, у которых стороны AB и CD пересекаются в фиксированной точке Р, стороны BС и АD пересекаются в фиксированной точке Q, а диагональ АС лежит на фиксированной прямой l. Докажите, что все их диагонали BD пересекаются в одной точке, лежащей на прямой PQ. Попробуйте решить эту задачу несколькими различными способами.

Для самостоятельного решения

Задача 6. Докажите теорему Паппа: если А, В и С — три различные точки, лежащие на одной прямой, а D, E и F — три различные точки, лежащие на другой прямой, то точки пересечения прямых AE и BD, BF и CE, CD и AF лежат на одной прямой. Попробуйте придумать два доказательства: с помощью проективных преобразований и через центры масс.

Задача 7. Докажите, что невозможно проективно отобразить проективное пространство большей размерности на проективное пространство меньшей размерности.

Задача 8**. Докажите, что если преобразование проективной плоскости сохраняет коллинеарность точек, что оно проективно.

Для зачета. Задача З1. а) Докажите, что если нетождественное проективное преобразование проективной плоскости имеет прямую неподвижных точек, то оно – гомология.

б) Докажите, что если две гомологии имеют общую ось, то их композиция – это гомология с той же осью, а центр ее лежит на одной прямой с центрами исходных гомологий. Выведите отсюда теорему о композиции двух гомотетий.

Задача З2. Докажите, что всякое проективное преобразование проективной плоскости раскладывается в композицию гомологий. Оцените число гомологий в этой композиции.

Задачи З3,4. Задачи 30.9 и 30.10 из Прасолова.

Задача З5. Можно ли одной линейкой поделить данный отрезок пополам?

11.20 – 13.00 Векторные пространства над конечными полями

Общие определения

Определение 1. Пусть K — поле. Минимальное число n такое, что 
[image: image188.wmf]1110
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, называется характеристикой поля K. Если такого числа нет, то говорят, что характеристика K равна 0.

Упражнение 1. Докажите, что если характеристика поля больше нуля, то она является простым числом.

Задача 1. Докажите, что а) поле имеет характеристику 0 ( оно содержит подполе, изоморфное 
[image: image189.wmf]Q

; б) поле имеет характеристику p > 0 ( оно содержит подполе, изоморфное 
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Теорема 1. Пусть V — векторное пространство размерности n над конечным полем K. Тогда |V|=|K|n.

Следствие 1. Порядок конечного поля равен степени простого числа.

Лампочки на табло

В нижеследующих задачах на табло есть n лампочек, и несколько кнопок, каждая из которых соединена с некоторыми лампочками (с одной лампочкой может быть соединено несколько кнопок). Нажатие на кнопку меняет состояние всех соединенных с ней лампочек на противоположное.

Задача 2. а) В ряд стоят 8 лампочек. Кнопки соединены с любыми 4 и любыми семью лампочками, стоящими подряд. Можно ли получить любой узор? б) Тот же вопрос для 9 лампочек.

Задача 3. а)Лампочки образуют таблицу 8(8. Кнопка соединена с любым квадратом 3(3 или 4(4. Любой ли узор можно получить? б)* Тот же вопрос для таблицы 9(9.

Задача 4. А сколько узоров можно получить в предыдущей задаче?

Задача 5. Докажите, что количество узоров, получаемых из данного, не зависит от начального узора.

Задача 6. Докажите, что число узоров, которые мы можем получить, есть 2k при некотором k.

Задача 7. Докажите, что в этом случае для получения всех узоров мы можем обойтись поднабором из k кнопок.

Для самостоятельного решения

Задача 8. а) В таблице 100(100 для каждой лампочки есть кнопка, соединенная с ней и со всеми лампочками, находящимися на той же горизонтали или вертикали. Получите из узора со всеми не горящими лампочками узор со всеми горящими за наименьшее число нажатий. б) Найдите количество получаемых узоров.

Задача 9. В ряду стоят k лампочек, занумерованных числами от n + 1 до n+k. Дано k кнопок с номерами от 0 до k ( 1. a-ая кнопка связана с b-ой лампочкой, если 
[image: image191.wmf]a
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 нечетно. Можно ли получить любой узор?
Добавление: Линейные инварианты

Инвариантом будем называть такое подмножество лампочек, что каждая кнопка соединена с четным числом лампочек из него.

Задача 10. Введите на множестве инвариантов структуру линейного пространства; докажите, что число инвариантов (учитывая пустое подмножество) есть 
[image: image192.wmf]2
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Задача 11. Докажите, что некоторый узор можно зажечь тогда и только тогда, когда в каждом инварианте надо зажечь четное число лампочек.

Задача 12. Докажите, что если выбран базис пространства инвариантов, то можно придумать такой узор, что число лампочек, горящих в каждом из базисных инвариантов будет иметь наперед заданную четность.

Задача 13. Докажите, что n = k+l.
13.30 – 14.45 Двойственность. Теорема Дезарга.
Двойственность на проективной плоскости.

Возьмем в качестве модели проективной плоскости связку прямых и плоскостей. Проективные точка и прямая называются двойственными, если соответствующие прямая и плоскость связки перпендикулярны. Прямая (точка), двойственная точке (прямой) A (l) обозначается A* (l*). Очевидно, что l** = l и A** = A.
Теорема 1. Докажите, что если точка A лежит на прямой l, то прямая A* проходит через точку l*.

Определение 1. Конфигурацией в проективном пространстве называется совокупность конечного числа точек и прямых этого пространства. 

Теорема 2 (принцип двойственности). Если для всех конфигураций на проективной плоскости справедливо некоторое утверждение, использующее только понятия «точка», «прямая», «лежать на» и «проходить через», то для всех них справедливо также и двойственное утверждение, которое получается из данного заменой друг на друга понятий «точка» и «прямая», а также «лежать на» и «проходить через».

Задача 1. Докажите, что два утверждения о прямых на расширенной плоскости из теоремы 4 предыдущего листка взаимно двойственны.
Теорема Дезарга

Конфигурация, составленная из трех попарно пересекающихся прямых и трех точек их попарного пересечения, называется трехвершинником. Точки и прямые этой конфигурации называются, соответственно, вершинами и сторонами трехвершинника.

Теорема 3 (Дезарга). Пусть А1А2А3 и В1В2В3 – два трехвершинника на проективной плоскости, и прямые (А1В1), (А2В2), (А3В3) пересекаются в точке S. Тогда прямые (А2А3) и (В2В3) пересекаются в некоторой точке P, прямые (А1А3) и (В1В3) пересекаются в некоторой точке Q, прямые (А1А2) и (В1В2) пересекаются в некоторой точке R, и точки P, Q и R лежат на одной прямой.

В теореме Дезарга фигурируют 10 точек (шесть вершин трехвершинников, три точки, в которых пересекаются одноименные стороны трехвершинников, и точка S) и 10 прямых (шесть сторон трехвершинников, три прямые, соединяющие одноименные вершины трехвершинников, и прямая, на которой лежат точки P, Q, R). Их совокупность называется конфигурацией Дезарга, а точка S и прямая s = (PQ) – дезарговым центром и дезарговой осью соответственно.

Задача 2. Сформулируйте теорему, двойственную теореме Дезарга.

Задача 3. Докажите теорему Дезарга для случая, когда трехвершинники А1А2А3 и В1В2В3 лежат в двух различных плоскостях трехмерного проективного пространства. Попробуйте вывести из этого случая теорему Дезарга для плоскости.
Аффинные следствия.
Упражнение 1. Изобразите "собственную" часть конфигурации Дезарга для случая, когда:

а) ось несобственная, а центр – собственный;

б) центр и ось – несобственные;

в) ось собственная, а центр – несобственный.

Сформулируйте для каждого из этих случаев прямую и обратную теоремы Дезарга. 

Здесь занятие закончилось.
Задача 4. Используя теорему Дезарга, докажите следующие факты:

а) медианы треугольника пересекаются в одной точке;

б) если вершины одного параллелограмма лежат (по одной) на сторонах другого, то центры этих параллелограммов совпадают;

в) если трапеция вписана в четырехугольник так, что ее основания параллельны одной из диагоналей четырехугольника, то продолжения ее боковых сторон пересекаются на прямой, содержащей другую диагональ.

Упражнение 2. На проективной плоскости провели прямую s и отметили точки S, А1, А2, А3 и В1 так, что точки А1, А2, А3 не лежат на одной прямой, а точки S, А1 и В1 лежат на одной прямой. С помощью линейки постройте точки В2 и В3 так, чтобы получилась конфигурация Дезарга.

Задача 5. На плоскости даны прямая n и не лежащие на ней точки K и L. Не строя прямой KL, одной линейкой постройте точку ее пересечения с прямой n.
Задача 6. На плоскости даны две параллельные прямые и не лежащая на них точка. Одной линейкой проведите через данную точку прямую, параллельную данным.

Гомологии

Пусть на проективной плоскости даны три различные точки – S, А1 и B1, лежащие на одной прямой, и прямая s, не проходящая через точки А1 и B1. Рассмотрим произвольный трехвершинник А1А2А3. В силу упражнения 2 он однозначно определяет трехвершинник B1В2В3, образующий вместе с ним дезаргову конфигурацию с центром S и осью s. Рассмотрим отображение проективной плоскости на себя, которое каждой точке А2 сопоставляет описанным способом точку В2. Оно называется гомологией, а точка S и прямая s – ее центром и осью соответственно.

Задача 7. а) Докажите, что точка В2 не зависит от выбора точки А3.

б) Докажите, что гомология биективна.

в) Докажите, что гомология проективна.

Задача 8. Опишите все гомологии расширенной плоскости, переводящие в себя несобственные точки, и все преобразования евклидовой плоскости, являющиеся сужениями таких гомологий. Если Вы не знаете, как назвать получившееся аффинное преобразование, то просто опишите, как построить образ данной точки при этом преобразовании.

Для самостоятельного решения
Задача 9. На евклидовой плоскости даны две прямые, пересекающиеся в недоступной точке, и не лежащая на них точка. Одной линейкой проведите через данную точку прямую, проходящую через недоступную точку пересечения двух данных прямых.

Задача 10. На евклидовой плоскости даны параллелограмм ABCD, точка M на одной из его сторон и прямая l. С помощью одной линейки проведите через точку M прямую, параллельную прямой l.

К зачету. Задача З1. Даны параллелограмм, прямая и точка. Одной линейкой построить прямую, проходящую через данную точку и параллельную данной прямой.

Задача З2. Прямые a и b пересекаются в недоступной точке M, а прямые c и d – в недоступной точке N. Прямая l пересекается с прямой MN в недоступной точке L.
15.00 – 15.30 Зайцы и охотники: разбор задач 5 и 6.
21 июля
9.00 – 9.55 Решение задач 4-8 листка «Теорема Дезарга»
10.05 – 11.00 Двойное отношение и гармонизм 
Двойное отношение
Возьмем на проективной прямой точки А, В, С и D, причем А ( В, B ( С и A ( D. Выберем такие материальные точки 
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 Двойным отношением точек А, В, С и D называется число (АВ,СD) = 
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. Часто вместо (АВ,СD) пишут просто (АВСD).

Упражнение 1. а) Что произойдет с двойным отношением, если переставить точки в одной из пар? Переставить пары? б) Докажите, что (АВСD)((АВDЕ) = (АВСЕ). в) Докажите, что точки А и В разбивают проективную прямую (АВ) на два таких множества (1 и (2, что если точки C и D принадлежат одному и тому же из них, то (АВСD) > 0, а если разным, то (АВСD) < 0.

(в 11.00 занятие было прервано из-за холода и сквозняка в учебном помещении)
Множества (1({А,В} и (2({А,В} называются отрезками проективной прямой (АВ), заданными точками А и В.

Упражнение 2. Докажите, что если из пяти объектов – точек А, В, С, D и числá х = (АВСD) – заданы любые четыре, то пятый однозначно восстанавливается по ним.

Предложение 3. а) Двойное отношение сохраняется при проективных отображениях. б) Если отображение проективной прямой сохраняет двойное отношение, то оно проективно.

Пучком проективных прямых называется совокупность всех проективных прямых, лежащих в данной проективной плоскости и проходящих через данную ее точку (центр пучка). Пусть проективные прямые a, b, c и d принадлежат одному пучку. Проведем в их плоскости произвольную прямую l, не принадлежащую этому пучку. Двойным отношением прямых a, b, c и d называется число (ab,cd), равное двойному отношению четырех точек, в которых эти прямые пересекают прямую l.

Упражнение 4. Проверьте корректность определения двойного отношения четырех прямых.

Упражнение 5. а) Докажите, что если А, В, С, D – собственные точки расширенной прямой, то (АВ,СD) = (АВ,С)/(АВ,D), а если точка D – бесконечно удаленная, то (АВ,СD) = –(АВ,С).

б) Докажите, что двойное отношение четырех собственных прямых a, b, c и d на расширенной плоскости равно 
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, где (ху) – ориентированный угол между прямыми х и у (евклидова плоскость, на которой происходит действие, считается ориентированной).

в) Рассмотрим пучок евклидовых прямых как модель проективной плоскости. Как выглядят в ней проективные отрезки, заданные двумя данными прямыми пучка?

Предложение 6. Двойное отношение четырех точек равно двойному отношению четырех двойственных им прямых.

Гармонические четверки

Упорядоченная четверка коллинеарных точек А, В, С, D называется гармонической, если (АВ,СD) = –1. Еще в этом случае говорят, что пары точек А,В и C,D гармонически разделяют друг друга. Аналогично определяется гармоническая четверка прямых одного пучка.

Предложение 7. Гармонизм четверки не нарушается при перестановке точек в любой паре и при перестановке пар.

Из упражнения 2 следует, что для любой упорядоченной тройки различных коллинеарных точек найдется единственная четвертая, образующая вместе с ними гармоническую четверку. Эта точка называется четвертой гармонической к данным трем. Аналогично определяется четвертая гармоническая прямая к трем данным различным прямым одного пучка.

Упражнение 8. а) Пусть А и В – две различные собственные точки расширенной прямой, С – середина (евклидова) отрезка [АВ]. Найдите четвертую гармоническую точку D к тройке А,В,С.

б) Докажите, что если точки А и В гармонически разделяют точки C и D евклидовой прямой, то точки С и D инверсны относительно окружности, построенной на отрезке АВ, как на диаметре.

в) ОС – биссектриса угла АОВ. Найдите четвертую гармоническую прямую к тройке прямых (ОА),(ОВ),(ОС).

Задача 9 [XV Турнир городов]. Дан угол с вершиной О и точка А внутри него. Будем рассматривать такие точки М и N на разных сторонах данного угла, что (MAO=(NAO. Докажите, что все прямые MN принадлежат одному пучку.

Полный четырехвершинник

Полным четырехвершинником на проективной плоскости называется конфигурация, составленная из четырех точек общего положения (вершин) и шести попарно соединяющих их прямых (сторон). Противоположные стороны полного четырехвершинника попарно пересекаются в трех диагональных точках. Три прямые, попарно соединяющие диагональные точки, называются диагоналями полного четырехвершинника. Недиагональные точки, в которых диагонали пересекаются со сторонами (на рисунке они отмечены колечками; всего их шесть, но шестая не поместилась на рисунке), назовем дополнительными.

Предложение 10. а) Каждая пара вершин полного четырехвершинника гармонически разделяет лежащие на той же стороне диагональную и дополнительную точки, а каждая пара диагональных точек – лежащую на той же диагонали пару дополнительных точек.

б) Дополнительные точки являются точками попарного пересечения четырех прямых.

Задача 11. Полный четырехвершинник можно различными способами помещать на расширенной плоскости так, что некоторые его элементы окажутся бесконечно удаленными. Какие факты евклидовой геометрии при этом получаются из утверждений предложения 10? Как вывести предложение 10 из этих фактов?

Точка (прямая) называется четвертой гармонической к трем данными коллинеарным точкам (прямым одного пучка), если образует с ними гармоническую четверку.

Задача 12. Одной линейкой постройте четвертую гармоническую точку к трем данным и четвертую гармоническую прямую к трем данным.

Задача 13. а) На евклидовой плоскости даны две параллельные прямые и отрезок на одной из них. Одной линейкой разделите этот отрезок пополам. 

б) На евклидовой плоскости даны отрезок [АВ] с отмеченной серединой С и точка М, не лежащая на прямой АВ. Одной линейкой проведите через точку М прямую, параллельную АВ.

Задача 14. На расширенной евклидовой плоскости дана трапеция ABCD (AB||CD). Р – точка пересечения продолжений ее боковых сторон. Х – точка отрезка [АВ], делящая его в отношении 1:n, считая от А. Положим Y = (ХР)((CD), Z = (AY)((DB), T = (AB)((ZP). Докажите, что точка Т делит отрезок [АВ] в отношении 1:(n+1), считая от А.

Задача 15. Как одной линейкой разделить отрезок, лежащий на одной из двух данных параллельных прямых, на 1998 равных частей?

13.35 – 15.50 Делимость в кольцах (занимались в другом помещении)
Основные определения

По умолчанию все кольца коммутативны и содержат 1.

Определение 1. Говорят, что элемент x ( R делится на y ( R (или y делит x), если существует z ( R такое, что x = yz (обозначения: 
[image: image197.wmf]xy

M

, y | x).

Упражнение 1. Во что превращается это определение, если x равно:

а) 0; б) 1?

Определение 2. Два элемента x, y ( R называются ассоциированными (обозначается x ( y), если x делится на y и y делится на x.

Упражнение 2. Докажите, что если в R нет делителей нуля, то x ( y в том и только том случае, когда найдется u ( R* такой, что y = xu.

Упражнение 3. Докажите, что x всегда делится на 1, на x, и на любой элемент, ассоциированный с ними (эти делители называются несобственными).

Определение 3. Ненулевой необратимый элемент p ( R называется неприводимым, если у него нет собственных делителей, то есть если x | p, то либо x ( R*, либо x ( p. Ненулевой необратимый элемент x ( R, не являющийся неприводимым, называется приводимым. В этом случае существует разложение x = yz, где y, z — собственные делители x.

Упражнение 4. Опишите неприводимые, приводимые, обратимые, ассоциированные элементы в кольце целых чисел.

Вспомните доказательство основной теоремы арифметики: там важную роль играло то, что из 
[image: image198.wmf]xyp
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 следует, что 
[image: image199.wmf]xp
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 или 
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. Это свойство делимости на простые в кольце целых чисел превращается в определение:

Определение 4. Элемент p ( R называется простым, если из того, что из 
[image: image201.wmf]xyp
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 следует, что 
[image: image202.wmf]xp
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 или 
[image: image203.wmf]yp
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.

Задача 1. а) Докажите, что если в кольце нет делителей нуля, то из простоты элемента следует его неприводимость. б) Докажите, что в кольце многочленов от одной переменной над полем из неприводимости следует простота. 
Указание: вспомните, как доказывался указанный факт в основной теореме арифметики.

Делимость в терминах идеалов

Для краткости будем писать (x) для главного идеала xR. Вообще, если x1, x2, …, xs — любые элементы кольца R, обозначим через (x1, x2, …, xs) идеал, порожденный элементами x1, x2, …, xs, то есть наименьший из всех идеалов кольца R, содержащий все эти элементы.

Упражнение 5. Докажите, что (x1, x2, …, xs) есть множество всех линейных комбинаций элементов xi с коэффициентами из R.

Упражнение 6. Докажите, что для любых x, y ( R а) 
[image: image204.wmf]xy
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 ( (x) ( (y); б) x ( y ( (x) = (y); в) x ( R* ( (x) = R. 

Определение 5. Кольцо R называется кольцом главных идеалов, если в нем нет делителей нуля и любой идеал главный.

Упражнение 7. Являются ли кольцами главных идеалов а) 
[image: image205.wmf]Z

; б) кольцо многочленов над полем; в) 
[image: image206.wmf][]
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?

Задача 2. Докажите, что в кольце главных идеалов любой неприводимый элемент прост. 
Указание: см. задачу 1б)

Простота и максимальность

Определение 6. Идеал I в кольце R называется простым, если из того, что a, b ( R и ab ( I следует, что либо a ( I, либо b ( I.

Задача 3. Докажите, что идеал I прост тогда и только тогда, когда фактор-кольцо R/I не имеет делителей нуля.

Определение 7. Идеал I в кольце R называется максимальным, если I ( R и I не содержится ни в каком идеале, отличном от I и R.

Задача 4. Докажите, что идеал I максимален тогда и только тогда, когда фактор-кольцо R/I является полем.

Упражнение 8. Докажите, что любой максимальный идеал прост.

Задача 5. Докажите, что а) идеал (p) прост тогда и только тогда, когда p прост; б) в кольце главных идеалов идеал (m) максимален тогда и только тогда, когда m неприводим.

Заметим, что мы не замечали различия между простыми и максимальными идеалами в кольце целых чисел 
[image: image207.wmf]Z

 и в кольце многочленов над полем K[x] именно потому, что это кольца главных идеалов.

Задача 6. Приведите пример кольца и простого идеала, не являющегося максимальным.

Факториальность колец главных идеалов

Определение. Пусть x, y ( R. Общим делителем элементов x и y называется такой элемент d ( R, что 
[image: image208.wmf]xd
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 и 
[image: image209.wmf]yd
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. Наибольшим общим делителем этих элементов называется такой их общий делитель d, который делится на любой другой их общий делитель. Обозначение: d = НОД(x, y). Заметим, что d определен однозначно с точностью до ассоциированности.

Теорема 1 (о линейном разложении НОД). Пусть R — кольцо главных идеалов. Тогда d = НОД(x1, x2, …, xn) ( (d) = (x1, x2, …, xn).

Лемма. Пусть R — кольцо главных идеалов, p — неприводимый элемент. Тогда для любого x ( R либо 
[image: image210.wmf]xp
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, либо НОД(p, x) = 1.

Теорема 2. В кольце главных идеалов любой неприводимый прост.

Теорема 3. В любом кольце главных идеалов любой ненулевой элемент может быть разложен на неприводимые множители и это разложение однозначно с точностью до порядка и ассоциированности.

Пример. Пусть R = 
[image: image211.wmf][5]
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, тогда имеется два существенно различных разложения на простые элементы: 21 = 3 ∙ 7 = (1 + 2
[image: image212.wmf]5
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Однако однозначность разложения можно восстановить, если перейти к простым идеалам:

I1 = (3, 
[image: image214.wmf]5
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 − 1), I2 = (3, 
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 − 2), I3 = (7, 
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 − 3), I4 = (7, 
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Нетрудно проверить, что (3) = I1 I2, (7) = I3 I4, (1 + 2
[image: image218.wmf]5
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) = I1 I3, (1 − 2
[image: image219.wmf]5
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) = I2 I4.

Это связано с тем, что

x2 + 5 ≡ (x − 1)(x − 2) (mod 3),

x2 + 5 ≡ (x − 3)(x − 4) (mod 7).

Например, 
[image: image220.wmf]2
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, поскольку НОД(x − 1, x2 + 5) = x − 1 в кольце 
[image: image221.wmf]3
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. Следовательно, идеал I1 прост; аналогично проверяется простота I2, I3, I4. Именно этот пример, обнаруженный Куммером, побудил Дедекинда ввести понятие идеала как «идеального числа». В некотором достаточно естественном классе колец разложение элемента на простые неоднозначно, но разложение идеала в произведение простых уже однозначно. Впрочем, есть и «двойственные» примеры: например, в кольце многочленов от нескольких переменных над полем имеет место однозначность разложения на простые элементы, но неверно свойство существования и единственности разложения идеала в произведение простых идеалов.

Для самостоятельного решения

Задача 7. Приведите пример идеала в 
[image: image222.wmf][,]
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, который не имеет разложения в произведение простых идеалов.

Задача 8. Проверьте, что в кольце 
[image: image223.wmf][5]
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 элемент 6 следующим образом раскладывается в произведение простых:

6 = 2 ∙ 3 = (1 + 
[image: image224.wmf]5
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)(1 − 
[image: image225.wmf]5

-

).

22 июля
Заключительная олимпиада
Довывод

1. Буратино время от времени сажает на Поле Чудес монеты. Из посаженной монеты из земли немедленно, с постоянной скоростью 1 метр в час, начинает расти дерево. В полночь суммарная высота посаженных Буратино деревьев равнялась 10 метрам, в 5 часов утра — 16 метрам, а в 10 утра — 29 метрам. Докажите, что среди деревьев Буратино найдутся два таких, которые отличаются по высоте не более, чем на 3 метра.

2. Сумма двух натуральных чисел равна 1001. Может ли их произведение делиться на 1001?

3. Могут ли все прямые, делящие пополам периметр треугольника, пересекаться в одной точке?

4. Докажите, что график любого многочлена 3-й степени имеет центр симметрии.

5. В стране 2000 городов. Каждый город связан беспосадочными двусторонними авиалиниями с некоторыми другими городами, причём для каждого города число исходящих из него авиалиний есть степень двойки (т.е. 1, 2, 4, 8,…). Для каждого города A статистик подсчитал количество маршрутов, имеющих не более одной пересадки, связывающих A с другими городами, а затем просуммировал полученные результаты по всем 2000 городам. У него получилось 100000. Докажите, что статистик ошибся.

Вывод

6. I — центр вписанной окружности треугольника ABC, а точка P внутри треугольника такова, что (PBA+(PCA = (PBC+(PCB. Докажите, что AP ( AI.

7. На окружности расставлены 56 точек, делящие ее на равные части. Двое играют в такую игру. Игрок может своим ходом стереть любой набор точек, делящий окружность на равные части (при этом одну или 56 точек стирать нельзя). Ходят по очереди, проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто выигрывает при правильной игре: тот, кто делает первый ход, или его партнер?

8. Докажите, что если для некоторых a, b, c, x, y, z 
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то x = y = z или a = b = c.

9. Саша написал на доске ненулевую цифру и приписывает к ней справа по одной ненулевой цифре, пока не выпишет миллион цифр. Докажите, что на доске не более 100 раз был написан точный квадрат.

Послевывод

10. Каждая сторона равностороннего треугольника разбита на 2006 равных отрезков, и через все точки деления проведены прямые, параллельные сторонам. В результате треугольник разбился на 20062 маленьких треугольников — клеток. Треугольники, расположенные между двумя соседними параллельными прямыми, образуют полоску. Какое наибольшее число клеток можно отметить, чтобы никакие две отмеченные клетки не принадлежали одной полоске (ни по одному из трех направлений)?
Программа зачета профи-9

Линейная алгебра. Векторное пространство (ВП) над полем. Линейные комбинации, система образующих ВП. Подпространство, линейная оболочка. Базис ВП. Интерполяционные многочлены Лагранжа и Ньютона как разложения по базисам; задача о кубическом четырехчлене с матбоя 11 июля. Линейная независимость семейства векторов, три равносильных ее определения. Свойства линейно независимых и линейно зависимых систем векторов. Четыре равносильных определения базиса ВП. Теорема о линейной независимости и линейных комбинациях. Конечномерные пространства, размерность, ее инвариантность. Бесконечномерность пространства бесконечных числовых последовательностей. Теорема о размерности подпространства. Равенство dim V1+ dim V2 = dim W+ dim (V1(V2).
Линейные отображения ВП. Изоморфизмы ВП. Изоморфность ВП, ее рефлексивность, симметричность и транзитивность. Продолжение линейного отображения с базиса на векторное пространство, изоморфность конечномерных векторных пространств одной размерности. Базис как упорядоченное семейство векторов, координаты вектора в базисе. Пространство обобщенных последовательностей Фибоначчи, его размерность, базис из геометрических прогрессий, формула Бине.
Однородные и неоднородные линейные системы (ЛС), решение ЛС. Приведение ЛС к трапециидальному виду. Независимые и зависимые переменные, общее решение однородной ЛС, пространство решений однородной ЛС и его размерность. Задача о 101 корове. Смежные классы ВП по модулю его подпространства, их связь с решениями неоднородных ЛС. Теоремы о числе решений неоднородной ЛС и рациональных решениях ЛС с рациональными коэффициентами. Задача о числах в таблице. Задача о точках на отрезке [0,1]. Задача о прямоугольнике, разрезанном на квадраты. 
Аффинная геометрия. Материальная точка, центр масс системы МТ. Основное тождество; сложение МТ. Существование центра масс у ненулевой системы МТ, правило группировки, линейность центра масс. Деление отрезка в данном отношении, его свойства. Барицентрические координаты.
Аффинные отображения (АО). Аффинность подобий и параллельного проектирования. Свойства, сохраняющиеся и не сохраняющиеся при АО. Задание АО плоскости образами трех неколлинеарных точек, аналогичные утверждения для прямой и трехмерного пространства. Аффинная эквивалентность фигур. Признак аффинной эквивалентности двух четырехугольников, двух трапеций, двух параллелограммов. Решение задач методом аффинных преобразований (принцип и примеры).
Эллипс, его фокусы, центр, оси и вершины. Эллипс как сечение прямого кругового цилиндра. Признак подобия двух эллипсов. Теорема об аффинном образе окружности. Аффинная эквивалентность любых двух эллипсов. Диаметры эллипса, касательные к эллипсу, их свойства.

Косая симметрия: два определения, приложение к решению задач. Эллиптический поворот, доказательство с его помощью аффинных свойств эллипса. Гиперболический поворот: постановка задачи, мотивировка определения, доказательство некоторых свойств гиперболы.
Проективная геометрия. Характеристический вектор, характеристическая пара. Эквицентральность конечных систем МТ, ее независимость от выбора полюса. Несобственные МТ, центры масс в расширенном пространстве МТ. Расширенное пространство МТ как векторное пространство. Несобственные точки, расширенные прямая, плоскость, пространство. Прямые на расширенной плоскости, прямые и плоскости в расширенном пространстве, их свойства. Общее определение проективной плоскости и n-мерного проективного пространства. Понятие модели, четыре модели проективной плоскости.
Проективные отображения. Инъективность проективного отображения. Проективное отображение, порожденное линейным отображением пространства материальных точек. Проективные изоморфизмы, их групповые свойства. Проективно эквивалентные фигуры, проективные инварианты, проективная инвариантность прямых и плоскостей. Изоморфность двух проективных пространств одной размерности. Теорема о проективном продолжении аффинного отображения, обратная теорема. Проективность инверсии прямой. Центральное проектирование в проективном пространстве, его проективность. Задание проективного отображения n-мерного проективного пространства образами n+2 точек общего положения. Проективные координаты, их связь с барицентрическими и аффинными. Идея перевода на бесконечность, ее приложения к решению задач.
Двойственность на проективной плоскости. Конфигурации, принцип двойственности. Примеры двойственных теорем.

Теорема Дезарга, конфигурация Дезарга, обратная теорема Дезарга; теорема Дезарга в трехмерном пространстве. Частные случаи конфигурации Дезарга и теоремы Дезарга на расширенной плоскости. Гомологии проективной плоскости, их свойства.
Двойное отношение четырех точек проективной прямой, его простейшие свойства. Отрезки на проективной прямой. Двойное отношение как основной проективный инвариант. Двойное отношение четырех прямых пучка, его свойства. Сохранение двойного отношения при двойственности. Гармонические четверки, их свойства. Полный четырехвершинник, его гармонические свойства. Построение четвертой гармонической точки, приложения к решению задач.
Топология. Теорема Больцано-Коши. Непрерывность числовой функции: определение и его мотивировка. Теорема Борсука-Улама для окружности. Задачи о делении пополам площади и периметра многоугольника и о делении площади многоугольника на 4 равные части. Две задачи о яблоках и апельсинах. Существование действительного корня у многочлена нечетной степени с действительными коэффициентами.
Теорема Борсука-Улама для сферы. Задача о бутерброде. Задача о яблоках, апельсинах и бананах. Основная теорема алгебры.

Задача об описанном эллипсе Штейнера; как сделать рассуждения Штейнера строгими? Точная верхняя грань числового множества. Теорема Вейерштрасса. Перенос определения непрерывной функции и доказательства теоремы Вейерштрасса на случай плоской фигуры, необходимость и достаточность замкнутости и ограниченности фигуры для справедливости теоремы Вейерштрасса. Компактность. Задача о ближайшей точке. Пространство 6, расстояния, шары и параллелепипеды в нем, непрерывные числовые функции на нем. Решение задач об описанном и вписанном эллипсах Штейнера. Теорема Вейерштрасса для фигур в n, задача о вписанном n-угольнике наибольшей площади.
Задача о стрелке. Задача о первых цифрах числа 2n. Задача о двух зайцах, критерий всюду плотности. *Трехмерная задача о стрелке. *Задача о трех зайцах.
Алгебра. Кольца и поля: определения, примеры, простейшие свойства. Изоморфизмы колец. Идеал: определение, примеры, главные идеалы. Построение факторкольца по идеалу. Расширения полей, степень расширения Числовые поля. Присоединение элемента к полю, изоморфизмы числовых полей. Алгебраические числа, минимальные многочлены. Описание числового поля, полученного присоединением одного элемента. Связь конечности и алгебраичности. Теорема о размерности башни и следствия из нее. Характеристика поля, простое подполе. Количество элементов в векторном пространстве над конечным полем и порядок конечного поля. Лампочки на табло: перевод на язык векторных пространств. Понятие инварианта. Делимость в коммутативных кольцах: ассоциированность, несобственные и собственные делители. Простота и неприводимость элементов. Перевод делимости на язык идеалов. Простые и максимальные идеалы, их характеризация в терминах факторколец. Наибольший общий делитель, теорема о линейном разложении. Кольцо главных идеалов, совпадение простоты и неприводимости. Факториальность кольца главных идеалов. Неоднозначность разложения на простые множители в кольце 
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Комплексные числа: определение, операции, алгебраическая и тригонометрическая формы записи, геометрический смысл. Формула де Муавра. Корни n-ой степени из 1 и из произвольного комплексного числа, группа углов. Примитивные корни n-ой степени из 1. Неравенство Птолемея, теорема Наполеона, сумма квадратов сторон и диагоналей правильного n-угольника.
Теорема Виета, определение симметрических многочленов. Элементарные симметрические, степенные суммы. Диаграммы Юнга. Основная теорема теории симметрических многочленов. Симметризация одночлена, мажоризация. Неравенство Мюрхеда.

Теория игр по Конвею. Формализация понятия игры, граф игры, выигрышная стратегия. Задача о ладье в октанте, задача об игре в монеты. Сумма игр, нулевая игра, равенство игр. Игра ним, нимберы, ладья в октанте как таблица сложения нимберов. Игра в серебряный доллар. Основная теорема теории симметричных игр. Сложение нимберов как побитовая сумма. 
Теория графов. Двудольные графы, паросочетания и вершинные покрытия. Теоремы Кенига и Холла. Задача о трансверсалях. Задача 5 (о k юношах и k–d девушках).
БИЛЕТЫ
Билет 1. 1. Векторное пространство над полем. Подпространство, линейная оболочка. Линейная независимость семейства векторов, три равносильных ее определения. Свойства линейно независимых и линейно зависимых систем векторов.
2. Теорема Борсука-Улама для сферы. Основная теорема алгебры.
3. Докажите, что любое биективное аффинное отображение плоскости на плоскость есть композиция подобия и параллельного проектирования. (Подобием тут называется отображение плоскости на плоскость (не обязательно ту же самую), сохраняющее отношения расстояний).
Билет 2. 1. Четыре равносильных определения базиса ВП. Теорема о линейной независимости и линейных комбинациях. Конечномерные пространства, размерность, ее инвариантность. 
2. Точная верхняя грань числового множества. Теорема Вейерштрасса. Перенос определения непрерывной функции и доказательства теоремы Вейерштрасса на случай плоской фигуры, необходимость и достаточность замкнутости и ограниченности фигуры для справедливости теоремы Вейерштрасса. Компактность.
3. Докажите, что булево кольцо (2X, (, () изоморфно кольцу функций из X в 
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Билет 3. 1. Теорема о размерности подпространства. Равенство dim V1+ dim V2 = dim W+ dim (V1(V2). Взаимное расположение двух плоскостей и прямой и плоскости в трехмерном проективном пространстве.

2. Теорема Больцано-Коши. Непрерывность числовой функции: определение и его мотивировка. Теорема Борсука-Улама для окружности.
3. Докажите, что при любых положительных x, y, z: 
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Билет 4. 1. Изоморфизмы ВП, изоморфность конечномерных векторных пространств одной размерности.
2. Задача о ближайшей точке. Пространство 6, расстояния, шары и параллелепипеды в нем, непрерывные числовые функции на нем. Решение задач об описанном и вписанном эллипсах Штейнера.
3. Можно ли одной линейкой поделить данный отрезок пополам?
Билет 5. 1. Однородные и неоднородные линейные системы (ЛС), решение ЛС. Приведение ЛС к трапециидальному виду. Независимые и зависимые переменные, общее решение однородной ЛС, пространство решений однородной ЛС и его размерность. Бесконечномерность пространства бесконечных числовых последовательностей.
2. Задача о стрелке. Задача о первых цифрах числа 2n. Задача о двух зайцах, критерий всюду плотности.
3. Докажите, что 
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Билет 6. 1. Материальная точка, центр масс системы МТ. Основное тождество; сложение МТ. Существование центра масс у ненулевой системы МТ, правило группировки, линейность центра масс. Деление отрезка в данном отношении, его свойства. Барицентрические координаты.
2. Делимость в коммутативных кольцах: ассоциированность, несобственные и собственные делители. Простота и неприводимость элементов. Перевод делимости на язык идеалов. Простые и максимальные идеалы, их характеризация в терминах факторколец.
3. Докажите неравенство для положительных x, y, z:
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Билет 7. 1. Пространство обобщенных последовательностей Фибоначчи, его размерность, базис из геометрических прогрессий, формула Бине.
2. Задача о ладье в октанте, задача об игре в монеты. Сумма игр, нулевая игра, равенство игр. Игра ним, нимберы, ладья в октанте как таблица сложения нимберов.
3. На евклидовой плоскости даны две параллельные прямые и отрезок на одной из них. Одной линейкой удвойте данный отрезок.
Билет 8. 1. Смежные классы ВП по модулю его подпространства, их связь с решениями неоднородных ЛС. Теоремы о числе решений неоднородной ЛС и рациональных решениях ЛС с рациональными коэффициентами. Задача о числах в таблице.
2. Двудольные графы, паросочетания и вершинные покрытия. Теоремы Кенига и Холла. Задача о трансверсалях.
3. Известно, что z+1/z = 2cos1(. Найдите z60+1/z60.
Билет 9. 1. Задание АО плоскости образами трех неколлинеарных точек, аналогичные утверждения для прямой и трехмерного пространства. Аффинная эквивалентность фигур. Признак аффинной эквивалентности двух четырехугольников, двух трапеций, двух параллелограммов.
2. Игра в серебряный доллар. Основная теорема теории симметричных игр. Сложение нимберов как побитовая сумма.
3. Докажите, что для любых трех не равных 0 цифр a, b, c найдется такое натуральное n, что число 2n начинается с a,  число 3n — с b, а число 7n — c с.
Билет 10. 1. Теорема об аффинном образе окружности. Аффинная эквивалентность любых двух эллипсов.

2. Кольца и поля: определения, примеры, простейшие свойства. Изоморфизмы колец. Идеал: определение, примеры, главные идеалы. Построение факторкольца по идеалу.
3. Королевская метеослужба острова Буяна сообщила, что в 12.00 14 февраля 1008 года температура на мысе Салтана была +2(С, а в Порт-Гвидоне –  –3(С. Докажите, что в этот же момент на острове была точка, температура в которой равнялась 0(С.
Билет 11. 1. Косая симметрия: два определения, приложение к решению задач. Эллиптический поворот, доказательство с его помощью аффинных свойств эллипса. Гиперболический поворот: постановка задачи, мотивировка определения, доказательство некоторых свойств гиперболы.

2. Задача о бутерброде. Задача о яблоках, апельсинах и бананах.
3. Образуют ли векторы (1, 1, 2), (–1, 3, 4), (–1, 11, 16) базис в пространстве [image: image234.wmf]3
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Билет 12. 1. Характеристический вектор, характеристическая пара. Эквицентральность конечных систем МТ, ее независимость от выбора полюса. Несобственные МТ, центры масс в расширенном пространстве МТ. Расширенное пространство МТ как векторное пространство. Несобственные точки, расширенные прямая, плоскость, пространство.

2. Существование действительного корня у многочлена нечетной степени с действительными коэффициентами.
3. Числа a, b и c связаны равенством 
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. Докажите, что какие-либо два из них противоположны.
Билет 13. 1. Прямые на расширенной плоскости, прямые и плоскости в расширенном пространстве, их свойства. Общее определение проективной плоскости и n-мерного проективного пространства. Понятие модели, четыре модели проективной плоскости.
2. Теорема Борсука-Улама для окружности. Задачи о делении пополам площади и периметра многоугольника и о делении площади многоугольника на 4 равные части. Две задачи о яблоках и апельсинах.
3. Пусть R — любое кольцо (вообще говоря, без 1). Рассмотрим множество всех пар (m, x), где 
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, x ( R с покомпонентным сложением и умножением по формуле (m, x)((n, y) = (mn, my + nx + xy). Докажите, что это кольцо с 1.
Билет 14. 1. Проективные отображения. Инъективность проективного отображения. Проективное отображение, порожденное линейным отображением пространства материальных точек. Проективные изоморфизмы, изоморфность двух проективных пространств одной размерности. Теорема о проективном продолжении аффинного отображения, обратная теорема.
2. Характеристика поля, простое подполе. Количество элементов в векторном пространстве над конечным полем и порядок конечного поля. Лампочки на табло: перевод на язык векторных пространств. Понятие инварианта.
3. Найдите сумму s-тых степеней всех корней n-ой степени из 1 (s = 1, 2, …).
Билет 15. 1. Проективность инверсии прямой. Центральное проектирование в проективном пространстве, его проективность.
2. Симметризация одночлена, мажоризация. Неравенство Мюрхеда.
3. Докажите, что среди полос, целиком покрывающих данную компактную плоскую фигуру, есть полоса наименьшей ширины.
Билет 16. 1. Двойственность на проективной плоскости. Конфигурации, принцип двойственности. Примеры двойственных теорем. Прямая и обратная теоремы Дезарга, конфигурация Дезарга на плоскости и в трехмерном пространстве. Частные случаи конфигурации Дезарга и теоремы Дезарга на расширенной плоскости.
2. Алгебраические числа, минимальные многочлены. Описание числового поля, полученного присоединением одного элемента. Связь конечности и алгебраичности. Теорема о размерности башни и следствия из нее.
3. Найдите размерность и укажите какой-нибудь базис подпространства пространства 
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, заданного уравнением x1+…+xn = 0.
Билет 17. 1. Двойное отношение и гармонизм.
2. Теорема Виета, определение симметрических многочленов. Элементарные симметрические, степенные суммы. Диаграммы Юнга. Основная теорема теории симметрических многочленов.
3. В 12.00 корабль плыл на северо-восток, а в 13.00 – на юго-восток. Весь этот час он плыл без остановок. Докажите, что в течение этого часа был момент, когда корабль плыл либо строго на восток, либо строго на запад.
Задачи к зачету

ЦЕНТРЫ МАСС И АФФИННАЯ ГЕОМЕРИЯ

1. Теорема Ван-Обеля. Чевианы AA1 , BB1 и CC1  треугольника ABC пересекаются в одной точке K. Докажите, что AK /KA1 =AB1/ B1C + AC1/C1B. (3)
2. Теорема Жергонна. Чевианы AA1, BB1 и CC1 треугольника ABC пересекаются в точке O. Докажите, что OA1/AA1+OB1/BB1+OC1/CC1=1. (3)
3. Каждая диагональ выпуклого пятиугольника параллельна одной из его сторон. Докажите, что он аффинно эквивалентен правильному пятиугольнику. (3+)
4. Докажите, что если аффинное преобразование переводит некоторую окружность в себя, то оно — поворот или осевая симметрия. (3+)
5. Каждая диагональ пятиугольника отсекает от него треугольник площади 1. Найти площадь пятиугольника. (3+)
6. Докажите, что шестиугольник ABCDEF аффинно эквивалентен правильному тогда и только тогда, когда он имеет центр симметрии и треугольники ABC, BCD, CDE, DEF, EFA, FAB равновелики. (3+)
7. Опишите все аффинные преобразования плоскости, переводящие в себя данный эллипс. (4()
8. Докажите, что если аффинное преобразование плоскости переводит две различные пары перпендикулярных направлений в перпендикулярные, то оно — подобие. (4()
9. Докажите, что всякое аффинное преобразование плоскости можно представить как композицию некоторого движения и двух сжатий к двум взаимно перпендикулярным прямым. (4()
10. На плоскости нарисованы вершины эллипса и прямая. Как циркулем и линейкой построить точки пересечения прямой с эллипсом (сам он не нарисован!). (4()

11. Докажите, что всякое аффинное отображение плоскости в себя задается в декартовой системе координат линейными уравнениями х1 = а1х + b1y + с1, y1 = а2х + b2y + с2, где (х,у) – координаты произвольной точки в данной системе, (х1,у1) – координаты ее образа в той же системе, а коэффициенты а1, b1, а2, b2, с1, с2– одни и те же для всех точек. Какое соотношение между коэффициентами равносильно биективности преобразования? (4)

12. Докажите, что любое биективное аффинное отображение плоскости на плоскость есть композиция подобия и ортогонального проектирования. (Подобием называется отображение плоскости на плоскость (не обязательно ту же самую), сохраняющее отношения расстояний). (5–)
13. Теорема Польке-Шварца. Для произвольных тетраэдра (который тут понимается как объединение шести его ребер) и плоского четырехугольника с проведенными диагоналями некоторая параллельная проекция первого подобна второму. (5++)
ВЕКТОРНЫЕ ПРОСТРАНСТВА

14. Числа х и у таковы, что система {х, у, (} линейно независима над Q. Докажите, что найдется такое целое число m, что sinmx + sinmy > 1,999. (3)
15. Образуют ли периодические последовательности подпространство в пространстве всех бесконечных числовых последовательностей? (3+)
16. Докажите, что если объединение двух подпространств является подпространством, то одно из двух объединяемых подпространств содержится в другом. (3+)
17. Докажите, что пространство всех числовых функций f: [image: image238.wmf]R

(
[image: image239.wmf]R

 бесконечномерно. (3+)
18. Пусть A, B и C — три подпространства одного конечномерного векторного пространства, а D, E и F — линейные оболочки множеств A(B, B(С, A(B(C соответственно. Докажите, что dimB + dimF ( dimD + dimE. (4()
19. Образуют ли периодические функции подпространство в пространстве всех числовых функций, определенных на всей числовой оси? Функция f: [image: image240.wmf]R

(
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 называется периодической, если существует такое положительное число T (период), что f(x+T) = f(x) для всех x ( [image: image242.wmf]R

. (4)
20. Магическим квадратом называется квадратная таблица, заполненная числами так, что все суммы по горизонталям, вертикалям и двум диагоналям равны между собой. Докажите, что все магические квадраты 3(3 образуют векторное пространство с естественными операциями сложения и умножения на число, и найдите его размерность. (4)
21. На плоскости отмечены несколько синих и зеленых точек так, что каждая синяя точка является серединой отрезка с концами в покрашенных (неважно, в какой из двух цветов) точках. Докажите, что если все зеленые точки содержатся в некотором выпуклом многоугольнике, то в нем же содержатся и все синие точки. (4)
22. Пусть a1, …, an — различные действительные числа. Докажите, что система


[image: image243.wmf]1

2

11211

2

12

...

...

...

n

n

n

nnnnn

axaxaxb

axaxaxb

ì

+++=

ï

í

ï

+++=

î


имеет единственное решение при любом наборе b1, …, bn. (4+)
23. Докажите, что функции cosx, cos2x, …, cosnx, линейно независимы в пространстве всех числовых функций f: 
[image: image244.wmf]R
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. (4+)
24. Напишите линейное рекуррентное соотношение, которому удовлетворяют все последовательности вида an = P(n), где P(x) — многочлен степени не выше k, и только они. (4+)
25. Докажите, что линейная оболочка семейства многочленов x10, (x–1)10, (x–2)10, …, (x–10)10 в пространстве 
[image: image246.wmf]R

[x] состоит из всех многочленов степени не выше 10. (4+)
26. Докажите, что максимальное число линейно независимых строк матрицы равно максимальному числу ее линейно независимых столбцов. (5()
27. Докажите, что для любых двух многочленов f(t), g(t) (K[t] найдется такой многочлен h(x,y) ( K[x,y], что h(f(t),g(t)) = 0. (5)
ПРОЕКТИВНАЯ ГЕОМЕТРИЯ
28. Можно ли одной линейкой поделить данный отрезок пополам? (3)
29. На евклидовой плоскости даны отрезок АВ, его середина С и точка D, не лежащая на прямой АВ. Одной линейкой проведите через точку D прямую, параллельную АВ. (3)
30. Докажите, что всякое проективное преобразование проективной плоскости раскладывается в композицию гомологий. Оцените число гомологий в этой композиции. (3+)
31. На евклидовой плоскости дан параллелограмм. Одной линейкой проведите через точку пересечения его диагоналей прямую, параллельную его сторонам. (3+)
32. Даны параллелограмм, прямая и точка. Одной линейкой постройте прямую, проходящую через данную точку и параллельную данной прямой. (4)
33. Прямые a и b пересекаются в недоступной точке M, а прямые c и d – в недоступной точке N. Прямая l пересекается с прямой MN в недоступной точке L. Одной линейкой постройте доступную часть прямой, проходящей через данную точку А и точку L. (4)
34. Докажите, что трехмерное проективное пространство невозможно проективно отобразить на проективную плоскость. (4)
35. Дан выпуклый четырехугольник ABCD. Прямые AB и СD пересекаются в точке P, прямые AD и BС — в точке P, R — произвольная точка внутри четырехугольника, K — точка пересечения прямых BC и PR, L — точка пересечения прямых AB и QR, M — точка пересечения прямых AK и DR. Докажите, что точки L, M и C лежат на одной прямой. (4)
36. Даны окружность (, прямая l и точки M и N, лежащие на ( и не лежащие на l. Докажите, что композиция центрального проектирования (на расширенной плоскости) прямой l на окружность ( из центра M и центрального проектирования на расширенной плоскости окружности ( на прямую l из центра N есть проективное преобразование прямой l. (4+)
37. Даны окружность (, прямая l и точки M и N, лежащие на ( и не лежащие на l, и движение f окружности (. Пусть p – проектирование (на расширенной плоскости) прямой l на окружность ( из центра M, а q – проектирование окружности ( на прямую l из центра N. Докажите, что композиция q ( f ( p есть проективное преобразование прямой l. (5–)
38. Докажите, что всякое проективное преобразование проективной плоскости, лежащей в трехмерном проективном пространстве, разлагается в композицию центральных проектирований плоскостей в этом пространстве. (5)
39. Докажите, что если преобразование проективной плоскости сохраняет коллинеарность точек и их двойное отношение, то оно проективно. (5.)
ТОПОЛОГИЯ

40. Внутри выпуклого блина лежит другой выпуклый блин. Докажите, что найдутся две равные параллельные хорды внешнего блина, касающиеся внутреннего блина. (Блины связны.) (3+)
41. Для всякой компактной выпуклой фигуры найдутся две параллельные хорды равной длины, делящие ее на три равные по площади части. (4–)
42. Докажите, что если функция отображает отрезок на отрезок и монотонно возрастает (то есть большему значению аргумента соответствует большее значение функции), то она непрерывна. (4–)
43. Докажите, что если значения двух непрерывных функций из 
[image: image247.wmf]R

 в 
[image: image248.wmf]R

 совпадают во всех рациональных точках, то они совпадают и во всех действительных точках. (4–)
44. Докажите, что в компактную плоскую выпуклую фигуру можно вписать такой треугольник, что в каждой его вершине существует опорная прямая фигуры, параллельная его противолежащей стороне. (Факт, что через каждую граничную точку такой фигуры проходит ее опорная прямая, считать известным.) (4)
45. Докажите, что среди всех многоугольников данной площади наименьший периметр имеет правильный. (4+)
46. Пусть X — компактная плоская фигура. Докажите, что если отображение f: X ( 
[image: image249.wmf]2
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 непрерывно, то фигура f(X) также компактна. (4+)
47. Докажите, что среди кругов, целиком покрывающих данное ограниченное плоское множество, есть круг наименьшего радиуса. (4+)
48. Найдите необходимое и достаточное условие, которому должна удовлетворять плоская фигура, чтобы для заданных на ней непрерывных числовых функций выполнялась теорема Больцано-Коши. (5+)
49. Назовем топологическим ежом сферу, в каждой точке которой растет игла длины 1. Причесать ежа — это расположить иглы так, чтобы каждая шла по касательной к сфере и направление иглы зависело от точки на сфере непрерывно. Докажите, что причесать топологического ежа невозможно. (5+)
50. Докажите, что у компактной выпуклой плоской фигуры через каждую точку границы проходит опорная прямая. (5++)
51. Докажите, что у компактной выпуклой пространственной фигуры через каждую точку границы проходит опорная плоскость. (5++)
ИГРЫ

52. В Черноморском казино Остап Бендер играет с крупье в фишки. Игра состоит в том, что игроки по очереди (крупье – первым, Остап – вторым) перекладывают фишки из банка на стол. За один ход можно переложить не меньше одной фишки и не больше, чем их уже есть на столе. Побеждает тот, кто переложил из банка на стол последнюю фишку. До начала игры на столе лежат 10 фишек, а банк непуст. У Остапа в кармане лежат 10 фишек, которые он может до начала игры незаметно подбросить: некоторые (возможно, ни одной) – на стол, а некоторые (возможно, ни одной) – в банк. Докажите, что он сможет выиграть. (4+)
53. Дано число (в десятичной записи). Игрок может либо уменьшить любую цифру, либо  убрать любой нуль и все последующие за ним числа. Тот, кто не может сделать ход, проигрывает. Какому нимберу соответствует эта игра, если начиналась она с числа 314159? (4–)
54. Решите уравнение: n +2 2n +2 3n = 0. (4–)
55. Решите уравнение n +2 2n +2 3n +2 4n = 0 (4–)
56. Решите уравнение x +2 (x–1) = k для всех натуральных k. (4–)
57. Дана шоколадка размера 2005(2006. Двое по очереди отламывают от нее дольки и сразу съедают их. В клетке (17, 130) находится яд (съедаются всегда куски без него). Тот, кому больше нечего есть, с горя съедает дольку с ядом и проигрывает (навсегда). Кто выигрывает при правильной игре? (4–)
КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА
Определение. Простым отношением трех комплексных чисел z1, z2, z3 называется число (z1, z2, z3) = 
[image: image250.wmf]13
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. Двойным отношением четырех комплексных чисел z1, z2, z3, z4 называется число (z1, z2, z3, z4) = 
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58. Докажите, что три точки комплексной плоскости лежат на одной прямой тогда и только тогда, когда их простое отношение вещественно, и оно в этом случае равно отношению, в котором точка z3 делит отрезок [z1z2] (в том смысле, в каком оно определялось в листке «Центры масс»). (3)
59. Выразите через операции сложения, умножения и сопряжения комплексных чисел скалярное произведение соответствующих векторов. (3)
60. Докажите, что четыре точки комплексной плоскости лежат на одной прямой или окружности тогда и только тогда, когда их двойное отношение вещественно. (3+)
61. Докажите, что точки a, b, c ( 
[image: image252.wmf]C

 являются вершинами равностороннего треугольника тогда и только тогда, когда (a − b)2 + (b − c)2 + (c − a)2 = 0. (3+)
62. Докажите равенство:
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63. Докажите, что если z — точка пересечения касательных в точках w1 и w2 к единичной окружности, то 
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64. Вычислите сумму: 1 + 2( + 3(2 + … + n(n ( 1, где 
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65. Пусть точки М и N ( середины диагоналей АС и BD четырехугольника ABCD. Докажите, что AB2 + BC2 + CD2 + DA2 = AC2 + BD2 + 4MN2. (3+)
66. Докажите, что всякий многочлен с действительными коэффициентами раскладывается на линейные и квадратичные множители. (4)
67. Докажите, что всякий многочлен четвертой степени с действительными коэффициентами приводим над 
[image: image257.wmf]R

.(4)
68. На комплексной плоскости дан правильный n-угольник. Докажите, что значение всякого многочлена степени меньше n в его центре равно среднему арифметическому значений этого многочлена в его вершинах. (4.)
АЛГЕБРА
69. Докажите, что поля 
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 изоморфны. (3)
70. Докажите, что если элементы x, y кольца R таковы, что x, y, x + y обратимы (двусторонне), то x(x + y)(1y = y(x + y)(1x. (3+)
71. Полностью опишите числовое поле 
[image: image260.wmf]12
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, то есть найдите общий вид элементов и докажите единственность представления в таком виде. (3+)
72. Докажите, что в конечном кольце каждый необратимый элемент является делителем нуля. (3+)
73. Докажите, что если в кольце R для любого элемента x выполняется x2 = x, то R коммутативно. (3+)
74. Пусть R — коммутативное кольцо. Рассмотрим множество всех элементов x ( R, для которых существует натуральное n такое, что xn = 0. Докажите, что оно является идеалом в R. (3+)
75. Пусть F — конечное поле порядка q. Докажите, что для любой функции f: F ( F существует многочлен A ( F[x] такой, что f(x) = A(x) для всех x ( F. (3+)
76. Докажите, что в коммутативном кольце R множество элементов x таких, что для всякого y ( R элемент 1 + xy обратим, образует идеал. (4()
77. Покажите, что 
[image: image261.wmf]2
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78. Докажите, что если R — коммутативное кольцо и e ( R таков, что e2 = e, то xR ( eR = xeR. (4()
79. Существует ли числовое поле, отличное от 
[image: image262.wmf]Q

, не содержащее ни одного нецелого квадратного корня из целого числа? (4()
80. Пусть z1, z2, z3 — корни многочлена x3 + px + q. Выразите через p и q дискриминант этого многочлена (z1 – z2)2(z2 – z3)2(z2 – z3)2. Когда дискриминант обращается в 0? (4()
81. Докажите, что два подкольца в 
[image: image263.wmf]Q

 изоморфны тогда и только тогда, когда они равны. (4()
82. Пусть ( ( SX — перестановка множества X. Сопоставим ( перестановку множества 2X: ((Y) = {((y) | y ( Y}. а) Докажите, что ( — изоморфизм булева кольца (2X, (,  () на себя; (3+) б) Докажите, что любой изоморфизм булева кольца 2X на себя имеет такой вид. (4)
83. Пусть R — коммутативное кольцо с 1, а R[x] — кольцо многочленов над R. а) Докажите, что если в R нет делителей нуля, то и в R[x] нет делителей нуля; (3() б) Докажите, что если f является делителем нуля в R[x], то найдется c ( R такое, что cf = 0. (4)
84. Пусть X — произвольное множество, K — поле. Рассмотрим кольцо функций из X в K, которое обозначим KX. а) Докажите, что множество всех функций, обращающихся в 0 в точке x ( X, является максимальным идеалом в кольце KX; (4() б) Докажите, что любой максимальный идеал KX имеет такой вид. (4)
85. Пусть K — поле. Покажите, что в кольце Kn (с покомпонентными операциями) ровно 2n идеалов и что каждое факторкольцо кольца Kn изоморфно Km для некоторого 0 ( m ( n. (4)
86. Пусть F — поле характеристики p > 0. Докажите, что для любого натурального k все корни уравнения 
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 в F образуют поле. (4)
87. Докажите, что если в коммутативном кольце все собственные идеалы простые, то это поле. (4)
88. Пусть F — конечное поле порядка q. Докажите, что функции, определяемые одночленами 
[image: image265.wmf]12
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 с k1, k2, …, kn < q образуют базис в пространстве всех функций на Kn со значениями в K. (4)
89. Пусть R — коммутативное кольцо без делителей нуля. Докажите, что если x ( y и x ( z, то x ( yz (здесь x ( y обозначает то, что НОД(x, y) = 1). (4)
90. Докажите, что если x, y — элементы кольца R такие, что 1 + xy обратим, то 1 + yx также обратим. (4+)
91. Опишите все подкольца в 
[image: image266.wmf]Q
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92. Докажите, что если 
[image: image267.wmf]:
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 — изоморфизм колец, то f = id. (4+)
93. Пусть F — конечное поле. Докажите, что найдется многочлен второй степени, неприводимый над F. (4+)
94. Докажите, что многочлены Бернштейна 
[image: image268.wmf](1)
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, m = 0, 1, …, n образуют базис в пространстве всех многочленов степени не выше n. (4+)
95. Докажите, что если у элемента x кольца R есть два различных правых обратных, то он имеет бесконечно много правых обратных. (5()
96. Докажите, что в булевом кольце всякий простой идеал максимален. (5+)
97. Докажите, что если у элемента x кольца R существует единственный правый обратный, то он является и левым обратным. (5++)
98. Докажите, что если в кольце R для любого элемента x выполняется x3 = x, то R коммутативно. (5++)
СИММЕТРИЧЕСКИЕ МНОГОЧЛЕНЫ И НЕРАВЕНСТВО МЮРХЕДА
99. Докажите, что если n( 2 и a1, a2,…,an — положительные числа, S — их сумма, то а) 
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100. Докажите неравенство для неотрицательных x, y:
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101. Докажите неравенство для положительных a, b, c:
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102. Докажите неравенство для положительных a, b, c:
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103. Докажите неравенство для положительных a, b, c:
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ТЕОРЕМА ХОЛЛА
104. В таблице n(n расставлены неотрицательные вещественные числа так, что суммы во всех строчках и столбцах одинаковы. Докажите, что можно выбрать не бьющих друг друга ладей так, что числа, в клетках, стоящих под ними ненулевые.

ИНТЕРПОЛЯЦИОННЫЙ МНОГОЧЛЕН
105. Докажите равенство: 
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106. Полином степени N  принимает в точках 0, 1, 2, 3, …, N целые значения. Докажите, что все его значения в целых точках целые. (4)
107. Полином степени N  принимает в точках 0, 1, 4, 9, …, N2 целые значения. Докажите, что все его значения в квадратах ( целые. (4)
108. Известно, что deg(P(x))=2000, для всех k = 0, 1, …, 2000 верно равенство P(k) = k/(k+1). Найдите P(2001). (4)
109. Фирма имеет n сотрудников и число, составляющее секрет фирмы. Как можно добиться того, чтобы любые n ( 1 сотрудников, собравшись вместе, могли узнать это число, а любые n ( 2 – не могли? (4+)
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