Двадцать вторая Летняя многопредметная школа Кировской области

Вишкиль. 2-27.VII.2006 г.


ЛМШ-2006

9 КЛАСС

Вступительная проверка знаний и умений

02 июля
1. Если каждый двадцатый математик — шизофреник, а каждый тридцатый шизофреник — математик, то кого больше: шизофреников или математиков? Во сколько раз?

2. Разделите с остатком а) x4+1 на x2+1; б) x2+1 на x4+1.

3. В какие точки перейдут вершины треугольника АВС при гомотетии с центром в точке пересечения медиан и коэффициентом –0,5?

4. Сколькими различными способами можно разбить 12 волейболистов на две команды по 6 человек?

5. Вычислите (1+i)8.

6. В двух соседних вершинах квадрата разместили по массе 1, а в двух других — по массе 2. Где находится центр этих масс?

7. Многочлен x3–x2–2x+1 возвели в 2006 степень. Найдите сумму всех коэффициентов получившегося многочлена.

8. Найдите остаток от деления 20062001 на 101.

9. Установите взаимно-однозначное соответствие между множествами всех четных целых чисел и всех отрицательных целых чисел.

10. Сумма квадратов трех положительных чисел равна 1. Каково наименьшее возможное значение суммы их попарных произведений?

Найти препятствие

03 июля
1. Каким наименьшим числом меньших правильных треугольников можно покрыть правильный треугольник?
2. Каким наименьшим числом кругов радиуса 1 можно целиком покрыть круг радиуса 2?
3. Можно ли некоторые клетки белой доски 13(13 покрасить в черный цвет так, чтобы каждая клетка (как белая, так и черная) граничила по стороне с нечетным числом черных клеток?
4.  Каким наименьшим числом королей можно побить всю шахматную доску (считаем, что каждый король бьет и поле, на котором стоит)?
5. Клетчатая доска 2006(2006 замощена (без пропусков и наложений) прямоугольниками из двух клеток. Докажите, что какие-то два из них образуют квадрат 2(2.
6. Можно ли выстроить 13 чисел в ряд так, чтобы сумма любых трех чисел, идущих подряд, была отрицательной, а сумма всех 13 чисел была положительной?

Для самостоятельного решения

7. Вопрос задачи 6 про 13 чисел по кругу.

8. Две материальные точки переместились из вершин A и C квадрата ABCD со стороной 2000 в вершины B и D соответственно. Докажите, что в процессе перемещения был момент, когда расстояние между точками равнялось 2006.

9. Каким наименьшим числом а) коней; б) слонов можно побить всю шахматную доску?

МНОГОЧЛЕНЫ
Многочлены – 1

04 июля
Определение.  Многочленом будем называть выражение вида 
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Числа 
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 называются коэффициентами многочлена 
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Число 
[image: image6.wmf]n
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 называется старшим коэффициентом, а число 
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 – свободным членом.

Число 
[image: image8.wmf]n

 называется степенью многочлена 
[image: image9.wmf]()
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. Обозначается 
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Упражнение 1.  Пусть 
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). Что можно сказать о степени многочленов 
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Упражнение 2.  Свободные члены многочленов 
[image: image15.wmf]()
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 равны 
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 и 
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 соответственно. Чему равны свободные члены многочленов 
[image: image19.wmf]()(),()(),(())

PxQxPxQxPQx

+´

?

1. Коэффициентами многочленов 
[image: image20.wmf]()
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 и 
[image: image21.wmf]()
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 являются целые нечетные числа. Докажите, что у многочлена 
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 есть хотя бы один четный коэффициент.
Определение. Многочлены 
[image: image23.wmf]()
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 равны, если равны коэффициенты при соответствующих степенях 
[image: image25.wmf]x
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2. При каких 
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Упражнение 3.  Найти неполное частное и остаток от деления 
[image: image29.wmf]a

 на 
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3. При каких 
[image: image33.wmf]a
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 многочлен 
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 делится на многочлен 
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4. Найдите все натуральные 
[image: image37.wmf]n

, при которых число 
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[image: image39.wmf]2

1

n

+

.
5. Докажите, при делении многочлена на многочлен с остатком неполное частное и остаток определяются однозначно.
Определение.  Многочлен 
[image: image40.wmf]()
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 делится на ненулевой многочлен 
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, если существует такой многочлен 
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Определение.  Разделить многочлен 
[image: image44.wmf]()
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 на ненулевой многочлен 
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 с остатком – это значит найти такие многочлены 
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 (остаток), что выполнено равенство 
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Определение.  НОД многочленов 
[image: image51.wmf]()
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 и 
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, один из которых ненулевой, называется их общий делитель наибольшей степени.

Определение.  НОД многочленов 
[image: image53.wmf]()
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 и 
[image: image54.wmf]()
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, один из которых ненулевой, называется такой их общий делитель, который делится на любой другой их общий делитель.

НОД двух многочленов определен с точностью до умножения на константу.

Алгоритм Евклида для многочленов
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6. Докажите, что в результате работы алгоритма Евклида получится НОД двух многочленов в смысле обоих определений НОД двух многочленов.
7. Найти НОД многочленов 
[image: image56.wmf]432
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[image: image57.wmf]32

()31023

Qxxxx

=++-

. (Получаемые промежуточные остатки можно умножать на константы, что не изменит НОД многочленов).
8. Известно, что многочлен 
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 есть число вида 
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9. Найдите НОД
[image: image62.wmf](1,1)
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Для самостоятельного решения

10.  Известно, что все коэффициенты произведения многочленов 
[image: image63.wmf]()
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 с целыми коэффициентами делятся на простое 
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. Докажите, что все коэффициенты 
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11.  При делении многочлена 
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12.  Многочлен 
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 делится на многочлен 
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. Докажите, что многочлен 
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13.  Найдите НОД
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Многочлены – 2. Корни и значения

05 июля
1.  Выразите числа 
[image: image82.wmf](0),(1),(1)
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 через коэффициенты многочлена 
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2.  Найдите отдельно сумму коэффициентов при четных степенях и сумму степеней при нечетных степенях переменной многочлена 
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Упражнение 4.  Сумма коэффициентов многочлена 
[image: image85.wmf]()
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 равна 5, а сумма коэффициентов многочлена 
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 равна 7. Что можно сказать о сумме коэффициентов многочленов 
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Упражнение 5.  У многочлена 
[image: image88.wmf]()
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 сумма коэффициентов при четных степенях равна сумме коэффициентов при нечетных степенях. Многочлен 
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 обладает этим же свойством. Докажите, что этим же свойством обладают и многочлены 
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. Верно ли это, если о коэффициентах многочлена 
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Определение.  Число 
[image: image92.wmf]a

 называется корнем многочлена 
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3. Докажите, что если многочлен 
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 делится на многочлен 
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, то всякий корень 
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 является корнем 
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. Верно ли обратное?
4. Придумайте два квадратных трехчлена, ни один из которых не делится на 
[image: image99.wmf]2
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5. (Теорема Безу) Докажите, что остаток от деления многочлена 
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 на двучлен 
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Упражнение 6.  Многочлен 
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 делится на 
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 является корнем 
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Упражнение 7.  Докажите, что если 
[image: image109.wmf]()
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 – многочлен с целыми коэффициентами, 
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6. Дан многочлен 
[image: image113.wmf]()

Px

 такой, что многочлен 
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[image: image117.wmf](1)

x

-

.

Определение.  Если многочлен делится на 
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, то говорят, что его корень 
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 имеет кратность 
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7. Докажите, что число различных корней ненулевого многочлена не превосходит его степени.

8. Докажите, что число корней ненулевого многочлена, даже с учетом их кратности, не превосходит его степени.

Упражнение 8.  Докажите, что если значения двух многочленов, степень каждого из которых не превосходит 
[image: image122.wmf]1
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, совпадают в 
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 различных точках, то эти многочлены равны (в алгебраическом смысле).

9. Докажите, что если значение многочлена 
[image: image124.wmf]()
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 при всех 
[image: image125.wmf]x

 нулевое, то и сам многочлен нулевой.

Упражнение 9.  Докажите, что если значения двух многочленов совпадают во всех точках, то многочлены равны.

10.  Докажите, что 
[image: image126.wmf]2
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Для самостоятельного решения
11.  Докажите, что если многочлен с целыми коэффициентами принимает значение, равное 5, в пяти различных целых точках, то он не имеет целых корней.

12.  Числа 
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 различны. Сколько корней может быть у уравнения
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13.  Докажите, что не существует многочлена, отличного от константы, с целыми коэффициентами, значения которого при любом целом 
[image: image130.wmf]n

 простое.

Многочлены – 3. Интерполяция

08 июля
Упражнение 10.  Докажите, что если даны значения функции в 
[image: image131.wmf]1
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 точке, то существует единственный многочлен степени не выше 
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, который в данных точках принимает указанные значения.

Упражнение 11.  Постройте многочлен 
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 первой степени такой, что 
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Упражнение 12.  Существует ли многочлен 
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Упражнение 13.  Постройте многочлен 
[image: image137.wmf]()
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 второй степени такой, что 
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Упражнение 14.  Постройте многочлен 
[image: image139.wmf]()
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 третьей степени такой, что 
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Определение.  Построение такого многочлена 
[image: image141.wmf]()
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 степени не выше 
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 называется интерполяцией.
1. Постройте многочлен 
[image: image145.wmf]()
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2. Постройте многочлен 
[image: image147.wmf]()
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 первой степени, который в точке 
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3. Постройте многочлен 
[image: image150.wmf]()
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 второй степени, который в точке 
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[image: image152.wmf]1

x

 и 
[image: image153.wmf]2

x

 – 0.
4. Постройте многочлен 
[image: image154.wmf]()
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 третьей степени, который в точке 
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5. Постройте многочлен 
[image: image159.wmf]()
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 степени 
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, который в точке 
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6. Постройте многочлен 
[image: image163.wmf]()
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 степени 
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, который в точке 
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7. Постройте многочлен 
[image: image169.wmf]()
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 степени не выше 
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 такой, что 
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8. Постройте многочлен 
[image: image173.wmf]()

Px

 второй степени такой, что 
[image: image174.wmf](1)1,(3)4,(5)10
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Определение.  Многочлен вида
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принимающий в точках 
[image: image176.wmf]i
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 значения 
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, называется интерполяционным многочленом Лагранжа.

9. Упростите выражение
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где 
[image: image180.wmf],,,
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 – различные числа.
10. Найти многочлен наименьшей степени, который при делении на 
[image: image181.wmf](1)
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 дает остаток 1, при делении на 
[image: image182.wmf](2)
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 дает остаток 3, а при делении на 
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 остаток 5.
11. Докажите, что для различных чисел 
[image: image184.wmf],,,
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12. Докажите тождество 
[image: image186.wmf]0
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13. Многочлен 
[image: image187.wmf]()
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 степени n принимает целые значения в n+1 последовательной целой точке. Докажите, что:
· многочлен 
[image: image188.wmf]()
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 принимает целые значения во всех целых точках;
· многочлен 
[image: image189.wmf]!()
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 имеет целые коэффициенты;
· многочлен 
[image: image190.wmf]()
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 является представляется в виде линейной комбинации с целыми коэффициентами многочленов 
[image: image191.wmf](1)(2)...()

!

xxxk

k

---

 для 
[image: image192.wmf]0,1,...,
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· любой многочлен, представляю представляющийся в таком виде, принимает целые значения в целых точках.
Симметрические многочлены. Теорема Виета

14 июля
1. Решите систему уравнений 
[image: image193.wmf]22
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Теорема Виета. Если многочлен 
[image: image194.wmf]()
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 степени 
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 имеет 
[image: image196.wmf]n

 корней (с учетом кратностей), то его коэффициенты могут быть выражены через корни и старший коэффициент многочлена по формулам:
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Определение.  Многочлен от 
[image: image198.wmf]n

 переменных 
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 называется симметрическим, если он не изменяется при всех перестановках входящих в него переменных.

Следующие 
[image: image200.wmf]n

 симметрических многочленов от 
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 переменных называются элементарными:
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2. Докажите теорему Виета и обратную к ней.

3. Известно, что многочлен 
[image: image203.wmf]43
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 имеет 4 действительных корня. Найдите сумму их квадратов.
4. 
[image: image204.wmf],,
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5. Решите систему уравнений 
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6. Решите уравнение 
[image: image210.wmf]33
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Основная теорема о симметрических многочленах. Любой симметрический многочлен может быть единственным образом представлен в виде многочлена от элементарных симметрических многочленов.

7. Выразите степенную сумму 
[image: image211.wmf]333
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8. 
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 – корни кубического многочлена 
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9. 
[image: image219.wmf]a

 и 
[image: image220.wmf]b

 – корни квадратного уравнения 
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[image: image223.wmf]nn

ab

+

 не кратно 5.

10. Найдите площадь треугольника, длины сторон которого есть корни уравнения 
[image: image224.wmf]32
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Дискретная производная
16 июля

Определение. Дискретной производной P• многочлена P называется функция P•(x)=P(x)-P(x-1).Дискретный интеграл определен только в натуральных точка и равен сумме P(0)+ P(1)+...+P(k)
1. Чему равен интеграл от производной? производная от интеграла?

2. Найдите степень дискретной производной многочлена P, если P –         многочлен степени n.

3. Найдите дискретную производную от многочлена 
[image: image225.wmf](1)...(1)
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4. Докажите, что многочлен P(x) степени n принимает целые значения в целых точках тогда и только тогда, когда 
[image: image226.wmf](0)

P

-целое, и дискретная производная во всех целых точках принимает целые значения.
5. Докажите, что многочлен P(x) степени n принимает целые значения в целых точках тогда и только тогда, P(x) представляется в виде линейной комбинации многочленов 
[image: image227.wmf]k
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 k = 0, 1,(, n с целыми коэффициентами.

6. Многочлен P(x) степени n принимает целые значения во всех целых точках. Докажите, что многочлен n!P(x) имеет целые коэффициенты.

7. Докажите что найдется такое выражение вида 
[image: image228.wmf]001111
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 отличны от нуля и все 
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 различны, что для любой подстановки многочлена степени не выше n вместо f(x) получится выражение тождественно равное нулю.

8. Найдите дискретный интеграл многочлена 
[image: image231.wmf]2
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9. Многочлен P(x) степени n принимает целые значения в точках 
[image: image232.wmf]0,1,...,

n

. Докажите, что многочлен P(x) принимает целые значения во всех целых точках.
ГЕОМЕТРИЯ
Перестраивание четырёхугольника
04 июля
1. Дан квадрат. Разрешается прямолинейным разрезом разделить его на две части, одну из них перевернуть и затем склеить их по линии разреза. Можно ли такими операциями получить из квадрата правильный треугольник?

2. a, b, c, d, – длины последовательных сторон четырёхугольника,  S – его площадь. Доказать: а) 
[image: image233.wmf]2

abcd

S

+

£

; б) 
[image: image234.wmf]2

a

сbd

S

+

£

.

3. Если четырёхугольник вписан в окружность, то произведение диагоналей равняется сумме произведений противолежащих сторон (теорема Птолемея).

4. Найти диагонали вписанного четырёхугольника, если известны его стороны a, b, c, d.

Для самостоятельного решения

5. Докажите, что площадь произвольного четырехугольника не превосходит четверти суммы квадратов всех его сторон. Является ли эта оценка точной? 

6. Диагонали вписанного в окружность четырёхугольника ABCD пересекаются в точке Е, причём (ABD = 
[image: image235.wmf]8

p

, BD = 6 и
AD ( CE = DC ( AE. Найти площадь четырёхугольника ABCD. 

7. Найдите длину стороны СВ выпуклого четырёхугольника ABCD, площадью 
[image: image236.wmf](
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, если известно, что длина стороны AD равна 6, (BAD = 90o, (ADC = 60o.

Окружности и подобие
05 июля
1. К окружностям, пересекающимся в точках С и D проведена общая касательная АВ, где А и В – точки касания.  Определить радиус окружности, описанной около треугольника АВС, если известны радиусы данных окружностей r и R. 

2. Пусть известны расстояния a и b от точки Р данной окружности до двух касательных к ней. Найти расстояние от этой точки до прямой KL, соединяющей точки касания. 

3. Окружности с центрами О1 и О2 пересекаются в точках А и В. Произвольная прямая, проходящая через точку В, пересекает окружности в точках Х1 и Х2 соответственно. Докажите, что треугольник Х1АХ2 подобен треугольнику О1АО2.

4. (Теорема о бабочке) Пусть через точку М, являющуюся серединой хорды PQ некоторой окружности, проведены две произвольные хорды АВ и CD той же окружности. Пусть хорды AD и ВС пересекают хорду PQ в точках X и Y. Тогда М является серединой отрезка XY.
5. На плоскости нарисованы два различных правильных пятиугольника с общей вершиной. С помощью одной линейки постройте точки пересечения их описанных окружностей.
Теорема Хелли
06 июля.
Определение. Фигура называется выпуклой, если она целиком содержит отрезок, соединяющий любые две принадлежащие ей точки.

1. Докажите, что пересечение нескольких выпуклых фигур – выпуклая фигура.

2. Докажите, что если все вершины треугольника принадлежат выпуклой фигуре, то любая точка внутри треугольника также принадлежит фигуре.

3. На прямой даны несколько отрезков, любые два из которых имеют общую точку. Докажите, что все отрезки имеют общую точку.

4. На координатной плоскости даны несколько прямоугольников, стороны которых параллельны координатным осям. Докажите, что если любые два прямоугольника имеют общую точку, то и все прямоугольники имеют общую точку.

5. На плоскости даны четыре выпуклых фигуры, любые три имеют общую точку. Докажите, что существует точка, принадлежащая всем фигурам.

6. Теорема Хелли. На плоскости даны несколько выпуклых фигур, любые три из которых имеют общую точку. Докажите, что существует точка, принадлежащая всем фигурам.

7. На плоскости даны несколько точек, любые три из которых можно накрыть кругом радиуса 1. Докажите, что все точки можно накрыть кругом радиуса 1.

8. Теорема Юнга. На плоскости даны несколько точек, расстояние между любыми двумя из которых не превосходит 1. Докажите, что все точки можно накрыть кругом радиуса 
[image: image237.wmf]1
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Для самостоятельного решения

9. Дана некоторая система дуг, принадлежащих одной окружности и имеющих длину, меньшую трети окружности. Каждые две дуги этой системы имеют общую точку. Докажите, что все дуги этой системы имеют общую точку.

10. На плоскости даны несколько многоугольников, любые два из которых имеют общую точку. Докажите, что найдется прямая, пересекающая все многоугольники.

11. На плоскости заданы несколько полуплоскостей, внутренности которых покрывают всю плоскость. Докажите, что из них можно выбрать три, внутренности которых также покрывают всю плоскость.

12. На плоскости даны несколько параллельных отрезков, причем для любых трех отрезков найдется пересекающая их прямая. Докажите, что существует прямая, пересекающая все отрезки.

Поворотная гомотетия
08 июля
Определение.  Поворотной гомотетией (гомотетическим поворотом) называют композицию гомотетии и поворота, имеющих общий центр. 

Свойства поворотной гомотетии:
1. Порядок, в котором берутся поворот и гомотетия, не важен.

2. Прямые при поворотной гомотетии переходят в прямые, причём параллельные прямые – в параллельные, равные отрезки – в равные. Сохраняется отношение длин отрезков.

3. Окружности переходят в окружности, причём их центры переходят в центры.

4. Угол между векторами при поворотной гомотетии сохраняется, а их модули увеличиваются в коэффициент гомотетии раз.
5. Точка пересечения фигур переходит в точку пересечения их образов.
Упражнение 1. Докажите, что композиция нескольких поворотных гомотетий с общим центром есть поворотная гомотетия.
1. Постройте поворотную гомотетию с углом поворота 90°, совмещающую две неконцентрические окружности разного радиуса. 

2. Окружности S1 и S2 пересекаются в точках A и B. Через точку A проведена прямая, пересекающая окружности в точках P1 и P2. Докажите, что при поворотной гомотетии вокруг точки B, переводящей S1 в S2, точка P1 переходит в P2.
3. Пусть Р – точка пересечения прямых АВ и А1В1. Доказать, что:

а) если среди точек А, В, А1, В1 и Р нет совпадающих, то вторая общая точка описанных окружностей треугольников РАА1 и РВВ1 является центром поворотной гомотетии, переводящей точку А в А1, а точку В в В1, причем такая поворотная гомотетия единственна. 

б) центром поворотной гомотетии, переводящей отрезок АВ в отрезок ВС, является точка пересечения окружности, проходящей через точку А и касающейся прямой ВС в точке В, и окружности, проходящей через точку С и касающейся прямой АВ в точке В.
4. Точки M и N лежат на сторонах AB и BC квадрата ABCD, причем MB=BN. H – основание высоты, опущенной из точки B на отрезок MC. Докажите, что (NHD=90(.
5. Даны два правильных пятиугольника с общей вершиной. Вершины каждого пятиугольника нумеруются цифрами от 1 до 5 по часовой стрелке, причем в общей вершине ставится 1. Вершины с одинаковыми номерами соединены прямыми. Доказать, что полученные четыре прямые пересекаются в одной точке.

6. Постройте четырехугольник ABCD по сумме двух углов 
[image: image238.wmf]BD
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, a= AB, b= BC, c= CD, d= DA.
Для самостоятельного решения

7. Окружности S1, S2,…, Sn проходят через точку О. Кузнечик из точки Хi окружности Si прыгает в точку Хi+1 окружности Si+1 так, что прямая XiXi+1 проходит через точку пересечения окружностей Si и Si+1, отличную от точки О. Доказать, что после n прыжков( с окружности S1 на S2, c S2 на S3,…, с Sn на S1) кузнечик вернется в исходную точку.
8. Постройте центр О поворотной гомотетии с данным коэффициентом 
[image: image239.wmf]1
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, переводящей прямую l1 в прямую l2, а точку А1, лежащую на l1, – в точку А2. 
9. На плоскости даны два одинаково ориентированных равносторонних треугольника АВС и А1В1С1, стороны АВ и А1В1 которых пересекаются в точке, делящей эти стороны пополам. Найдите угол между отрезками АА1 и СС1 и отношение их длин.

Аффинная геометрия 

18 июля

Сжатие к прямой

Определение. Назовем сжатием к прямой 
[image: image240.wmf]l

 с коэффициентом 
[image: image241.wmf]0

>

k
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) операцию, которая точке 
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 сопоставляет точку 
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Упражнение 15.   Докажите, что сжатие к прямой

a)  переводит параллельные прямые в параллельные

б)  сохраняет отношение отрезков на прямой, а также на параллельных прямых

 Сохраняет ли сжатие к прямой отношение отрезков на непараллельных прямых?

1. С помощью нескольких сжатий к прямым переведите

а) произвольный треугольник в 1) равнобедренный 2) равносторонний 3) любой другой

б) произвольную трапецию в равнобокую.

В любой ли четырехугольник можно перевести в квадрат?

2. В трапеции 
[image: image249.wmf]ABCD

 с основаниями 
[image: image250.wmf]AD

 и 
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 через точку 
[image: image252.wmf]B

проведена прямая, параллельная стороне 
[image: image253.wmf]CD

 и пересекающая диагональ 
[image: image254.wmf]AC

 в точке 
[image: image255.wmf]P

, а через точку 
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 – прямая параллельная стороне 
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 и пересекающая диагональ 
[image: image258.wmf]BD

 в точке 
[image: image259.wmf]Q

. Доказать, что прямая 
[image: image260.wmf]PQ

 параллельна основаниям трапеции.

Определение. Аффинной системой координат (с.к.) называется точка 
[image: image261.wmf]O

 (начало отсчета) и два неколлинеарных вектора 
[image: image262.wmf]a

 и 
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. Любой вектор 
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 представляется единственным образом в виде 
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[image: image266.wmf]a

 и 
[image: image267.wmf]b

 называются координатами точки 
[image: image268.wmf]X

.

Система координат однозначно задается тремя точками 
[image: image269.wmf]B

A

O

,

,

, такими что 
[image: image270.wmf]a

OA

=

, 
[image: image271.wmf]b

OB

=

. Треугольник 
[image: image272.wmf]OAB

 называется элементарным. Образом системы координат при преобразовании 
[image: image273.wmf]j

 называется с.к., заданная точками 
[image: image274.wmf])
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. Контрольный вопрос: обязательно ли точки 
[image: image275.wmf])
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 задают с.к.?

Определение: Преобразование называется аффинным, если для каких-то систем координат 
[image: image276.wmf]b

a

O

 и 
[image: image277.wmf]'
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, переходящих первая во вторую, координаты любой точки в системе 
[image: image278.wmf]b
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O

 совпадают с координатами образа этой точки в системе 
[image: image279.wmf]'
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, т.е. если 
[image: image280.wmf]b
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[image: image281.wmf]'
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Утверждение. Если предыдущее условие выполнено хотя бы для одной системы координат, то оно выполнено для любой.

3. Докажите, что аффинное преобразование плоскости:

a) сохраняет колинеарность трех точек;
b) переводит параллельные прямые в параллельные, пересекающиеся – в пересекающиеся;

c) переводит равные отрезки на параллельных прямых в равные;

d) переводит середину отрезка в середину отрезка;
e) если точка делит отрезок в отношении 
[image: image282.wmf]m

k

:

, то при аффинном преобразовании образ точки делит образ отрезка в том же отношении;
f) какими бы ни были треугольники 
[image: image283.wmf]ABC

 и 
[image: image284.wmf]'

'

'

C

B

A

, найдется единственное аффинное преобразование, переводящее один треугольник в другой так, что 
[image: image285.wmf]A

 переходит в 
[image: image286.wmf]'

A

, 
[image: image287.wmf]B

 – в 
[image: image288.wmf]'

B

, а 
[image: image289.wmf]C

 – в 
[image: image290.wmf]'

C

.
4. Докажите, что сжатие является аффинным преобразованием.

Для самостоятельного решения

5. Докажите, что композиция аффинных преобразований – аффинное преобразование.

6. Отрезок AB параллелен прямой l. При помощи одной линейки разделить отрезок пополам.

7. Нарисована окружность, в которой проведен диаметр. Дана точка вне этой окружности. При помощи одной линейки опустить перпендикуляр из данной точки на диаметр.

Аффинная геометрия – 2 

20 июля

1. Докажите, что сжатие является аффинным преобразованием.

Определение. Чевианой называется любой отрезок, соединяющий вершину треугольника с противоположной стороной. Чевианами называются любые три отрезка, соединяющие вершины треугольника с противоположными сторонами  и пересекающиеся в одной точке.

2.  Когда следующие фигуры переводятся друг в друга путем аффинного преобразования:

a) два параллелограмма;
b) две трапеции, не являющиеся параллелограммами;

c) два четырёхугольника.

3. Всегда ли следующие фигуры переводятся друг в друга путем аффинного преобразования:

a) треугольник с проведенными чевианами и какой-нибудь треугольник с высотами;

b) треугольник с проведенными чевианами и какой-нибудь треугольник с биссектрисами;

c) треугольник с проведенными чевианами и какой-нибудь треугольник с медианами.
4. В треугольнике 
[image: image291.wmf]ABC

 
[image: image292.wmf]BM

– медиана, 
[image: image293.wmf]AN

 – чевиана, 
[image: image294.wmf]O

 – точка пересечения 
[image: image295.wmf]BM

 и 
[image: image296.wmf]AN

. Прямая 
[image: image297.wmf]CO

 пересекает сторону 
[image: image298.wmf]AB

 в точке 
[image: image299.wmf]K

. Доказать, что 
[image: image300.wmf]KN

 параллельна 
[image: image301.wmf]AC

.
5. В остроугольном треугольнике  ABC проведена чевиана AH, медиана AM, медиана BN  и чевиана BG, причем точка G делит сторону AC в таком же отношении, в каком точка H делит сторону BC. Обозначим точку пересечения BN и AH через K и точку пересечения AM и BG через L. Докажите, что KL || AB.
6. Теорема Чевы.  Пусть AK, BL, CM – чевианы треугольника АВС. Докажите, что (AM:MB)∙(BK:KC)∙(CL:LA)=1.
7. В треугольнике 
[image: image302.wmf]ABC

 проведены чевианы 
[image: image303.wmf]AM

 и 
[image: image304.wmf]BN

, которые пересекаются в  точке 
[image: image305.wmf]O

. Докажите, что середины отрезков 
[image: image306.wmf]CO

, 
[image: image307.wmf]MN

 и 
[image: image308.wmf]AB

 лежат на одной прямой.

Для самостоятельного решения

8. На сторонах 
[image: image309.wmf]AB

, 
[image: image310.wmf]BC

 и 
[image: image311.wmf]CD

 параллелограмма 
[image: image312.wmf]ABCD

 взяты точки 
[image: image313.wmf]K

, 
[image: image314.wmf]P

, 
[image: image315.wmf]M

 соответственно, делящие эти стороны в одинаковых отношениях. Пусть 
[image: image316.wmf]b

,
[image: image317.wmf]c

,
[image: image318.wmf]d

  – прямые, проходящие через 
[image: image319.wmf]B

, 
[image: image320.wmf]C

, 
[image: image321.wmf]D

 параллельно прямым 
[image: image322.wmf]KP

, 
[image: image323.wmf]KM

 и 
[image: image324.wmf]MP

 соответственно. Докажите, что прямые 
[image: image325.wmf]b

,
[image: image326.wmf]c

,
[image: image327.wmf]d

 проходят через одну точку.

9. Докажите, что если аффинное преобразование переводит окружность в себя, то оно является или поворотом или симметрией.

ИРРАЦИОНАЛЬНОСТЬ И СОПРЯЖЕННОСТЬ
Иррациональные числа
06 июля
Определение. Число называется иррациональным, если оно не представимо в виде 
[image: image328.wmf]p

q

, где p-целое, а q –натуральное.

1. Докажите, что число 
[image: image329.wmf]6

 - иррациональное.

2. Докажите, что число 
[image: image330.wmf]23

+

 - иррациональное.

3. Докажите, что число 
[image: image331.wmf]3

23

+

 иррациональное.

4. Докажите, что число 
[image: image332.wmf]cos(20)

°

 - иррациональное 

5. Если многочлен 
[image: image333.wmf]1
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 с целыми коэффициентами имеет рациональный корень 
[image: image334.wmf]p

q

, то 
[image: image335.wmf]n

a

 делится на 
[image: image336.wmf]q

, а 
[image: image337.wmf]0

a

 делится на 
[image: image338.wmf]p

. Дробь 
[image: image339.wmf]p

q

 предполагается несократимой

Упражнение. Пусть Р(х) – многочлен с целыми коэффициентами и коэффициентом при старшем члене, равным 1. Докажите, что если уравнение имеет рациональный корень b, то b – целое число и является делителем свободного члена.

6. Верно ли, что число 
[image: image340.wmf]33

2039220392

++-

 иррациональное.

Для самостоятельного решения

7. Докажите, что число 
[image: image341.wmf]235

++

 - иррациональное.

8. Докажите, что число 
[image: image342.wmf]sin(10)

°

 иррациональное.

Иррациональные числа – 2 
09 июля

1. Докажите, что если 
[image: image343.wmf]cos(2)

j

 иррационально, то и 
[image: image344.wmf]cos()

j

 - иррационально. 
2. Докажите, что если 
[image: image345.wmf]cos(2)

j

 иррационально, то и 
[image: image346.wmf]()

tg

j

 - иррационально. 
3. Докажите если правильный n угольник можно нарисовать на плоскости с вершинами в точках с рациональными координатами, то его можно нарисовать на плоскости с вершинами в точках с целыми координатами.
4. Докажите, что если правильный n-угольник можно нарисовать на квадратной решетке, то 
[image: image347.wmf]360

()

tg

n

°

 - рациональный.

Определение. Прямоугольной решеткой типа (a,b) называется множество точек вида 
[image: image348.wmf](,)

namb

, где n и m – натуральные. Например, решетка типа (1,1) – это стандартная квадратная решетка.

5. Пусть 
[image: image349.wmf]12

...

n

AAA

 - правильный n-угольник с вершинами в узлах какой-то прямоугольной решетки. Пусть 
[image: image350.wmf]112
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=

, 
[image: image351.wmf]223

OBAA

=

, … 
[image: image352.wmf]1
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. Докажите, что тогда 
[image: image353.wmf]12
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n
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 - правильный n-угольник, с вершинами в узлах прямоугольной решетки.

6. Докажите, что при 
[image: image354.wmf]6

n

>

 правильный n-угольник 
[image: image355.wmf]12
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 меньше чем 
[image: image356.wmf]12
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n
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.

7. Докажите, что при 
[image: image357.wmf]6

n

>

 правильный n-угольник нельзя нарисовать на прямоугольной решетке.

8. Докажите, что если число 
[image: image358.wmf]cos()

j

- рациональное, то при любом натуральном n числа 
[image: image359.wmf]cos()

n

j

 и 
[image: image360.wmf]sin()

sin()

n

j

j

 - рациональные.

9. Докажите, что если при 
[image: image361.wmf]360
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j

°
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 число 
[image: image362.wmf]cos()

j

- рациональное, то правильный n – угольник можно нарисовать на некоторой прямоугольной решетке.

10. а) Докажите, что число 
[image: image363.wmf]360
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 иррационально при 
[image: image364.wmf]6
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.

б) Докажите, что если 
[image: image365.wmf]360
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, то 
[image: image366.wmf]cos()

j

 иррационально, при 
[image: image367.wmf]60
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. (Мы считаем, что 
[image: image368.wmf]090
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)
Для самостоятельного решения

11. Докажите, что правильные треугольник, квадрат и шестиугольник можно нарисовать на некоторой прямоугольной решетке.

12. Докажите, что если 
[image: image369.wmf]360
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, то 
[image: image370.wmf]()
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 иррационально, при 
[image: image371.wmf]45
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. (Мы считаем, что 
[image: image372.wmf]090
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13. Докажите, что если 
[image: image373.wmf]a

 - острый угол прямоугольного треугольника с целыми сторонами, то градусная мера 
[image: image374.wmf]a

 - иррациональное число.
Сопряженные числа

11 июля

1. Рассмотрим числа вида 
[image: image375.wmf]2

zab

=+

, где a и b – рациональные числа. Докажите, что различным парам a и b соответствуют различные числа z.

2. Назовем число 
[image: image376.wmf]2
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 сопряженным к числу z. Докажите, что

а) 
[image: image377.wmf]1212

zzzz

+=+

; б) 
[image: image378.wmf]1212

zzzz

×=×

.

3. Докажите, что для любого натурального n из условия 
[image: image379.wmf](
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, где a, b, p, q, d – рациональные числа, причем d не является полным квадратом, следует, что 
[image: image380.wmf](
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4. Докажите, что если 
[image: image381.wmf]1
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 – корень уравнения с целыми коэффициентами, то 
[image: image382.wmf]2
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 также является корнем этого уравнения.

5. Докажите, что уравнение 
[image: image383.wmf](
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 не имеет решений в рациональных числах x, y, z, t.

6. Найдите  десятый знак после запятой в десятичной записи числа 
[image: image384.wmf](
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7. Докажите, что ни для каких натуральных чисел k и n равенство 
[image: image385.wmf](
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 не может выполняться.

8. Докажите, что для всех натуральных n выполняется сравнение 
[image: image386.wmf](
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Для самостоятельного решения

9. Найдите первые сто знаков после запятой в десятичной записи числа 
[image: image387.wmf](
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10. Докажите, что если 
[image: image388.wmf]1

23

x
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 – корень уравнения с целыми коэффициентами, то 
[image: image389.wmf]2
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 также является корнем этого уравнения.

Иррациональные числа – 3
13 июля

1. На бесконечной в одну сторону клетчатой полоске записаны целые числа. Докажите, что найдется ее кусок, сумма чисел в клетках которого делится на 2006.

2. Пусть теперь на этой полоске записаны произвольные числа. Докажите, что найдется ее кусок сумма чисел в клетках которого отличается от целого не больше, чем на 0,001.
3. а) В натуральных точках прямой расположены ямы, шириной 0,01 каждая. Длина прыжков блохи, стартующей в начале координат и прыгающей по прямой направо, постоянна и равна 
[image: image390.wmf]2

. Докажите, что блоха рано или поздно попадет в яму.
б) Тот же вопрос, если блоха не обязательно стартует в начале координат.

4. Докажите, что для любого иррационального 
[image: image391.wmf]a

 и любого натурального 
[image: image392.wmf]n

 найдутся целое p и натуральное 
[image: image393.wmf]qn

£

 такие, что 
[image: image394.wmf]||1/
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5. а) Докажите, что для любого иррационального 
[image: image395.wmf]a

 и любого натурального 
[image: image396.wmf]n

 найдутся целое p и натуральное 
[image: image397.wmf]qn

£

 такие, что 
[image: image398.wmf]1
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б) Докажите, что для любого иррационального 
[image: image399.wmf]a

 найдется сколь угодно много несократимых дробей 
[image: image400.wmf]p
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 таких, что 
[image: image401.wmf]2
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в) А верно ли то же самое если 
[image: image402.wmf]a

 - рационально?

6. В натуральных точках прямой расположены ямы, шириной 0,01 каждая. Две блохи одновременно начинают прыгать по прямой из начала координат направо, совершая по одному прыжку в секунду. Длины прыжков постоянны и равны 
[image: image403.wmf]2

 у одной блохи и 
[image: image404.wmf]3

 у другой. Докажите, что наступит момент, когда обе блохи одновременно попадут в ямы.
Для самостоятельного решения

7. На координатной плоскости нарисовали несколько многоугольников, суммарная площадь которых меньше 1. Докажите, что их можно одновременно сдвинуть на один и тот же вектор так, чтобы после этого они не покрывали ни одной точки с целочисленными координатами.
8. На координатной плоскости нарисовали несколько многоугольников, суммарная площадь которых более 
[image: image405.wmf]10

. Докажите, что их можно одновременно сдвинуть на один и тот же вектор так, чтобы после этого они покрывали хотя бы четыре точки с целочисленными координатами.
НЕРАВЕНСТВА
Неравенство  Коши – Буняковского – Шварца

10 Июля
Неравенство (a1b1+a2b2+...+anbn)2((a12+a22+...+an2)(b12+b22+...+bn2), выполняющееся для любых действительных чисел a1, a2, ..., an и b1, b2, ..., bn, называется неравенством Коши – Буняковского – Шварца (КБШ).

1. Докажите неравенство Коши – Буняковского – Шварца рассматривая квадратный трехчлен (a1+tb1)2+(a2+tb2)2+…+(an+tbn)2. 

2. а) Докажите  тождество Лагранжа:

[image: image406.wmf]2
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б) Докажите неравенство Коши – Буняковского – Шварца используя тождество Лагранжа.

3. Докажите неравенство для 
[image: image407.wmf]0
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4. Докажите неравенство для положительных 
[image: image409.wmf]k
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 и 
[image: image410.wmf]k
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5. Докажите неравенство: 
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6. Для положительных a, b, c, d докажите неравенство
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Для самостоятельного решения:

7. Докажите неравенство 
[image: image414.wmf]2
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 используя неравенство КБШ.

8. Докажите неравенство: 
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 для положительных ak и bk..

9. Докажите неравенство Ацеля: a1, a2, ..., an и b1, b2, ..., bn – действительные числа, причем либо 
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10. Для положительных a, b, c, d докажите неравенство:
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Неравенство Мюрхеда.

19 июля

Обозначение Tа(x1,x2,…xn) называется сумма всех одночленов, получающихся из 
[image: image420.wmf]12
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 всевозможными перестановками переменных x1,x2…xn, где a=(a1,a2,…,an)
Упражнение: напишите T2,1,0(x, y ,z ),T4,0,0(x ,y ,z).
Определение: При a1+a2+…+an=b1+b2+…+bn можно сказать, что набор a=(a1,a2,…,an) мажорирует набор b=(b1,b2,…,bn) если для любого 1(k(n выполняется a1+a2+...+ak(b1+b2+…+bk.

Упражнение: выпишите наборы с суммой 3 из трех элементов в порядке мажорирования.

Упражнение: Любые ли два набора с одинаковой суммой и количеством элементов состоят в отношении мажорирования?

Определение: Неравенство Мюрхеда: если а мажорирует b, то для любых положительных x1,x2,…,xn выполняется Ta(x1,x2,…,xn)(Tb(x1,x2,…,xn)
Докажем неравенство Мюрхеда для целых неотрицательных степеней в два шага:

1.Рассмотрим наименьшее k такое что ak>bk и покажем, что можно уменьшить ak на 1, а какое-то al (l>k) увеличить на один так, чтобы полученный набор с мажорировал набор b и выполнялось неравенство Ta(x1,x2,..xn)(Tc(x1,x2,…xn), где с=(a1,a2,…,ak-1,ak-1,ak+1,…,al+1,al+1,…,an)
2.Покажем, что такими операциями мы из а придем в b и выведем из этого неравенство Мюрхеда.

Задачи

Докажите следующие неравенства для положительных чисел:

1. x5+y5+z5(xyz(xy+yz+zx)

2. a3(bc+a2)+b3(ac+b2)+c3(ab+c2)(2abc(ab+bc+ac)

3. х4 + у4 + z4 ≥ х + у + z при условии, что хуz = 1
4. Докажите неравенство Мюрхеда для рациональных неотрицательных показателей степеней.

Задачи для самостоятельного решения

5. 


6. a2(1+b2)+b2(1+c2)+c2(1+a2)( 6abc

7. х3 + у3 + z3 ≥ х2 + у2 + z2 при условии, что х + у + z = 3
8. Пусть 
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,0,…,0) причём сумма чисел в наборе равна 1. Докажите, что P1(P2(…(Pn.

Примечание: неравенство P1(Pn на самом деле есть 
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КОМБИНАТОРИКА И ТЕОРИЯ МНОЖЕСТВ
Числа Каталана-1. Различные интерпретации
08 Июля
Определение. Обозначим через 
[image: image426.wmf]n
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 количество способов расставить в ряд n открывающихся и n закрывающихся скобок так, чтобы запись была корректна (то есть, среди любого количества первых элементов ряда открывающихся скобок не меньше, чем закрывающихся). 
[image: image427.wmf]0
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 полагается равным 1. Число 
[image: image428.wmf]n

T

 называется n-ным числом Каталана.

((()))   (())()   ()(())   (()())   ()()()

Докажите, что следующие числа равны  
[image: image429.wmf]n

T

:

1. Количество последовательностей a1, a2, …, a2n, в которых по n раз встречаются 1 и – 1, и для всякого k({1, …, 2n} a1 + a2 + … + ak ≥ 0.

+1+1+1-1-1-1     +1+1-1-1+1-1     +1-1+1+1-1-1     +1+1-1+1-1-1    +1-1+1-1+1-1

2. Количество путей из точки (0, 0) в точку (
[image: image430.wmf]n

,
[image: image431.wmf]n

) по линиям клетчатой бумаги, идущих вверх и вправо и не поднимающихся выше прямой 
[image: image432.wmf]yx
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3. Количество способов разбить 2n точек на окружности на пары и соединить точки из одной пары отрезком так, чтобы отрезки не пересекались. 

[image: image434.png]QISININS,




Определение. Давайте рассмотрим арифметическое выражение, например (a+b)(c-d).  Его можно записать в такой бесскобочной форме: ab+cd-*. Эта запись называется обратной польской записью выражения. Определяется она рекурсивно: выбирается операция, выполняющаяся последней. Ее знак записывается в конец строки. Перед ним записываются обратные польские записи операндов. Обратной польской записью переменной является она сама. Аналогично определяется прямая польская запись, когда знак операции пишется в начале.

4. а) Докажите, что где бы мы не разрезали полоску с правильной обратной польской записью, слева от разреза количество символов переменных будет хотя бы на 1 больше количества знаков операций.

б) Докажите корректность обратной польской записи, т.е. то, что если по ней можно восстановить исходную формулу, то это можно сделать однозначно.

abcd+++     abc++d+    ab+cd++     abc+d++     ab+c+d+

Докажите, что следующие числа равны  
[image: image435.wmf]n

T

:

5. Количество способов расставить скобки в арифметическом выражении с n переменными.
((ab)(cd))      (a(b(cd)))      (a((bc)d))      (((ab)c)d)      ((a(bc))d)
6.  Количество бинарных деревьев с n+1 листьями. Бинарным называется дерево с выделенной вершиной (корнем) степени 2, все остальные вершины которого имеют степень 1 или 3. 
[image: image436.png]



Иногда к корню присоединяют сверху вершину степени один, и называют корнем уже ее.
7. Докажите, что количество способов разбить выпуклый (n + 2)-угольник на треугольники непересекающимися диагоналями равно 
[image: image437.wmf]n

T

.
[image: image438.png]



Для самостоятельного решения.

8. Любовь Владимировна на кухне по очереди печет n блинов. Время от времени на кухню забегает Эмиль и берет самый горячий блин. Докажите, что число способов съесть все n блинов равно 
[image: image439.wmf]n

T

.

9. В очереди в кассу кинотеатра стоят 2n зрителей, у половины из них полтинники, у половины рубли. Билет стоит полтинник. Изначально касса пуста и сдачу давать не может. Сколько способов составить очередь так, чтобы она смогла целиком пройти через эту кассу?

Докажите, что следующие числа равны  
[image: image440.wmf]n

T

:

10. Количество способов расставить 2n человек разного роста в две шеренги так, чтобы в каждой шеренге люди стояли по убыванию роста и каждый человек первой шеренги был бы выше стоящего за ним человека второй шеренги.
11. Количество плоских корневых деревьев (деревьев с выделенной вершиной), содержащих n+1 вершину.

[image: image441.png]



Числа Каталана-2. Формулы

13 Июля
1. Докажите, что Tn  удовлетворяют соотношению Tn = T0Tn – 1+T1Tn – 2+ … +Tn – 1T0
а) из определения;

б) используя то, что количество способов разбить выпуклый (n + 2)-угольник на треугольники непересекающимися диагоналями равно 
[image: image442.wmf]n

T

.

2. Докажите, что количество путей на клетчатой бумаге из точки (0, 0) в точку (2n, 0) состоящих из 2n отрезков, проходящих по диагоналям клеток и не опускающихся ниже оси OX равно Tn.

3. а) Докажите, что количество путей на клетчатой бумаге из точки (0, 0) в точку (2n, 0), состоящих из 2n отрезков, проходящих по диагоналям клеток, равно 
[image: image443.wmf]2
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, а количество путей из точки (0, 0) в точку (2n, – 2), состоящих из 2n отрезков, проходящих по диагоналям клеток, равно 
[image: image444.wmf]C
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б) Докажите, что количество путей на клетчатой бумаге из точки (0, 0) в точку (2n, 0), состоящих из 2n отрезков, проходящих по диагоналям клеток и имеющих точки в нижней полуплоскости, равно 
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в) Докажите, что 
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Для самостоятельного решения

4. а) Докажите, что количество наборов n целых чисел от 0 до n, сумма которых делится на n + 1 равно Tn. 

б) Докажите, что количество путей из точки (0, 0) в точку (
[image: image447.wmf]n

,
[image: image448.wmf]n

) по линиям клетчатой бумаги, идущих вверх и вправо, площадь под которыми делится на n + 1, равно Tn.

5. Рассмотрим треугольник Каталана:
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	На крайней диагонали стоят единицы. Каждое число является суммой стоящих над ним сверху слева и сверху справа, за исключением чисел на левой вертикали, которые равны стоящим над ними сверху справа. Докажите, что на левой вертикали стоят числа Каталана.


Числа Каталана-3. Явная формула и числа Родригеса

15 Июля
1. а) Докажите, что среди получающихся друг из друга циклическим сдвигом строчек, состоящих из n знаков операций и n+1 символа переменой, ровно одна является обратной польской записью некоторой формулы. 

б) Выведите из пункта а) явную формулу для чисел Каталана.
Определение: n-ным числом Родригеса называется количество способов расставить скобки и символы переменных в формуле, содержащей n знаков умножения.

((ab)c)   (a(bc))   ((ac)b)   (a(cb))   ((ba)c)   (b(ac))   ((bc)a)   (b(ca))   ((ca)b)   (c(ab))   ((cb)a)   (c(ba))

2. а) Докажите рекуррентную формулу для чисел Родригеса: 
[image: image449.wmf]n
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б) Выведите из пункта а) явную формулу для чисел Родригеса.

в) Выведите из пункта б) явную формулу для чисел Каталана.

3. На окружности стоят m целых чисел a1, a2, …, am такие, что a1 + a2 + … + am = 1. Назовем число ai  хорошим, если ai > 0, ai + ai + 1 > 0,…, ai + ai + 1 + … +ai – 1 > 0.
а) Докажите, что хороших чисел не более одного.

б) Докажите лемму Рени: хорошее число ровно одно.

в) Сколько существует последовательностей из 2n + 1 целых чисел, в которых n + 1 раз встречается число 1 и n раз число – 1?

г) Докажите, что 
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4. Докажите, что количество пар путей на клетчатой бумаге с началом в точке (0, 0) и концом в одной и той же точке, идущих только вверх и вправо и не имеющих общих точек периметра 
[image: image451.wmf]22
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, равно 
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Линейность в комбинаторике
15 июля

1. a) Имеется 17 ящиков. В одном из них лежит одна монета, во всех остальных ничего нет. Разрешается выбрать любые 11 ящиков и добавить туда  по одной монете. Докажите, что такими операциями можно уравнять число монет во всех ящиках. 

б) Имеется 17 ящиков. В каждом лежит некоторое число монет. Разрешается выбрать любой 11 ящиков и добавить в каждый из выбранных ящиков по монете. Докажите, что такими операциями можно уравнять число монет в ящиках.

2. Пусть числа 
[image: image454.wmf]1
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 – попарно взаимно просты и 
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 – некоторые остатки при делении на 
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а) Докажите, что существует число N такое, что 
[image: image464.wmf]1
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i

Nmi

º>

.

б) (Китайская теорема об остатках) Докажите, что существует число N такое, что 
[image: image466.wmf](mod)
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 для всех i=1, 2,…, n.

3. а) По окружности стоят 1 единица и p-1 нуль. За ход из каждого числа вычитается его левый сосед. Докажите, что через несколько ходов все числа будут делиться на p. 

б) По окружности расставлены p целых чисел (p - простое). За ход из каждого числа вычитается его левый сосед. Докажите, что через несколько ходов все числа будут делиться на p. 

4. По кругу расставлены 128 чисел. За один ход все числа (одновременно) заменяются на сумму своих соседей (справа и слева). Докажите что через несколько ходов все числа станут четными.

5. В клетчатой таблице 4*4  идет игра "Жизнь" по следующим правилам: клетка живет, если на предыдущем ходу у нее было нечетное число живых соседей (по стороне) и умирает в противном случае. Найдите максимум периода по всем расстановкам. 
Лемма Холла
20 Июля
Паросочетанием называется набор рёбер в графе, не имеющих общих вершин. Максимальным паросочетанием называется паросочетание с  максимальным количеством рёбер. Мы с вами будем искать максимальные паросочетания в некоторых двудольных графах. Напомним, что двудольным называется граф вершины которого можно разбить на два множества (доли) так, чтобы вершины из одной доли были не соединены.

Лемма Холла. Среди n юношей и нескольких девушек некоторые юноши знакомы с некоторыми девушками. Известно, что каких бы k (где 
[image: image467.wmf]n
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) юношей ни выбрать, число знакомых им в совокупности девушек не меньше k. Тогда можно будет поженить всех юношей на  знакомых им девушках.

1. В условиях леммы Холла назовем множество из k юношей критическим, если общее количество знакомых им девушек в точности равно k. 

а) Докажите, что объединение и пересечение двух критических множеств
 — критическое множество. 

б) Докажите, что если удалить критическое множество юношей вместе с их знакомыми девушками, то для оставшихся будут выполнены условия леммы Холла. 

в) Докажите, что если в множестве всех юношей, нет ни одного критического подмножества, то можно удалить любую пару из знакомых юноши и девушки, и для оставшихся будут выполнены условия леммы Холла. 

г) Докажите лемму Холла.

2. Докажите лемму Холла используя следующую конструкцию:

Пусть нам удалось поженить максимальное количество юношей, и при этом кто-то остался неженатым. Этот юноша с горя вступил в тайное общество. Далее каждый юноша приводил в тайное общество всех своих знакомых девушек, а каждая девушка — своего мужа.

3. Из шахматной доски вырезали 7 клеток. Докажите, что на оставшиеся клетки можно поставить 8 не бьющих друг друга ладей.
4. Лист бумаги с обеих сторон разбит на 2006 многоугольников равной площади. Докажите, что его можно проткнуть в 2006 местах, чтобы каждый многоугольник оказался проткнутым ровно по одному разу.
5. На улице Болтунов живут n юношей и n девушек, причем каждый юноша знаком ровно с k девушками, а каждая девушка – ровно с k юношами.  

а) Докажите, что все юноши и девушки могут одновременно говорить со своими знакомыми по телефону.

б) Докажите, что юноши и девушки могут звонить друг другу по телефону так, чтобы за k часов каждый поговорил с каждым из своих знакомых по часу.

Для самостоятельного решения

6. Докажите, что паросочетание в двудольном графе является максимальным тогда и только тогда, когда не существует цепочки рёбер x0, y1, x1, y2, …, xk – 1, yk, xk такой, что ребра yi лежат в этом паросочетании, а  xi  — нет, и нет лежащих в этом паросочетании ребер, кроме y1 и yk,, смежных с x0 и xk  соответственно.
7. Прямоугольник m×n (m≤n) называется латинским прямоугольником, если он заполнен натуральными числами от 1 до n так, что в каждой строчке и в каждом столбце стоят разные числа. Докажите, что латинский прямоугольник можно дополнить до латинского квадрата n×n.

8. Есть n юношей и n девушек. Каждый юноша знает хотя бы одну девушку. Тогда можно некоторых юношей поженить на знакомых девушках так, чтобы женатые юноши не знали незамужних девушек.

Множества - 1.
19 июля

Определение. Отображением множества A в множество B называется сопоставление каждому элементу из A некоторого элемента из B.

Определение. Отображение множества A в множество B является биекцией (иначе взаимно-однозначным соответствием), если в каждый элемент множества B переходит ровно один элемент множества A.

Определение. Множества A и B называются равномощными, если существует биекция из A в B. (Обозначается A(B).
1. Докажите, что следующие множества равномощны:
а) множество целых неотрицательных чисел и множество натуральных чисел
б) множество натуральных чисел и множество чётных положительных
в) множество целых чисел и множество натуральных чисел
г) множество чётных чисел и множество целых отрицательных чисел

 Определение. Множество называется счётным, если оно равномощно множеству
натуральных чисел.
2. Может ли король обойти бесконечную шахматную доску, побывав в каждой клетке ровно один раз?

3. Докажите, что следующие множества счётны:
а) множество пар чисел (a,b), где a и b целые.
б) множество рациональных чисел
в) множество 
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- множество натуральных чисел.]

4. Докажите, что в любом бесконечном множестве найдётся счётное
подмножество.

5. а) Докажите, что бесконечное подмножество множества рациональных чисел счётно.
б) На прямой нарисовано бесконечное множество непересекающихся
отрезков. Докажите, что оно счётно.

6. Докажите, что отрезок и интервал равномощны.

7. Доказать, что после добавления а) конечного; б) счётного числа элементов к
бесконечному множеству полученное множество будет равномощно исходному.

8. В некотором царстве любое множество подданных образует тайное общество, и каждый подданный доносит ровно на одно тайное общество. Докажите, что есть множество, на которое никто не доносит.

Переформулировка: множество всех подмножеств множества A неравномощно самому множеству A.

Для самостоятельного решения

9. На плоскости нарисовано бесконечное множество непересекающихся кругов различного радиуса. Докажите, что оно счётно.

10.  На плоскости располагается бесконечное число непересекающихся  букв “В”. Верно ли, что это множество букв счётно? (Буквы могут лежать одна в другой.)

Определение. Число называется алгебраическим, если оно является корнем многочлена с целыми коэффициентами.

11.  Докажите, что множество алгебраических чисел счётно.

Множества – 2
21 Июля

1. Докажите, что следующие множеств на плоскости равномощны
а) любые два отрезка



б) любые две окружности
в) любые два выпуклых многоугольника
г) буква «Н» и буква «Ц»

2. Докажите, что прямая и отрезок равномощны. А внутренность круга и плоскость?

Определение. Множество, равномощное отрезку [0,1] называется континуальным.

3. Установите взаимно однозначное соответствие между множеством всех подмножеств натурального ряда и бесконечных последовательностей, состоящей из  0 и 1.

4. Докажите, что множество всех бесконечных последовательностей, состоящей из 0 и 1 континуально.

5. Докажите, что множество всех точек отрезка несчётно.

6. Верно ли, что множество точек отрезка [0,1] и множество точек квадрата [0,1]
[image: image470.wmf]´

[0,1] равномощны?

7. Верно ли, что множество точек прямой и множество точек плоскости равномощны?

Для самостоятельного решения.

8. Докажите, что а) множество всевозможных квадратов; б) множество всех поворотов; в) множество всех аффинных преобразований плоскости континуально.

9. На первом шаге из отрезка [0;1] вырезают средний интервал длины 1/3 — (1/3; 2/3), на втором — из каждого из оставшихся отрезков удаляют средние интервалы длины 1/9,... на n-ом – из каждого из оставшихся отрезков средние интервалы длины 1/3n. Множество, полученное после счетного числа шагов называется канторовым множеством.

а) Докажите, что канторово множество не пусто;

б) Является ли это множество счетным?

УРАВНЕНИЯ И РЕКУРРЕНТЫ
Линейные рекуррентные последовательности.

10 июля.
Назовем все последовательности, удовлетворяющие рекуррентному соотношению 
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 хорошими. 

1. Найдите все хорошие геометрические прогрессии.
2. Докажите, что если  {bn}  и  {an}  хорошие последовательности, то их сумма тоже хорошая.

3. Докажите, что если все элементы хорошей последовательности умножить на одно и тоже число, то получим снова хорошую последовательность.

4. Последовательность задана рекуррентной формулой , 
[image: image472.wmf]21

560

nnn

aaa

++

-+=

 a1=5, a2=14. Выразите 
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явной формулой.
5. Последовательность Фибоначчи задана рекуррентной формулой - 
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[image: image475.wmf]0

1

f

=

, 
[image: image476.wmf]1

1

f

=

. Выразите 
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 явной формулой.

Определение: Последовательность чисел 
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 задаются, а остальные члены определяются из соотношения
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, где 
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– некоторые константы, называется линейной рекуррентной последовательностью k-го порядка с постоянными коэффициентами.
Для такой последовательности, уравнение 
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 называется характеристическим.
6. Пусть квадратное уравнение 
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 имеет различные корни 
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 характеристическое уравнение Докажите, что что всякая последовательность, удовлетворяющая рекуррентному соотношению 
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 – некоторые константы.

7. Докажите, что всякая последовательность, удовлетворяющая рекуррентному соотношению 
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 – некоторые константы.

8. Докажите, что 
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Диофантовы уравнения второй степени

21 июля

1. а) Докажите, что уравнение 
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имеет бесконечно много решений в целых числах.
2. а) Докажите, что уравнение 
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имеет бесконечно много решений в целых числах.
3. а) Докажите, что уравнение Маркова 
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 имеет бесконечно много решений в натуральных числах.

4. а) Докажите, что уравнение 
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имеет бесконечно много решений в целых числах. 

5. Члены последовательности 
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 определяются рекуррентными соотношениями 
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. Доказать, что все члены этой последовательности, начиная со второго, – натуральные числа.

1. б) Найдите все целые  решения уравнения 
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2. б) Найдите все целые решения уравнения 
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3. б) Опишите все целые решения уравнения 
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4. б) Найдите все целые решения уравнения 
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СОРЕВНОВАНИЯ
Вступительная олимпиада
03 июля
1. Работа была поделана поровну между рабочими в бригаде. После первого дня оказалось, что не менее 30% своей доли выполнили 70% рабочих, а когда стали считать только тех, кто выполнил не менее 70% своей доли, таких оказалось 30%. Можно ли с уверенностью утверждать, что бригадой выполнена хотя бы треть работы?

2. 12 кандидатов в мэры вели предвыборную дискуссию. Через некоторое время один сказал: «До меня соврали один раз». Другой сказал: «А теперь – дважды!». «А теперь – трижды!», – сказал третий, и так далее, до 12-го, который сказал: «А теперь соврали 12 раз!». Тут ведущий прервал дискуссию. Оказалось, что по крайней мере один кандидат правильно посчитал, сколько раз соврали до него. Сколько раз всего соврали кандидаты?

3. Даны три квадратных трехчлена, никакие два из которых не имеют общих корней. Известно, что каждый из этих трехчленов имеет общий корень с суммой двух оставшихся. Докажите, что сумма этих трехчленов равна нулю.

4. Верно ли, что всякий треугольник можно разрезать ровно на 2006 многоугольников так, чтобы из них можно было сложить квадрат? При составлении квадрата должны быть использованы все 2006 многоугольников, они не должны налегать друг на друга и оставлять внутри квадрата пустоты. Способы разрезания могут быть разными для разных треугольников.

5. Между двумя параллельными прямыми расположили окружность радиуса 1, касающуюся обеих прямых, и равнобедренный треугольник, основание которого лежит на одной из прямых, а вершина — на другой. Известно, что треугольник и окружность имеют ровно одну общую точку, и что эта точка лежит на вписанной окружности треугольника. Найдите радиус вписанной окружности треугольника.

6. Несколько точек разбивают окружность на дуги. По окружности прыгает блоха. Перед каждым своим прыжком она определяет длину дуги, на которой находится, а затем прыгает, смещаясь по часовой стрелке на дугу вычисленной длины. Докажите, что блоха сможет побывать лишь в конечном числе точек. (Из левого конца дуги блоха прыгает в правый.)

7. Могут ли среди значений квадратного трехчлена с целыми коэффициентами при целых значениях аргумента встретиться все натуральные степени тройки? 

Матбой
11 июля

1. В квадрате 7×7 клеток размещено 16 плиток размером 1×3 клетки и одна плитка 1×1. Докажите, что плитка 1×1 либо лежит в центре, либо примыкает к границам квадрата.

2. Восьмого марта каждая из n учительниц пришла в школу с букетом из одного цветка. При этом оказалось, что все цветы разные. Каждая учительница может подарить любой другой учительнице все или часть имеющихся у нее цветов. Нельзя дарить букет, если букет, состоящий из точно тех же цветов, в этот день уже кому-то дарили. Какое наибольшее количество букетов могло быть подарено?

3. Дан вписанный четырехугольник ABCD. Докажите, что центры окружностей, вписанных в треугольники ABD, ABC, BCD и ACD, являются вершинами прямоугольника.

4. Из центра окружности выходят N векторов, концы которых делят её на N равных дуг. Некоторые векторы синие, остальные – красные. Подсчитаем сумму углов "красный вектор – синий вектор" (каждый угол вычисляется от красного вектора к синему против часовой стрелки) и разделим её на общее число всех таких углов. Докажите, что полученная величина "среднего угла" равна 
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5. Пусть 
[image: image509.wmf]1

a

, 
[image: image510.wmf]2

a

, 
[image: image511.wmf]3

a

,... – монотонно возрастающая последовательность натуральных чисел. Известно, что 
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6. Пусть M – внутренняя точка прямоугольника ABCD, S – его площадь. Докажите, что 
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7. Среди десятизначных чисел каких больше: тех, которые можно представить как произведение двух пятизначных чисел, или тех, которые нельзя так представить?

8. Решите систему уравнений: 
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Матбой 8-9 классов

16 июля
1. Выписаны 9 чисел – длины биссектрис, высот и медиан некоторого треугольника. Известно, что среди них не более 4 различных. Докажите, что этот треугольник – равнобедренный.

2. a, b>0, 
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3. На сторонах CD и DA параллелограмма ABCD взяты соответственно точки E и F. Пусть K – точка пересечения отрезков AE и CF. Докажите, что если площади треугольников AKF и CKE равны, то точка K лежит на диагонали BD.

4. Несколько (конечное число) сторон клеток бесконечной клетчатой бумаги окрашены в красный цвет. Раз в секунду выбираются все узлы, из каждого из которых выходит не менее двух красных отрезков, и все остальные отрезки, выходящие из этих узлов, также красятся в красный цвет. Докажите, что число красных отрезков не может при этом неограниченно возрастать.

5. Какова четность числа способов разрезания прямоугольника 12×11 на прямоугольники 1×2?

6. Операция # сопоставляет каждой паре чисел x,y одно число x#y, при этом для любых x,y,z выполнены соотношения x#x=0 и x#(y#z)=(x#y)+z. Найдите 2006#1990.

7. Какое наименьшее количество сомножителей нужно вычеркнуть в произведении 1×2×3×…×2001, чтобы произведение оставшихся оканчивалось на 6?

8. Имеются 100 банок тушенки разных весов. Константин Александрович знает веса всех банок в порядке возрастания, но дети ему не верят. У детей есть чудо-весы, которые за одно чудо-взвешивание упорядочивают по весу любую четверку банок. За какое наименьшее число чудо-взвешиваний Константин Александрович сможет доказать детям, что он знает порядок следования банок правильно?

Внутренний матбой 

16 июля

1. Докажите, что если x+y+z=0 , то |cosx|+|cosy|+|cosz|≥1.

2. О– центр окружности, касающейся стороны AC треугольника ABC и продолжений сторон BA и BC, D – центр окружности, проходящей через точки B, A и O. Докажите, что точки A, B, C и D лежат на одной окружности.

3. Дана невозрастающая последовательность чисел a1>a2>a3>...>a2k+1>0. Докажите неравенство: a12–a22+a32–...+a2k+12>(a1–a2+a3–...+a2k+1)2
4. Докажите, что из множества 2k–1 векторов на плоскости можно выбрать k векторов, среди которых нет двух перпендикулярных.

5. Посреди круглого озера находится остров (выпуклая фигура), который виден из любой точки на берегу озера под углом в 60\SYMBOL 176 \f "Symbol". Докажите, что остров имеет форму круга.

6. На окружности записаны 6 чисел: каждое равно модулю разности двух чисел, стоящих после него по часовой стрелке. Сумма всех чисел равна 1. Найти эти числа.

7. В ряд стоят 30 сапог: 15 левых и 15 правых. Докажите, что среди некоторых десяти подряд стоящих сапог левых и правых поровну.

8. На доске в ряд выписаны 2006 цифр так, что число, образованное из любых двух подряд идущих цифр, делится либо на 17, либо на 23. Первая цифра – 9. Найдите последнюю.

Матбой   9 – 10

16 июля

1. Даны n>4 точек. Докажите, что их можно соединить стрелками так, чтобы из каждой точки в каждую можно было бы попасть, пройдя либо по одной, либо по двум стрелкам. 

2. Для многоугольника со сторонами x1, x2, …, xn докажите неравенство 
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3. На горе 1001 ступенька, на некоторых лежат камни, по одному на ступеньке. Сизиф берёт любой камень и переносит его на ближайшую сверху свободную ступеньку (то есть, если следующая ступенька свободна то на неё, а если занята, то на несколько ступенек вверх до первой свободной). После этого Аид скатывает на одну ступеньку вниз один из камней, у которых предыдущая ступенька свободна. Камней 500, и первоначально они лежали на нижних 500 ступеньках. Сизиф и Аид действуют по очереди, начинает Сизиф. Его цель – положить камень на верхнюю ступеньку. Может ли Аид ему помешать?

4. На концах отрезка изначально написаны две единицы. На первом шаге посредине между ними ставится число 2 (как их сумма), далее посредине каждого отрезка также ставится сумма чисел, стоящих на его концах. Сколько числе равных 173 появится на отрезке?

5. Найдите отношение сторон треугольника, одна из медиан которого делится вписанной окружностью на три равные части.

6. Последовательность 
[image: image519.wmf](
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 определяется правилами: 
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. Докажите, что 
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 содержит в десятичной записи более 1000 девяток.

7. Предположим, что у часов часовая и минутная стрелки одинаковы. Сколько раз на дню по этим часам невозможно определить точное время?

8. Через произвольную точку внутри треугольника проведены три прямые, параллельные его сторонам. Прямые разбивают треугольник на три треугольника, подобных исходному и три параллелограмма. Покажите, что сумма квадратных корней из площадей маленьких треугольников равна квадратному корню из площади исходного треугольника.
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