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Алгебра

Многочлены

Многочлен как функция действительного переменного: поведение на бесконечности, существование корня, границы корней. Четные и нечетные функции. Коэффициенты: однозначность задания, нахождение сумм коэффициентов. Кольца многочленов с различными коэффициентами, отсутствие делителей нуля. Теорема Безу, степень и число корней, однозначность задания многочлена данной степени своими значениями, интерполяционные многочлены Лагранжа. Деление с остатком, алгоритм Евклида, однозначность разложения на множители, общие корни и взаимная простота. Многочлены с целыми коэффициентами: рациональные корни, делимость P(a)-P(b), лемма Гаусса, теорема Эйзенштейна. Кратные корни и производная. Многочлены с комплексными коэффициентами, основная теорема алгебры, неприводимые многочлены в C[x] и R[x]. Теорема Виета. Симметрические многочлены, основная теорема, неравенство Мюрхеда. Многочлены деления круга: свойства коэффициентов, неприводимость. 

Отношения и факторизация. Группы

Группа: определение, теорема Лагранжа (без доказательства), циклическая группа. Коммутативная группа, критерий цикличности. Отношения: симметричность, транзитивность и рефлексивность, связь с аксиомами группы. Отношение эквивалентности: разбиение на классы эквивалентности. Факторизация, кольцо остатков.

Поля

Числовые поля: примеры. Абстрактное поле: определение. Универсальность поля рациональных чисел. Алгебраические числа: хорошо приближаемые числа, теорема Лиувилля, примеры трансцендентных чисел. Алгебраичность суммы и произведения алгебраических чисел. Трансцендентное расширение и поле рациональных функций. Конструкция алгебраического расширения. Характеристика поля, универсальность полей остатков. Конечные поля: примеры, число элементов, цикличность группы по умножению. Три классические задачи на построение циркулем и линейкой.

Линейные системы и векторные пространства

Однородные и неоднородные системы линейных уравнений. Метод Гаусса, ступенчатая система. Число решений. Зависимость числа решений от свободных членов. Решения в различных числах. Решения однородных систем.

Векторное пространство: определение, примеры. над различными полями, изоморфизм. Линейная зависимость, базис, существование базиса, изоморфность пространству строк. Размерность, корректность определения, размерность башни полей.  Размерность алгебраического расширения. Пространство над конечными полями. Пространство линейных инвариантов, его размерность.  Равенство размерностей пространств строк и столбцов прямоугольной таблицы.

Комплексные числа.

Определение, 4 арифметических действия. Комплексная плоскость, 3 формы записи числа, формула Муавра, извлечение корней. Алгебраическая замкнутость. Корни из 1, примитивные корни, свойства  суммы корней. Сопряжение и его свойства. 
Геометрия

Многоугольники и выпуклость.

Определение многоугольника. Лемма о внутренней диагонали. Сумма углов многоугольника. Теорема Жордана для многоугольников (с леммами), внутренняя и внешняя области многоугольника. Выпуклые фигуры. Три определения выпуклого многоугольника, их равносильность. Выпуклая оболочка. Теорема: выпуклая оболочка конечного множества точек, не лежащих на одной прямой, есть многоугольник. Теорема: выпуклая оболочка многоугольника есть выпуклая оболочка множества его вершин. Теорема: выпуклая оболочка плоской фигуры является объединением всех треугольников (в том числе и вырожденных) с вершинами в точках этой фигуры. Задача об операции выпукливания многоугольника. Внутренние, внешние и граничные точки фигуры, открытые и замкнутые фигуры, замыкание фигуры. Общие многоугольники. Теорема: общий многоугольник есть простой многоугольник с конечным числом простых дыр. Опорные прямые и полуплоскости, плоскости и полупространства. Теорема: замкнутое выпуклое множество совпадает с пересечением своих опорных полуплоскостей.

Аффинная геометрия

Сжатие к прямой, его свойства: параллельность, отношения, площади. Композиция сжатий. Аффинное преобразование: определения, примеры.  Свойства аффинных преобразований. Взаимно перпендикулярные прямые и представление аффинного преобразования как композиции подобия и сжатия.

Инверсия.

Стереографическая проекция. Круговая плоскость. Инверсия как преобразование круговой плоскости. Образы при инверсии прямых и окружностей. Инвариантность углов между окружностями (прямыми). Инвариантные окружности. Инверсия и гомотетия. Изменение расстояний при инверсии. Применение инверсии при решении задач на построение.

Комплексные числа.
Комплексная модель плоскости. Модуль вектора, скалярное произведение векторов. Ориентированная площадь. Параллельный перенос, поворот, гомотетия, осевая симметрия в комплексной записи. Простое отношение тройки точек на комплексной плоскости. Ориентированный угол между векторами. Линейные преобразования комплексной плоскости первого и второго рода, их геометрическая классификация. Критерий коллинеарности трех точек, ортогональности двух векторов. Инвариантность простого отношения как характеристическое свойство линейных преобразований первого рода, сопряжение простого отношения как характеристическое свойство линейных преобразований второго рода.  Движений как подгруппа группы линейных преобразований. Каноническое уравнение прямой на комплексной плоскости. Критерий того, что четыре точки лежат на одной окружности (прямой). Группа дробно-линейных преобразований первого и второго рода. Двойное отношение четверки точек. Инвариантность двойного отношения как характеристическое свойство дробно-линейных преобразований первого рода.  Сопряжение двойного отношения как характеристическое свойство дробно-линейных преобразований второго рода. Каноническое уравнение окружности. Инверсия в комплексной записи. Геометрическая классификация дробно-линейных преобразований. Инвариантность углов при дробно-линейных преобразованиях.

