Четырнадцатая Летняя многопредметная  школа Кировской области

Вишкиль. 22.VII.98 г.
Счет размерностей. Линейные инварианты.

Счет размерностей

1. В конечном множестве фиксированы несколько подмножеств, включая пустое. Разрешается получать из них новые с помощью операции симметрической разности 
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. Докажите, что всего так можно получить 2k  различных множеств.

2. Клетки прямоугольника m×n покрашены в красный, желтый и зеленый цвета. За одну операцию все клетки любой вертикали или горизонтали разрешено перекрасить по циклу: красный –> желтый–> зеленый –> красный. 
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. а) Докажите, что всего так можно получить 3k  различных узоров; б) найдите k. 

Линейные инварианты

3. В каждую клетку клетчатой доски 
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вписано целое число. За один ход разрешается увеличить на 1 оба числа в любом прямоугольнике из двух клеток.  Всегда ли можно за несколько ходов сделать все числа равными?

4. То же, но разрешается увеличивать на одно и то же число, не обязательно целое?

5. Как в (3), но надо сделать все числа кратными а) 1998; б) кратными 3?

6. Как в (4), но надо все числа сделать кратными 3?

7.  Как в (3), но увеличивают в прямоугольнике 
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, и надо все числа сделать а) равными; б) кратными 7?

В пространстве строк длины n фиксированы строки 
[image: image5.wmf]m

v

v

v

,...,

,

2

1

. За один ход разрешается к данной строке u прибавить любую из фиксированных, умноженную на число. 

8. Докажите, что из u можно получить любую строку 
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 среди 
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 есть n линейно независимых.

Опр. В условиях предыдущей задачи уравнение 
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назовем линейным инвариантом (ЛИ), если координаты всех строк 
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 (подставленные вместо иксов) ему удовлетворяют.

9. Докажите, что из u можно получить любую строку 
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ненулевых ЛИ нет.

10. а) Линейные инварианты образуют векторное пространство;

б) Пусть среди строк 
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есть ровно k линейно независимых. Тогда пространство линейных инвариантов (n-k)-мерно.

в) Если m<n, найдется ненулевой ЛИ.

11. Есть 10 бананов. За какое наименьшее число взвешиваний можно убедиться, что все они весят одинаково?

12. Пусть есть несколько лампочек, и несколько кнопок, каждая из которых соединена с некоторыми лампочками (с одной лампочкой может быть соединено несколько кнопок). Нажатие на кнопку меняет состояние всех соединенных с ней лампочек на противоположное.

а) Лампочки и кнопки расположены в виде квадрата 10×10, по одной лампочке и кнопке на каждой клетке; при этом лампочка и кнопка соединены, если они находятся в одном горизонтальном или вертикальном ряду. Вначале все лампочки выключены. За какое наименьшее количество нажатий кнопок их можно все включить?

б) Кнопок и лампочек поровну. Известно, что любой узор из лампочек можно погасить. Кнопки и лампочки поменяли местами, сохранив соединение. Докажите, что по-прежнему любой узор из лампочек можно погасить.

13. (Теорема) В прямоугольной таблице наибольшее число линейно независимых строк равно числу линейно независимых столбцов. 

Для самостоятельного решения
14. Есть 10 бананов. Известно, что бананы могут быть не более 2 различных весов. За какое наименьшее число взвешиваний можно убедиться, что все они весят одинаково?

15. В таблицу 
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вписаны числа. За одну операцию разрешается увеличить или уменьшить на одно и то же число все числа в прямоугольнике 
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. Всегда ли можно добиться чтобы стали равны все числа, кроме, быть может, одного?

16. В таблицу 
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вписаны числа. За один вопрос можно узнать сумму чисел в любом квадрате. За какое наименьшее число вопросов можно узнать сумму на диагонали?

17. а) АО “Не обманешь – не продашь”  представляет за каждые n=12 подряд идущих месяцев в налоговую инспекцию отчет с отрицательной прибылью, и за каждые m=7 подряд идущих месяцев собранию акционеров отчет с положительной прибылью. Какое наибольшее число месяцев с начала работы  все отчеты могут быть правдивыми? б) То же для произвольных m и n, где НОД(m,n)=1.
18. После окончания однокругового хоккейного турнира оказалось, что для любой группы команд найдется команда, сыгравшая с командами группы вничью нечетное число матчей. Докажите, что число команд четно.

19. Докажите, что среди любых 50 человек найдутся двое, у которых четное число общих знакомых среди данных 50. 
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