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Двуцветные раскраски

1. В землю вбили 7 колышков, некоторые из которых соединили проволочкой. Могло ли получиться так, что каждый колышек соединен проволочкой ровно с тремя другими?
2. На плоскости отмечено 25 точек и построено несколько отрезков с концами в этих точках. При этом каждая точка является концом по меньшей мере одного отрезка, но не более чем 3-х отрезков. Докажите, что из какой-то точки выходит ровно два отрезка.

3. Докажите, что в любой компании число людей, имеющих нечетное число знакомых, четно.

4. а) На шахматной доске стоит фишка, которую разрешается передвигать на одну клетку по горизонтали или вертикали. Через несколько ходов фишка попала в начальную клетку. Докажите, что было сделано четное число ходов.

б) Может ли ладья пройти с поля a1 на поле h8, побывав на каждом поле ровно один раз. (Все поля, над которыми "пролетает" ладья, считаются пройденными.)

Опр. Допустим, нам надо раскрасить произвольные области на плоскости (которую мы назовем картой) таким образом, чтобы никакие две соседние области не были бы закрашены в одинаковый цвет. Соседними называются области, имеющие хотя бы на небольшом протяжении общую границу. Области, соприкасающиеся лишь в одной или в нескольких точках, соседними не считаются и закрашивать их в один цвет можно. Будем называть такую раскраску правильной.

5. а) На плоскость бросили несколько окружностей, которые разбили плоскость на несколько областей. Докажите, что полученные области можно раскрасить в два цвета правильным образом.

б) Та же задача, только для нескольких окружностей и прямых.

в) Останется ли утверждение задачи верным, если в условии заменить окружности многоугольниками?

Опр. 1) Введем на карте фигуру — ладью, —которая может из любой области (страны) перемещаться в ей соседнюю.

2) Назовем вершиной точку карты, в которой сходится несколько ((3) стран. Кратность вершины равна числу границ, из нее выходящих.

6. Может ли ладья пройти по всем странам изображенной на рис. карте, побывав при этом в каждой стране ровно один раз?

7. Карта правильно раскрашена в два цвета. Докажите, что все ее вершины имеют четную кратность.

Указание. Рассмотрите нечетную вершину, если такова существует, и сходящиеся в ней страны попробуйте раскрасить в два цвета правильным образом.

8. а)* Все вершины карты четны. Ладья вышла из некоторой страны на карте и, побывав в нескольких странах, вернулась назад. Докажите, что она сделала четное число ходов. (Ладья не обязательно обошла все страны, а в некоторых странах побывала, возможно, несколько раз.)

б) Все вершины карты четны. Ладья может перейти из страны A в страну B одним путем, сделав m ходов, и другим путем, сделав n ходов. Докажите, что числа m и n одинаковой четности.

в) На карте, все вершины которой имеют четную кратность, стоит ладья. Она хочет обойти все страны карты (возвращаться назад не обязательно и можно проходить по любым странам не один раз). Начальной стране присвоен номер 1. Сделав первый ход, ладья попадает в следующую страну и присваивает ей номер 2, третья страна получает номер 3 и т. д. При такой нумерации некоторым странам, возможно, будет присвоено несколько номеров. Докажите, что все эти номера будут либо все четны, либо все нечетны.

г) Докажите, что любую карту, все вершины которой четны, можно правильным образом раскрасить в два цвета.

Теорема о двух красках. Карта может быть раскрашена в два цвета так, чтобы соседние страны были разноцветны, тогда и только тогда, когда все вершины карты имеют четную кратность.

Для самостоятельного решения
На острове расположено несколько стран. Докажите, что эти страны можно разбить на меньшие так, чтобы не появилось новых точек пересечения границ и чтобы новую карту острова можно было раскрасить в два цвета (соседние страны должны быть окрашены в разные цвета).







