Многочлены2: функции, коэффициенты

Опр1. Многочленом степени n от одной переменной называется выражение 
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, где n - целое неотрицательное, а коэффициенты - числа, причем 
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. Число 0 называется нулевым многочленом.

Зад1. Докажите, что если многочлен задает нулевую функцию, то он нулевой.

Зад2. Докажите, что разные многочлены задают разные функции.

Замечание. Таким образом, можно не различать многочлен и задаваемую им функцию.

Опр2. Сумма и произведение многочленов - это сумма и произведение соответствующих функций.

Зад3. Докажите, что множество многочленов замкнуто по сложению и умножению. Как найти коэффициенты суммы и произведения многочленов?

Зад4. Докажите, что если произведение двух многочленов - нулевой многочлен, то один из этих многочленов - тоже нулевой.

Коэффициенты


Зад5. а) Найдите сумму коэффициентов при нечетных степенях многочлена 
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Зад6. Запишите произведение многочленов 
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 в стандартном виде.

Зад7. Найдите коэффициент при 
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 в произведении 
[image: image6.wmf])

11

1

)...(

3

1

)(

2

1

)(

1

(

1024

4

2

x

x

x

x

+

+

+

+

.

Зад8. Найдите сумму всех коэффициентов следующих многочленов

а) 
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Опр2. Пусть 
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– функция, определенная на всей числовой оси. Она называется четной, если для всех 
[image: image10.wmf]x

 выполнено
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Теорема9. Всякая функция представляется в виде суммы четной и нечетной.

Зад10. Если многочлен 
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 EMBED Equation.3  [image: image14.wmf])
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 задает четную функцию, то найдется такой многочлен 
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Целые коэффициенты

Зад11. Квадратный трехчлен 
[image: image18.wmf]c
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 принимает при каждом целом 
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 целое значение. Верно ли, что а) среди его коэффициентов хотя бы один - целый? б) все его коэффициенты - целые?

Опр3. Число 
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 называется корнем многочлена 
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, если 
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Зад12. Пусть 
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 - многочлен с целыми коэффициентами. Докажите, что если 
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 – нечетно, то у многочлена нет целых корней.

Теорема13. а) Пусть несократимая дробь 
[image: image25.wmf]q
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 – корень многочлена 
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 с целыми коэффициентами, где 
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б) Пусть в пункте (a) коэффициент 
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. Тогда все рациональные корни многочлена 
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- целые числа.

Упр14. Найдите все рациональные корни многочленов
[image: image33.wmf]
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Лемма15. Пусть 
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 - многочлен с целыми коэффициентами. Докажите, что 
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 делится на 
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 при любых различных целых числах 
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Зад16. Существует ли многочлен 
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 с целыми коэффициентами такой, что 
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Для самостоятельного решения.

Зад17. Пусть 
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– непостоянный многочлен с целыми коэффициентами.

а) Могут ли все его значения при натуральных 
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 быть простыми? 

б) Докажите, что для любого целого 
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 либо 
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Зад18. Все коэффициенты произведения двух многочленов с целыми коэффициентами делятся на 5. Докажите, что все коэффициенты одного из этих многочленов тоже делятся на 5.

Зад19. При каком значении 
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 многочлены 
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 имеют общий корень?

Зад20. Существует ли квадратный трехчлен, который каждое целое числа вида 11...1 переводит в числа такого же вида?

Зад21. У многочлена 
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 есть отрицательный коэффициент. Могут ли у всех его степеней 
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 - целое) все коэффициенты быть положительными?
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