Четырнадцатая Летняя математическая школа Кировской области

Вишкиль. 11 июля 1998 г.

Векторные пространства.

Опр 1. Пусть даны множества 
[image: image1.wmf]V

 ("векторы") и поле 
[image: image2.wmf]K

 ("числа"), и векторы можно складывать и умножать на числа, причем: 
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 – группа по сложению, и выполнены четыре правила: 1) 
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 называется векторным пространством над 
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Упр 1. Задайте структуру векторного пространства на следующих множествах а) линейные уравнения вида 
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 чисел, в) многочлены (какие?), г) 
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 – многочлены степени 
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, д) векторы, е) последовательности.

Упр 2. Пусть 
[image: image17.wmf]L
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 – поля. Доказать, что а) 
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 – векторное пространство над 
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, б) если 
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 – векторное пространство над 
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, то 
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 – векторное пространство над 
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.

Опр 2. Система линейных уравнений с нулевыми правыми частями называется однородной.
Упр 3. Множество строк – решений однородной системы –образует векторное пространство.

Упр 4. а) Множество векторов в пространстве изоморфно 
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Опр 3. Вектор 
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 линейно зависим от 
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 линейно независим, если в нем нет векторов, линейно зависимых от остальных, и линейно зависим в противном случае. Максимальный по включению линейно независимый набор в пространстве 
[image: image32.wmf]V

 называется базисом пространства.

Упр 5. Докажите, что любой многочлен степени 
[image: image33.wmf]n
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Упр 6. Рассмотрим в пространстве набор из последовательностей с одним членом, равным 1, остальные  члены равны 0. Является ли такой набор

а) линейно независимым,

б) базисом?

Теорема 7. Во всяком векторном пространстве есть базис.

Предл 8. Если 
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а) можно представить в виде 
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б) такое представление единственно.

Зад  9. Найдите какой-нибудь базис над 
[image: image38.wmf]Q

 для минимального числового поля, в котором есть числа а) 
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Упр 10. Дайте определение изоморфизма векторных пространств над 
[image: image44.wmf]K
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Предл 11. Если в 
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 есть базис из 
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 элементов, то 
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 изоморфно 
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Упр 12. Зафиксируем различные 
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. Является ли такое отображение  изоморфизмом векторных пространств 
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Предл 13. В 
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Теорема 14. Во всех базисах элементов поровну.

Опр 4. Количество элементов в базисе пространства 
[image: image56.wmf]V

 над полем 
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 называется размерностью (обозначается 
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Упр 15. Пусть 
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 – наименьшее числовое поле, содержащее а) 
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Упр 16. Пусть 
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 ( конечное поле из 
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 ( конечно, и найдите число элементов 
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Зад 17. Пусть 
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Для самостоятельного решения

Зад 18. Пусть 
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 различных чисел. Доказать, что строки 
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 – линейно независимы. 

Зад 19. Пусть 
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Зад 20. Рассмотрим множество 
[image: image81.wmf]M

 многочленов степени 
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, которые принимают целое значение для всех целых 
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б) Всякий 
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 представляется единственным образом в виде 
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