Многочлены 4: Основная теорема арифметики

Деление с остатком, алгоритм Евклида

Опр 1. Пусть А и В – многочлены, причем deg B>0. Разделить А на В с остатком значит найти такие многочлены Q и R, что А=BQ + R, где deg R< deg В. 

Упр 1. Разделите с остатком 2х4 – 3x3 + 4x2 – 5х + 6 на х2–3х+1.

Предл  2. а) Докажите, что деление многочленов с остатком всегда возможно. б) Докажите, что при делении с остатком многочлены Q и R определяются одно​значно. 
Теорема 3 (Безу). Остаток от деления многочлена А(х) на двучлен х – а равен значению многочлена А(х) при х = а.

Зад 4. Остаток от деления А(х) на x–1 равен 5, а на x—3 равен 7. Найдите остаток от деления А(х) на (х–1)(х–3).

Опр 2. Наибольшим общим делителем (НОД) двух многочленов, один из которых ненулевой, называют многочлен наибольшей степени, делящий оба этих многочлена.

Зад 5. Верно ли, что НОД двух многочленов определяется однозначно? 

Зад 6. а) Докажите, что для любых двух многочленов А и В существуют такие многочлены U и V, что НОД(А, В)=AU + BV. 

б)* Докажите, что если степени многочленов А и В положительны, то существуют такие многочлены U и V из пункта а), что deg U < deg В и deg V < deg А. 

Зад 7. Найдите НОД многочленов: а) х(х–1)3(х+2) и (х–1)2(x+2)2(x+5); б) 3х3–2х2+х+2 и х2–х+1, в) xm-1 и xn-1; г) xm+1 и xn+1. 

Зад 8. Обозначим многочлены из пункта б) предыдущей задачи как f и g. Найдите такие многочлены и и v, что НОД (f,g) = fu + gv, причём deg и < deg g и deg v < deg f.
Опр 3. Многочлен Р ненулевой степени называется приводимым, если он может быть разложен в произведение двух многочленов меньшей степени, и неприводимым в противном случае. 

Предл 9. Пусть P(x) и Q(x) – непостоянные многочлены, ( – число.
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 приводимы или неприводимы одновременно.

Упр 10. Докажите, что если 
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 неприводимый многочлен, 
[image: image6.wmf]Q

( любой, то (с точностью до умножения на число) НОД (
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Предл 11. Если P – неприводим и 
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Теорема 12 (Основная теорема арифметики).  Всякий многочлен может быть разложен в произведение числа и неприводимых многочленов со старшим коэффициентом 1, причем такое разложение единственно с точностью до порядка сомножителей.

Многочлены с целыми коэффициентами

Обозначение. K[x] –  множество многочленов, чьи коэффициенты принадлежат числовому множеству K.

Упр 13. Если K замкнуто по сложению и умножению, то K[x] – тоже.

Упр 14. Разложите многочлен 
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 в произведение двух многочленов меньшей степени с целыми коэффициентами.

Опр4. Пусть 
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 называется содержанием многочлена 
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Зад 15. Произведение многочленов с содержанием 1 является многочленом с содержанием 1.

Зад 16. а) Всякий многочлен 
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 определен однозначно с точностью до знака.

Зад 17.  Многочлен 
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 неприводим в 
[image: image24.wmf]]

[

x

Q

.

Теорема 18 (лемма Гаусса). В 
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 разложение на неприводимые множители однозначно.

Зад 19. Можно ли разложить на множители с целыми коэффициентами многочлен
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Зад 20. Произведение двух многочленов с  целыми  коэффициентами от переменной  
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 есть многочлен  с  четными  коэффициентами,  не  все  из которых  делятся  на  4. Докажите,  что  в  одном  из  многочленов-сомножителей  все коэффициенты четные, а в другом – хотя бы один нечетный.

Теорема 21. (Критерий неприводимости Эйзенштейна) Пусть
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Зад 22. Разложить на неприводимые в 
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Для самостоятельного решения

Зад 23. При делении многочлена 
[image: image43.wmf]1

1951

-

x

 на многочлен 
[image: image44.wmf]1

2

)

(

2

3

4

+

+

+

+

=

x

x

x

x

x

P

 получается частное и остаток. Найти в частном коэффициент при 
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Зад 24. Доказать, что если 
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 – несократимая рациональная дробь, являющаяся корнем многочлена 
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 с целыми коэффициентами, то 
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Зад 25. Доказать неприводимость в 
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