Четырнадцатая Летняя математическая школа Кировской области

Вишкиль. 20.VII. 98 г.
Многочлены деления круга

Зад1. 
а) Окружность разбита на равные дуги 1999 точками. Какое наименьшее число  векторов можно  провести из центра окружности в эти точки так, чтобы их сумма стала равна 0 ?

б) Окружность разбита на равные дуги n точками, и из центра к некоторым из этих точек построены векторы так, что сумма векторов равна 0. Докажите, что концы некоторых из векторов образуют вершины правильного многоугольника. 

Предл2. Пусть 
[image: image1.wmf]e

 – корень n-й степени из 1. Тогда 
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Зад3. Вершины правильного многоугольника раскрашены в несколько цветов так, что вершины каждого цвета являются всеми вершинами меньшего правильного многоугольника. Докажите, что в какие-то два цвета покрашено поровну вершин.
Зад4. Пусть P(x) и Q(x)  – многочлены с рациональными коэффициентами с общим комплексным корнем.  Докажите, что они не взаимно просты.

Зад5. Докажите неприводимость в 
[image: image3.wmf]]
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 многочлена 
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, где 
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 ( простое.

Опр. Пусть 
[image: image6.wmf]e

 – корень n-й степени из 1, и  не является корнем никакой меньшей степени. Тогда 
[image: image7.wmf]e

 – примитивный корень n-й степени из 1.

Зад6а. Примитивный корень из 1 простой степени p не является корнем никакого многочлена с рациональными коэффициентами степени меньше чем p-1. 


Зад6б. Из центра правильного p-угольника (где p – простое) 

к его вершинам проведены p-1 векторов. Докажите, что они 

линейно независимы над полем Q.

Упр7. В поле C есть ровно 
[image: image8.wmf])
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примитивных корней n-й степени из 1 (где 
[image: image9.wmf])
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– функция Эйлера).

Опр. Многочлен деления круга – это 
[image: image10.wmf])
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, где 
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 – все примитивные корни n-й степени из 1.

Упр8. Вычислите 
[image: image12.wmf])
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для всех n<6.

Теорема 9. 
[image: image13.wmf])
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, где a,b,…,c – всевозможные делители n.

Зад10. Если  p – простое, то 
[image: image14.wmf]1
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Упр11. Найдите 
[image: image15.wmf])
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для всех n<18.
Предл12. Все коэффициенты 
[image: image16.wmf])

(

x

n

F

 – целые.

Зад13. Докажите, что различные многочлены деления круга взаимно просты.

Опр. Производная многочлена – это отображение 
[image: image17.wmf]]
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, заданное формулой
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    (где 
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 и т.д.).

Зад14. Докажите следующие свойства производной (k – число, P,Q – многочлены)

а) 1’=0; б) x’=1; в) (kP)’=kP’;  г) (P+Q)’=P’+Q’; д) (PQ)’=P’Q+PQ’.

Предл15. x0 – кратный корень многочлена P(x) 
[image: image20.wmf]Û

 x0 – общий корень многочленов P(x) и P’(x).
Упр16. Многочлен 
[image: image21.wmf]1
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 не имеет кратных корней ни над каким полем.

Теорема17. Многочлен деления круга неприводим в Q[x].

Для самостоятельного решения

Зад18. Докажите,  ровно одно отображение 
[image: image22.wmf]]
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 удовлетворяет свойствам (а) – (д) зад14.

Зад19. Все коэффициенты 
[image: image23.wmf])
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расположены симметрично относительно середины.

Зад20. При каких m и n многочлен 

 делится на многочлен

 ?

Зад21.а)  Можно ли разбить целые числа на конечное число арифметических прогрессий с попарно различными целыми разностями? б) То же, но не разбить, а покрыть.

Зад22. Пусть 

, 

 и 

 – целые. Доказать, что 

 – целое

Зад23. Рассматриваются многочлены с целыми коэффициентами.

а) P(x) – неприводимый многочлен. Докажите, что найдется такой многочлен Q(x), что P(Q(x)) – приводим.

б) P(x)=xn-1. Доказать что найдется такой многочлен Q(x), что P(Q(x)) раскладывается в произведение множителей степени меньше степени Q(x) (Указание. Среди отношений 
[image: image24.wmf]!
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 встречаются сколь угодно малые.)
в)** Верно ли (б) для произвольного многочлена P(x)?
Все коэффициенты 
[image: image25.wmf])
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неотрицательны. Доказать, что они 0 или 1.

Доказать, что один из коэффициентов многочлена R(x) может быть 100.

Доказать, что многочлен R(x) может начинаться с заданного набора коэффициентов.

Доказать, что многочлен 

 не разлагается в произведение многочленов с неотрицательными коэффициентами.

Доказать, что поле 

 содержится в 

 где 

 – некоторый корень из 1
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