О преобразованиях плоскости.
Отображения множеств в целом.

Прежде чем говорить о преобразованиях плоскости, поговорим о преобразованиях вообще. Напомним некоторые определения из теории множеств, не останавливаясь на них подробно.

Определение. Отображение множества 
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 в множество 
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 сопоставляет каждому элементу 
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 единственный элемент 
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, который называется образом элемента 
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 и обозначается как 
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. Образ множества 
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 это совокупность образов всех его элементов.

Мы будем рассматривать не все отображения. Сузим интересующий нас класс отображений.

Определение. Биективное отображение множества 
[image: image8.wmf]A

 в множество 
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 это отображение, удовлетворяющее двум дополнительным условиям:

1) Любой элемент 
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 является образом некоторого 
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 (в этом случае говорят, что множество 
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 отображается на множество 
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);
2) Различные элементы множества 
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 имеют различные образы.
Эти два условия можно переформулировать в следующем виде: любой элемент 
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b

Î

 является образом единственного 
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. В таком виде легче понять, почему биективное отображение называется также взаимно однозначным, и почему для него существует обратное отображение (также являющееся биективным).

Определение. Преобразование множества 
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 это биективное отображение множества 
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 в себя. Очевидно, для любого существует обратное преобразование.

Определение. Композиция преобразований некоторого множества это последовательное применение этих преобразований одного за другим. Композиция преобразований является преобразованием.

Определение. Преобразования одного и того же множества называются равными если образы любого элемента при этих преобразованиях совпадают.
При преобразовании образ пересечения множеств совпадает с пересечением их образов, а образ объединения – с объединением образов.
Движения плоскости в целом. Инварианты движений.
Определение. Движение плоскости это отображение плоскости на себя, сохраняющее расстояния между точками.

1. Докажите, что движение является преобразованием плоскости (т.е. оно биективно).

2. Выведите из предыдущей задачи, что преобразование, обратное движению, есть движение, и что композиция движений есть движение.

Определение. Равные фигуры это такие фигуры, для которых существует движение, отображающее одну на другую.

Определение. Инварианты преобразования это свойства фигур и/или некоторые величины, не изменяющиеся при этом преобразовании.

3. Докажите, что движение отображает прямую на прямую.

4. Докажите, что движение сохраняет порядок точек на прямой.

5. Докажите, что движение отображает  луч на луч, отрезок на отрезок.

6. Докажите, что движение отображает полуплоскость на полуплоскость.

7. Докажите, что движение отображает угол на угол.

Докажите, что движение отображает параллельные прямые на параллельные прямые.

Докажите, что движение отображает треугольник на треугольник.

Докажите, что движение отображает окружность на окружность, круг на круг.

Чем определяется движение? Образы каких фигур достаточно задать для того, чтобы однозначно определить образы всех точек плоскости (т.е. существует движение, отображающее выбранные элементы именно так, как указано и такое движение единственно)?

Теорема. Движение плоскости однозначно задается образами трех точек, не лежащих на одной прямой. Более точно, если даны три неколлинеарные точки 
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 и три точки 
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, то существует одно и только одно движение плоскости, отображающее точку 
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 на точку 
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, точку 
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 на точку 
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 и точку 
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 на точку 
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Рассматривая доказательство этой теоремы, можно заметить, что ее условие содержит некоторую избыточность информации. Третья точка используется только для определения того, какая из полуплоскостей, определяемых прямой 
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 в какую из полуплоскостей, определяемых ее образом 
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, переходит. Та же самая информация содержится в понятии ориентации.

8. Теорема. Движение плоскости однозначно задается образами двух точек и тем, сохраняет оно ориентацию или не сохраняет. Более точно, если даны две точки 
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 и две точки 
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 такие, что 
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, то существует ровно два движения, отображающих точку 
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 на точку 
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 и точку 
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 на точку 
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, одно из которых сохраняет ориентацию треугольников, а другое не сохраняет.

9. Движения, сохраняющие ориентацию треугольников, называются собственными, а не сохраняющие, соответственно, несобственными движениями.
Классификация движений плоскости.

Четыре основных класса движений плоскости, известных еще из школьного курса это центральная симметрия, осевая симметрия (отражение), параллельный перенос и поворот.
10. На самом деле, центральная симметрия есть не что иное, как поворот на угол 180(. Кроме того, введем в рассмотрение также скользящее отражение – композицию переноса и отражения.

11. Представить параллельный перенос в виде композиции двух отражений.

12. Представить поворот в виде композиции двух отражений.

13. Отметим, что в обоих случаях пара отражений определяется неоднозначно. Более того, ось одного из них можно выбрать совершенно произвольно.

14. Доказать, что всякое движение представляется в виде композиции не более чем трех отражений.

15. (Теорема Шаля) Всякое собственное движение плоскости есть либо поворот, либо параллельный перенос. Всякое несобственное движение плоскости есть скользящее отражение (в частности, может быть простое отражение).
Задачи для самостоятельного решения.

16. Внутри угла с недоступной вершиной 
[image: image45.wmf]O

 дана точка 
[image: image46.wmf]M

. Построить прямую 
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.

17. На стороне угла с недоступной вершиной 
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 дана точка 
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. Определить длину 
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.

18. Через точку пересечения двух данных окружностей провести  прямую, на которой эти окружности отсекают равные хорды.

19. Даны две окружности и прямая, не параллельная и не перпендикулярная их линии центров. Провести прямую, параллельную данной, на которой эти окружности отсекают равные хорды.

20. Через данную точку провести прямую, на которой данная окружность высекает хорду заданной длины.

21. Через данную точку провести прямую, пересекающую два данные прямые под равными углами.

22. Построить трапецию по четырем ее сторонам.

23. Даны две концентрические окружности. Построить квадрат так, чтобы две его смежные вершины лежали на одной окружности, а две оставшиеся на другой.
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