Четырнадцатая Летняя математическая школа Кировской области

Вишкиль. 3-28.VII.98 г.
Задачи о нахождении множеств. 5-6 июля. Группа Б.
В каждой задаче этого курса перед нами будет стоять вопрос «нахождения множества». Что это значит? В каком виде мы хотим представить эти множества? Что считать «правильным ответом» в задаче?

В процессе нашего обучения точка зрения на этот вопрос неоднократно менялась. Когда мы решали задачи про простые ГМТ, нам был важен алгоритм построения. После того, как простые ГМТ были освоены, на первое место вышла проблема представления более сложных ГМТ через эти простые. То есть, мы их использовали как «кирпичики» для построения сложных множеств. И «кирпичики» эти со временем становятся все крупнее и крупнее. Так, сейчас при решении задач мы пользуемся тем, что в треугольник можно вписать окружность. Это – «кирпичик». Когда же мы учились вписывать окружность в треугольник, мы представляли этот факт в виде комбинации более мелких «кирпичиков» – мы сводили его к биссектрисам, ГМТ, равноудаленных от сторон треугольника.

Каждый раз у нас с вами есть договоренность (иногда неявная) о том, что считать «кирпичиками», к какому виду следует приводить ответ.

В курсе элементарной геометрии такими «кирпичиками» служат простейшие геометрические фигуры – точка, прямая (и ее части – луч, отрезок) и чуть менее элементарная фигура – окружность (а также и ее части – дуги). Поэтому, как правило, требуется представить конечный ответ в виде объединения и/или пересечения некоторого набора таких фигур.

1. Дан квадрат. Найти ГМТ плоскости таких, что сумма расстояний от каждой из них до двух противоположных сторон квадрата (т.е. до прямых, на которых эти стороны лежат) равна сумме расстояний до двух других его сторон.

2. Та же задача, но для прямоугольника, а не для квадрата.

3. Те же две задачи, но для разности а не для суммы.

Обратить внимание на то, что для квадрата получается существенно другой ответ. Квадрат является особым случаем прямоугольника, это приводит к  существованию особенности у решения в этом случае. В будущем показать, как меняется вид гиперболы при изменении коэффициентов и показать аналогию с этими задачами. В особой точке происходит скачок, нарушается непрерывный характер изменения множества.

Все эти задачи могут быть решены как геометрически, так и чисто аналитически. Мы можем сформулировать уравнение, которому должны удовлетворять координаты точек искомого множества, решить это уравнение и изобразить его решение в геометрическом виде. В этом случае метод координат служит прослойкой. Условие задачи формулируется в виде соотношений между геометрическими объектами и ответ мы хотим получить в геометрической форме. Тем не менее, мы можем сначала перевести условие задачи на аналитический язык, найти числовое множество, удовлетворяющее получившимся соотношениям, а затем привести ответ обратно к геометрическому представлению.

Таким образом, можно видеть, что есть прямая связь между нахождением ГМТ, или множеств точек на плоскости, и числовых множеств.

Пока присутствуют только прямые или их части (лучи и отрезки) в качестве множеств. Рассмотрим теперь другую группу задач.

Даны две точки на расстоянии 
[image: image1.wmf]a

 друг от друга. Найти ГМТ плоскости, сумма квадратов расстояний от каждой из которых до этих точек равна постоянной величине 
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В этой задаче исследование гораздо проще провести на аналитическом уровне, чем на геометрическом. То есть, бывают и такие ситуации, когда аналитическое представление более наглядно, чем геометрическое.

4. Та же задача, но для разности, а затем модуля разности.

5. Даны две пересекающиеся прямые Найти ГМТ точек плоскости, отношение расстояний от каждой из которых до данных прямых равно постоянной величине 
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.

6. Та же задача, но вместо двух пересекающихся прямых две точки.

На примере этой задачи можно видеть, что аналитическое решение иногда бывает таким, что полученный ответ трудно привести к наглядной геометрической форме, в то время, как геометрическое решение гораздо изящнее и проще. Не стоит злоупотреблять аналитическими методами.

При пересечении или объединении фигур могут возникать и менее тривиальные формы.

7. На плоскости даны две точки 
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 и 
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. Найти множество точек 
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 таких, что в треугольнике 
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 два угла равны.

8. Дан равносторонний треугольник. Найти множество точек плоскости, из которых а) все стороны, б) хотя бы одна сторона данного треугольника видна под тупым углом.

9. Даны две окружности. Найти множество середин отрезков, у которых один конец лежит на одной из этих окружностей, а другой конец на другой.

10. Дан прямоугольник. Найти множество точек плоскости, сумма квадратов расстояний от которых до двух противоположных вершин этого прямоугольника равна сумме квадратов расстояний до двух других вершин.

11. Дан квадрат. Вокруг него описана окружность. Найти множество точек этой окружности, расстояния от которых до всех вершин квадрата рациональны.

Разумеется, примеры различных множеств не исчерпываются множествами точек. Можно рассматривать множества геометрических фигур – треугольников, четырехугольников, числовые множества, множества функций и так далее.

Говоря более строго, мы не ищем множества в наших задачах, а выделяем из какого-то большого множества подмножество, удовлетворяющее условиям задачи. Например, из множества всех точек плоскости, из множества всех натуральных чисел и так далее.

12. Найти множество всех треугольников, у которых а) сумма двух каких-либо углов больше третьего; б) сумма любых двух углов больше третьего; в) сумма двух каких-либо углов меньше третьего; г) сумма любых двух углов меньше третьего.

Заметим, что, зная решение первых двух пунктов, последние два пункта можно решить, не производя никаких дополнительных выкладок.

При нахождении ГМТ мы неоднократно подчеркивали, что необходимо не только найти некоторое множество и доказать, что все его элементы удовлетворяют условиям задачи, но и доказать, что никакие другие элементы этим условиям не удовлетворяют. То есть, надо показать, что мы, во-первых, не захватили ничего лишнего (все элементы выделенного нами множества удовлетворяют условиям), а, во-вторых, действительно нашли все подходящие элементы (как правило, доказывается «от противного» – все остальные условиям не удовлетворяют). Только в этом случае ответ считается верным и полным, никакая из двух частей решения не может быть опущена.

13. Найти множество всех натуральных чисел, записывающихся одними единицами и делящихся на 7.

14. Найти множество треугольников, у которых сумма двух каких-либо углов больше третьего.

15. Найти множество четырехугольников, у которых сумма расстояний между серединами противоположных сторон равна полупериметру.

Пусть 
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 – натуральное число. Найти множество чисел, являющихся делителями хотя бы одного из чисел вида 
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 – натуральное.

16. Найти множество многочленов 
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 – действительное.

Найти все многочлены 
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 – действительное.

Найти все многочлены 
[image: image18.wmf])

(

x

P

, удовлетворяющие тождеству 
[image: image19.wmf]2

2

))

(

(

)

(

x

P

x

P

=

, где 
[image: image20.wmf]x

 – действительное.
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