Движения.

5 июля. 

Понятия отображения, преобразования движения. Решение задач на построение с помощью движений.
Геометрическая фигура как множество точек. Понятие соответствия.

ОПРЕДЕЛЕНИЯ. 

Отображением f множества X во множество Y  называется соответствие, при котором каждому элементу из X  соответствует единственный элемент из Y.

Отображение f множества X на множество Y называется обратимым, если образы любых двух элементов различны. В этом случае существует обратное отображение f–1 множества Y на множество X. 

Обратимое отображение множества на себя называется преобразованием этого множества.

Геометрическим преобразованием плоскости называется взаимно однозначное (обратимое) отображение точек плоскости на себя. Преобразование плоскости, сохраняющее расстояния между точками, называется движением плоскости.

ПРИМЕРЫ ДВИЖЕНИЙ.

Осевая симметрия относительно прямой l (Sl), поворот вокруг точки O на угол ( (Ro(), параллельный перенос на заданный вектор (Ta).

ЗАДАЧИ.

1. Построить правильный треугольник, вершины которого лежат на трех данных параллельных прямых.

2. Через данную точку А провести прямую так, чтобы ее отрезок с концами на данных прямой и окружности делился точкой пополам.

3. Дана прямая и две окружности, лежащие по разные стороны от нее. Построить квадрат, две вершины которого лежат на данной прямой, а две другие – на данных окружностях.

4. Построить квадрат, если дан его центр и две точки, лежащие на противоположных сторонах квадрата. (Вариант: точки лежат на прямых, содержащих противоположные стороны квадрата).

5. Даны две окружности и прямая. Параллельно данной прямой провести прямую так, чтобы эти окружности высекали на ней равные хорды.

6 июля.

Композиции преобразований (движений).

ОПРЕДЕЛЕНИЯ.

Пусть f и g – преобразования множества X и f(x) = y, g(y) = z для любого x из X. Определим отображение h законом h(x) = g(f(x)) – оно является преобразованием множества X и называется композицией преобразований f и g. Обозначение: h = f ( g.
Преобразование Е множества X называется тождественным преобразованием, если для любого x из X имеет место E(x) = x. Очевидно, для любого преобразования f верно E ( f = f ( E = f и f–1 ( f = f ( f–1 = E.

? Посмотреть ассоциативность композиции преобразований. Вопрос про коммутативность.

Аналогично для движений:

Последовательное выполнение двух или нескольких движений является движением и называется композицией данных движений. 

Движение, оставляющее на месте все точки плоскости, называется тождественным.

ЗАДАЧИ.

1. Каким движением являются композиции: двух центральных симметрий; двух осевых симметрий; двух параллельных переносов; двух поворотов с общим центром?

2. Обратная задача: представление переноса и поворота композицией осевых симметрий.

3. Найти композицию двух поворотов с различными центрами.

4. Доказать, что 

, если прямые l1 и l2 различны.
5. Для некоторых движений f, g выполнено условие f ( g = E. Доказать, что и условие g ( f = E тоже выполнено.


9 – 10 июля

Разбираем задачу 3 предыдущего занятия

1. а) Вокруг некоторой точки А проводится поворот на 90 градусов, а затем такой же поворот проводится вокруг другой точки В. Доказать, что найдётся точка, которая после двух этих поворотов вернётся на свое место.

б) То же самое, но повороты производятся на произвольные углы.

2. Доказать, что композиция двух поворотов с различными центрами есть либо поворот, либо параллельный перенос.

Вопрос об ассоциативности композиции отображений. Некоммутативность. Примеры, исключения.
ЗАДАЧИ.

3. На сторонах произвольного выпуклого четырёхугольника внешним образом построены квадраты с центрами А, В, С и Е соответственно. Доказать, что отрезки АС и ВЕ равны и перпендикулярны.

4. На сторонах параллелограмма внешним образом построены квадраты. Доказать, что их центры образуют квадрат. 

5. На сторонах произвольного треугольника внешним образом построены правильные треугольники. Доказать, что их центры образуют правильный треугольник.

Рассматриваем композиции осевой симметрии и параллельного переноса. Рассматриваем случай, когда вектор переноса параллелен оси симметрии. Доказываем, что раньше такого движения не было. Обозначение: Wlr.(ось и вектор переносной симметрии).

ЗАДАЧИ.

7. Доказать, что композиция осевой симметрии и параллельного переноса на вектор, перпендикулярный оси, есть осевая симметрия.

8. Доказать, что композиция осевой симметрии и параллельного переноса есть осевая или переносная симметрия.

9. Доказать, что для любых двух точек плоскости существует осевая симметрия, переводящая одну из них в другую.

10. Доказать, что для любых двух отрезков равной длины AB и CD существует композиция не более чем двух осевых симметрий, переводящих точку A в точку C, а точку B в точку D.

11. На плоскости даны равные треугольники ABC и A1B1C1 . Доказать, что композицией не более чем трех осевых симметрий можно перевести точку A в точку A1, точку B в точку B1, точку C в точку C1.

12. Движение плоскости оставляет на месте три точки, не лежащие на одной прямой. Доказать, что это движение оставляет на месте любую точку плоскости, то есть является тождественным.

13. Два движения плоскости переводят три точки, не лежащие на одной прямой в одну и ту же тройку точек. Доказать, что эти движения совпадают.

Теорема Шаля. Доказать, что любое движение плоскости есть композиция не более чем трех осевых симметрий.

14. На плоскости даны три прямые l, m, n. Каким движением является композиция Sl SmSn, если:

а) прямые l, m, n проходят через одну точку;

б) прямые l, m, n параллельны;

в) прямые l и m параллельны, а n их пересекает;

г) l, m, n – прямые общего положения;

д) l и n параллельны, а m их пересекает.

Классификация движений плоскости. 

Любое движение плоскости есть либо поворот, либо параллельный перенос, либо осевая симметрия, либо переносная симметрия.

ДОМАШНЕЕ ЗАДАНИЕ (на 9 июля + оставшееся по теме).
1. На плоскости даны 5 точек, лежащие в вершинах выпуклого пятиугольника. Построить пятиугольник, для которого эти точки будут серединами сторон.

2. На сторонах произвольного треугольника АВС вне его построены равнобедренные треугольники А1ВС, АВ1С и АВС1 с вершинами и углами А1, В1, С1 при вершине, дающими в сумме 360 градусов. Найти углы треугольника А1В1С1.
.
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