Задачи на размерность над конечными полями.

Во задачах 1-9 на табло есть n лампочек, и несколько кнопок, каждая из которых соединена с некоторыми лампочками (с одной лампочкой может быть соединено несколько кнопок). Нажатие на кнопку меняет состояние всех соединенных с ней лампочек на противоположное.

1. Докажите, что число узоров, которые мы можем получить есть 2k.

2. Докажите, что в этом случае для получения всех узоров мы можем обойтись поднабором из k кнопок.

Инвариантом будем называть такое подмножество лампочек, что каждая кнопка соединена с четным числом лампочек из него.

3. Введите на множестве инвариантов структуру линейного пространства; докажите, что число инвариантов (учитывая пустое подмножество) есть 
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4. Докажите, что некоторый узор можно зажечь тогда и только тогда, когда в каждом инварианте надо зажечь четное число лампочек.

5. Докажите, что если выбран базис пространства инвариантов, то можно придумать такой узор, что число лампочек, горящих в каждом из базисных инвариантов будет иметь наперед заданную четность.

6. Докажите, что 
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7. Известно, что инвариантов нет. Докажите, что всякий узор лампочек можно погасить

8. .Кнопок и лампочек поровну, те и другие пронумерованы от 1 до n. Кнопки и лампочки с одинаковым номером между собой не соединены, если i-я кнопка соединена с j-й лампочкой, то и j-я кнопка соединена с i -й лампочкой. Инвариантов нет. Докажите, что n – четно. 

9. Лампочки и кнопки расположены в виде квадрата 10×10, по одной лампочке и кнопке на каждой клетке; при этом лампочка и кнопка соединены, если они находятся в одном горизонтальном или вертикальном ряду. Вначале все лампочки выключены. За какое наименьшее количество нажатий кнопок их можно все включить?

10. Кнопок и лампочек поровну. Известно, что любой узор из лампочек можно погасить. Кнопки и лампочки поменяли местами, сохранив соединение. Докажите, что по прежнему любой узор из лампочек можно погасить.

10. В таблицу m×n вписаны ненулевые числа. Разрешается любую строку или столбец умножить на -1. Какое число различных таблиц можно получить из данной с помощью таких операций?

11. Клетки прямоугольника m×n покрашены в красный, желтый и зеленый цвета. За одну операцию все клетки любой вертикали или горизонтали разрешено перекрасить по циклу: красный –> желтый–> зеленый –> красный. Какое число различных узоров можно получить?

12. В каждую клетку шахматной доски вписано по целому числу. Разрешается за один ход увеличить на 1 все числа в любом квадрате 3×3  или 4×4. Всегда ли можно добиться, чтобы а) все числа стали кратны 25? б) НОД всех чисел стал больше 1?
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