Пятнадцатая Летняя многопредметная школа Кировской области

Вишкиль. 4-28.VII.99 г.

                                                  9 класс, группа А

                                      Линейность над 
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Во всех нижеследующих задачах на табло есть n лампочек, и несколько кнопок, каждая из которых соединена с некоторыми лампочками (с одной лампочкой может быть соединено несколько кнопок). Нажатие на кнопку меняет состояние всех соединенных с ней лампочек на противоположное.

1. Докажите, что число узоров, которые мы можем получить есть 
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2. Докажите, что в этом случае для получения всех узоров мы можем обойтись поднабором из k кнопок.

3. В ряд стоят 9 лампочек. Кнопки соединены с любыми 4 и любыми семью лампочками, стоящими подряд. Можно ли получить любой узор? 

4. Тот же вопрос для 10 лампочек.

5. Лампочки образуют таблицу 8*8. Кнопка соединена с любым квадратом 3*3 или 4*4. Любой ли узор можно получить?

6. (Тяжелая) Тот же вопрос для таблицы 9*9.

7. В таблице 100*100 для каждой лампочки есть кнопка, соединенная с ней и со всеми лампочками, находящимися на той же горизонтали или вертикали. Докажите, что можно получить любой узор.

8. В условиях предыдущей задачи получите из узора со всеми не горящими лампочками узор со всеми горящими за наименьшее число нажатий.

Инвариантом будем называть такое подмножество лампочек, что каждая кнопка соединена с четным числом лампочек из него.

9. Введите на множестве инвариантов структуру линейного пространства; докажите, что число инвариантов (учитывая пустое подмножество) есть 
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10. Докажите, что некоторый узор можно зажечь тогда и только тогда, когда в каждом инварианте надо зажечь четное число лампочек.

11. Докажите, что если выбран базис пространства инвариантов, то можно придумать такой узор, что число лампочек, горящих в каждом из базисных инвариантов будет иметь наперед заданную четность.

12. Докажите, что 
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