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       Сборник  содержит  60  задач  по  теории  чисел,  предлагавшихся   в  1993 - 1999  гг   на  трех  турах  Свердловской  областной  математической олимпиады  школьников.   К  первым  20  задачам  приведены  краткие  решения.    Номер  класса   и  год,  в котором  предлагалась  данная   задача,  указаны  в  скобках.  Сборник   предназначается,   в  первую  очередь,  слушателям  Очно-заочной   школы   при   ИММ   УрО   РАН   для   самостоятельных   занятий   и   подго-

товки   к   математическим   олимпиадам.

                                        УСЛОВИЯ    ЗАДАЧ

1.  ( 1994, 8 )   Пусть  a  и  b  - целые  числа.   Докажите,  что  если   a2  + 9ab + b2
делится  на  11,  то  2a2  +  9ab  также  делится  на   11.

2.  ( 1995,  8 )   Известно,  что  для   некоторого  натурального  числа  n   числа

2n  +  1   и   3n  +  1   являются  точными  квадратами   некоторых   натуральных   чисел.   Докажите,   что   число   n    делится   на   8.

3.  ( 1996,  8 )   Про  семь  натуральных   чисел   известно,  что  сумма   любых   шести  из  них  делится  на  5.   Докажите,  что  любое  из  этих  чисел  делится  на  5.

4.  ( 1997,  8 )   Найти  все  натуральные  числа,  представимые  в  виде  
( mn + 1}/(m + n},  где  m и n -  натуральные  числа.

5.  ( 1998,  8 )   Известно,  что  a, b, c и d  -  целые  числа  и  число  ab + cd  делится  на   a + c.   Докажите,  что  ad  + bc  делится   на   a +  c.

6.  ( 1994,  9 )   Целые  числа   x  и y   таковы,  что  число   А  =  (10х + 3y)(
(3х + 10y)  делится  на  13.   Докажите,  что  число  А  делится  на  132.

7.  ( 1997,  9 )   Верно  ли,  что  для  любых  натуральных  чисел   А, В  и  С

найдется  натуральное  число  К  такое,  что  А  +  К  делится   на   С,  А  +

+  В  +  К  делится   на  С + 1 ?
8.  ( 1997,  9 )   Доказать,  что  число  44…488…89  ( n  + 1  четверок  и  n

восьмерок )  является  точным  квадратом  для  любого  натурального  числа  n.

9.  ( 1998,  9 )   Известно,  что  уравнение  х3  +  y3  =  z3  не  имеет  решений  в   натуральных  числах.  Найдите  все  решения   в  натуральных  числах  уравне-ния    6х2  + 2  =  z3.

10.  ( 1999, 9 )  Является  ли  число  49 + 610 + 320   простым ?  

11.  ( 1994, 10 )   Можно  ли  подобрать  нечетные  числа  a1, a2, …, a100   так,

чтобы  выполнялось  равенство    1 ( a1  +  1 ( a2  +  …  +   1 ( a100   =   1 ?

12.  ( 1995,  10 )   Решить  в  натуральных  числах  систему  уравнений :
a3  - b3  = c3 + 3abc,   a2  =  2 ( b  +  c ) .
13.  ( 1997,  10 )   Даны  простые  числа  p  и  q ,  причем  q3 – 1  делится   на   p,

а  p – 1  делится  на  q.   Докажите,  что   р  =   1  +  q  +  q2 .
14.  ( 1998,  10 )   Докажите,  что  среди  18  последовательных  трехзначных  натуральных  чисел  найдется  хотя  бы  одно,  которое  делится  на  сумму  своих  цифр.

15.  ( 1999,  10 )   Пусть  a, b и c  -  целые  неотрицательные  числа   такие,  что

28a  +  30b  +  31c  =  365.   Найти  все  значения,  которое  может  принимать  сумма  a + b + c .

16.  ( 1995,  11 )   Найти  все  значения,  которые  может  принимать  число  А,  чтобы  все  члены  последовательности  ( хn (:  х0  =  0,  хn + 1  =  0,5 ( ( 3 хn  +

+  ( 5xn2 + 4A2)1/2),  n  = 0, 1, 2, … ,  были  целыми  числами.

17.  ( 1996,  11 )   Докажите,  что  многочлен  x3m  + x3n+1 +  x3p+2   делится  на

x2 + x + 1  при  любых  натуральных  числах  m,  n  и  р.

18.  ( 1996,  11 )   Решите  в  целых  числах  уравнение  y3 =  x6 + 2x4 – 1000.
19.  ( 1997,  11 )   Пять  последовательных  членов  возрастающей  арифмети-

ческой  прогрессии  являются  простыми  натуральными  числами.  Каким

наименьшим  числом  может  разность  этой  прогрессии ?
20.  (1998,  11 )   На  доске  выписаны  17  двузначных  чисел.  Математик  возвел  одно  из  них  в  сотую  степень.  Оказалось,  что  полученное  число  делится  на  любое  из  выписанных.  Докажите,  что  тогда  оно  делится  и  на  произведение  всех  выписанных  чисел.      

21.  ( 1993,  8 )  Доказать,  что  сумма  n3  +  5n   при  любом  натуральном  n  делится  на  3.

22 ( 1993,  8 )  Пусть  n  -  заданное  натуральное  число.  Докажите,  что  урав-

нение  x2  +  1993x  +  2n  +  1993  =  0  не  имеет целых  корней.

23.  ( 1994,  8 )  Докажите,  что  не  существует  натурального  числа,   увеличи- вающегося   ровно  в  2  раза  при  перестановке  первой  цифры  в  его  конец.

24.  ( 1995,  8 )  Найдите  все  пары  простых  чисел  m  и n,  удовлетворяющие

уравнению  m2  -  2n2  =  1.
25.  ( 1995,  8 )  Существуют  ли  такие  двузначные  числа   ab  и  cd,  что

 ab ( cd  =  abcd ?

26.  ( 1996,  8 )  Сколько  решений  в  натуральных  числах   имеет  уравнение 

x2  =  y2  +  pq,  где  p и q  -  простые  числа ?

27. ( 1996,  8 )  Решите  в  целых  числах  уравнение  4x3  =  2y3  +  z3 .
28. ( 1997,  8 )  Доказать,  что  если  между  цифрами  числа  1331  вставить  по  равному  количеству  нулей,  то  получится  точный  куб.  

29. ( 1998,  7 )  Можно  ли  из  1996  дробей:   1/1996,  2/1995,  3/1994,   …  ,

1995/2,  1996/1   выбрать  3,  произведение  которых  равно  1 ?
30. ( 1998,  8 )  Пусть  числа  a, b, c,  ( ab  +  bc  +  ac ) / ( a  +  b  +  c )  целые. 

Докажите,  что  число  ( a2  +  b2  +  c2 ) / ( a  +  b  +  c )  также  целое.

31. ( 1994,  9 )  Найти  все  натуральные  числа,  обладающие  свойством:  при

отбрасывании  первой  цифры  число  уменьшается  ровно  в  19  раз.

32. ( 1994,  9 )  В  строке  запмсаны  n  ( n  >  100 )  единиц.  Доказать,  что

между  ними  можно  расставить  7  знаков  +  так,  что  получившееся  сумма  будет  делится  на  7.

33. ( 1995,  9 )  Доказать,  что  ни  при  каком  целом  n  уравнение  x2  +

+  1994  =  y2  +  1996n  не  имеет  решений  в  целых  числах  x  и y.

34. ( 1995,  9 )  Докажите,  что  сумма  попарных  произведений  трех  после-

довательных  натуральных  чисел не  может  равняться 19951994.

35.  ( 1995, 9 )  Сумма  нескольких  натуральных  чисел,  в  записи  каждого
 из  которых  участвуют  только  цифры  3  и  0,  равна  55 … 5  ( число  состо-

ит  из  1995  пятерок ).  Какое  наименьшее  число  слагаемых  может  быть  в  

этой  сумме ?
36.  ( 1996,  9 )  Найти  все  простые  числа  р  такие,  что  число   (р2  -  22(    

также  простое.  

37. ( 1996, 9 )  Докажите,  что  уравнение  y2  =  5x2  +  6  не  имеет  решений

в  целых  числах.

38. ( 1996, 9 )  Пусть  р  -  простое  число,  большее  3.  Известно,  что  для  

некоторого  натурального  числа  n   запись  числа  рn   содержит  ровно  20

цифр.  Докажите,  что  среди  них  найдутся  3  одинаковых  цифры.

39. ( 1997,  9 )  Пусть  х, y и z  -  натуральные  числа.  Доказать,  что  если

x2  +  y2  =  z2,  то  3  делит  х  или  3  делит  y.
40. ( 1998,  9 )  Число  А  вида  100…01 кратно  19.  Докажите,  что  число  А

кратно  13.

41. (1994, 10 )  Назовем  натуральное  k-значное  число   правильным,  если  к

нему  справа  можно  приписать  k  цифр  так,  что  получившееся  2k-значное

число  будет  квадратом  некоторого  натурального  числа.  Доказать,  что

а)  для  любого  k  найдется   k-значное  число,  которое  не  является  правиль-

ным,  б)  если  число  начинается  с  1,  то  оно  правильное.

42. ( 1995, 10 )  Решить  в  натуральных  числах  уравнение  2xy  =  x2  +  2y.

43. ( 1995, 10 )  При  каком  наименьшем  n  число  122 … 221  ( n  двоек )

делится  на  99 … 9  ( 9  двоек ) ?
44. ( 1996, 10 )  1995-значное  число  оканчивается  на  1,  и  любое  число,

образованное  его  соседними  цифрами,  идущими  в  том  же  порядке,  де-

лится  либо  на  17,  либо  на  23.  Какова  первая  цифра  этого  числа ?  Де-

лится ли  оно  на  3 ?  На  9 ?
45.  ( 1996, 10 )  Натуральные  числа   n,  m  и  k  ( n < m < k )  являются  дли-нами  сторон  треугольника,  один  из  углов  которого  равен  1200.  Какое

наименьшее  значение  может  принимать  число  n ?
46.  ( 1996, 10 )  На  доске  записаны  N  (  N  > 5 )  натуральных  чисел.  Наи-

большее  из  них  не  превышает  1996,  а  у  любых  пяти  из  них  есть  общий

делитель,  отличный  от  1.  Докажите,  что  все  записанные  на  доске  числа

имеют  общий  делитель,  отличный  от  1.

47. (1996, 10 )  100  первых  натуральных  чисел  в  каком-то  порядке  запи-

саны  в  ряд  и  вычислены  98  сумм,  полученных  при сложении  троек  под-

ряд  идущих  чисел.  Какое  наибольшее  количество  нечетных  сумм  может

получиться ?

48.  ( 1997, 10 )  Докажите,  что  уравнение  m! ( n!  =  k!  имеет  бесконечно  много  решений  ( n, m  и k  -  натуральные  числа,   большие  1 ).

49.  ( 1997, 10 )  Рассматриваются  все  натуральные  числа  n  такие,  что  чис-

ла   n + 1  и  2n + 1  -  точные   квадраты.  Найдите  наибольший  общий  дели-

тель  всех  рассматриваемых  чисел.

50. ( 1998, 10 )  Натуральные  числа  a, b и c  таковы,  что  a2  +  b2  +  c2  де-

лится   на   ab  +  bc  +  ca   и  число   a  +  b  +  c  простое.   Докажите,   что       

a  =  b  =  c   =  1.

51. ( 1993,  11 )  Докажите,  что  любое  рациональное  число  можно  пред-

ставить  в  виде  суммы  кубов  четырех  рациональных  чисел. 

52. ( 1994,  11 )  В десятичной  записи  числа  N  пять  единиц,  а  остальные

цифры  -  нули.  Может  ли  число  N  быть  квадратом  натурального  числа ?
53. ( 1995, 11 )  Решить  в  натуральных  числах  уравнение  2x2 + 5xy – 12y2 =

=  28.
54.  ( 1996, 11 )  Можно  ли  в  таблицу  N x ( N – 1 )  вписать   натуральные  числа  так,  что  сумма  чисел  в  каждой  строке  имела  вид  2k  +  1,  а  в

каждом  столбце  -  14m +  5,  где  k  и m  -   натуральные  числа ?
55. ( 1997, 11 )  Покажите,  что  уравнение  x3  +  x  =  y2  не  имеет  целочис-

ленных  решений  кроме  x  =  y  =  0.
56. ( 1997, 11 )  Решить  в  целых  числах  уравнение  2y  +  7  =  x2.
57. ( 1998, 11 )  Натуральные  числа  М  и  К  отличаются  перестановкой  

цифр.  Доказать,  что  а)  суммы  цифр  чисел  2М  и  2К  одинаковы,  б)  сум-

мы  цифр  чисел  5М  и  5К  тоже  одинаковы.

58. ( 1998, 11 )  Существуют  ли  1998  нецелых  рациональных  чисел,  про-
изведение  любых  двух из  которых  -  целое  число ?

59. ( 1999, 11 )  Найти  все  двузначные  числа,  обладающие  следующим  

свойством:  если  вставить  между  цифрами  числа  произвольное  ненулевое

количество  семерок,  то  полученное  число  делится  нацело  на  13.

60. ( 1999, 11 )  Можно  ли  составить  магический  квадрат  5 х 5  из  нату-

ральных  чисел  от 1  до  25  (  все  эти  числа  нужно  использовать  ровно  по

одному  разу )  так,  чтобы  делилась  на  3  сумма  восьми  чисел,  стоящих  во

всех  клетках  внешней  каемки,  отличных  от  угловых  клеток  и  центральных

клеток  сторон ?  Числовой  квадрат  называется  магическим,  если  в  нем  рав-

ны  между  собой  суммы  чисел  по  строкам,  по  столбцам  и  по  диагоналям.

                                   Решения   задач

1. ( a – b )2 =  a2 - 2ab + b2  = a2 + 9ab + b2 – 11ab  делится  на  11.  Число  11  простое,  поэтому  а – b  делится  на  11.  Отсюда  2a2  + 9ab = ( a2  + 9ab  +     +  b2 ) +  a2  -  b2  делится  на  11.
2.  Пусть  2n + 1 = a2,  3n + 1 = b 2,  где  a, b, n ( N.  Число  а  нечетно,  т.е.  а  =  2k – 1,  k ( N.  Поэтому  2n + 1 = 4k2 – 4k + 1,  n = 2 ( k2 – k ).  Спедователь-
      но,  число  n  четно.  Тем  же  свойством  обладает  и  число  3n.  Из  равен-

      ства  3n + 1 = b2  выводим,  что  число  b  нечетно,   b = 2s – 1, s ( N.  Имеем          

     6 ( k2 – k ) + 1 = 4s2 – 4s + 1,  т.е.  3 ( k2 – k ) = 2s ( s – 1 ).  Число  s( s – 1 )                  
      четно,  поэтому  k2  - k  делится  на  4  и  число  n = 2( k2 – k )  делится  на  8.

3. Обозначим  сумму  семи  натуральных  чисел  а1, а2, … , а7  через  А.  Тогда

при  любом  n  ( 1 ( n ( 7 )  в  силу  условия  числа  А – аn  делятся  на  5.  Следовательно,  и  их  сумма  А – а1 + А – а2 + … + А – а7 = 7А – А = 6А  делится  на 5.  Поэтому  А  делится  на  5  и  при  любом  n  числа  аn  =

=  А  + ( аn  -  A )  также  делятся  на  5.

4.   Любое  натуральное  число  х  представимо  в  указанном  виде.  Достаточно                                            

взять  m  =  2x – 1,  n  =  2x + 1.
5. ad + bc = ( a + c )( b + d ) – ( ab + cd )  и  так  как  ( a + c )( b + d )  и  ab + cd                    

делятся  на  a + c,  то  и  их  разность  тоже  делится  на  a + c.

6.   Так  как  13  - простое  число,  то  либо  10x + 3y,  либо  10y + 3x  делится  на    

13. Но 10х  + 3y  +  3x  + 10y  =  13 ( x + y ),  поэтому   10х  +  3y  и  3х  + 10y 
делятся  или  не  делятся  на  13  одновременно.  Значит,  их  произведение

делится  на  132.

7. Да,  верно.  Рассмотрим  натуральное  число  К = ВС – А + mС( С + 1 ),  где

m  -  какое-нибудь  натуральное  число,  достаточно  большое,  чтобы  число  К  было  положительным.  Тогда  К + А = С( В + m(С + 1) )  делится  на  С,  а  К + А + В = ( С + 1 )( В + mС )  делится  на  С + 1.

8.   Так  как   44 … 488 … 89  =  44 … 4 ( 10n+1  +  88 … 8 ( 10 + 9  =  ( 4 ( 10n+1( 

      ( ( 10n+1 – 1 )  + 80( ( 10n – 1 )  +  81 ) / 9  =  ( 4( 102(n+1)  + 4 ( 10n+1  +  1 )/ 9  =

      =  ( 2 ( 10n+1 + 1 )2 / 32,  то  доказательство  сводится  к  проверке  того факта,  

      что  число  ( 2 ( 10n+1 + 1 ) / 3  целое.  Этот  факт  действительно  имеет  мес-

      то,  поскольку  сумма  цифр  числителя  дроби  равна  3.

9. Запишем  уравнение  в  виде  ( x  + 1 )3  -  ( x – 1 )3  =  z3.  Отсюда  ( x + 1 )3 =

=   ( x – 1)3  + z3.  В  натуральных  числах  x  + 1, x – 1  и  z  это  уравнение 

решений  не  имеет  ( это  дано  в  условии ).  Так  как  и  z  и  х  ( а  значит,

и   х +1 )  должны  быть  натуральными  числами,  единственно   возможный  случай  х – 1 = 0,  то  есть  х  = 1.  Тогда  z  = 2. 

 ОТВЕТ:  единственная  пара  х = 1,  z  =  2.

10.  Не  является.   49 + 610 + 320 =  ( 29 )2 + 2 ( 29 ( 310  + ( 310 )2  =  ( 29  + 310 )2.   

11.  Пусть  а1, а2, … , а100  -  нечетные  числа  такие,  что  1 / a1 + 1 / a2  + … +

1 / a100  = 1.  Домножив  равенство  на   а1(а2( … (а100,  получим  а2(а3( …(а100 +

а1(а3( … (а100  +  … + а1(а2( … (а99  = а1(а2( … (а100.  Слева  стоит  четное  число,

равное  сумме  ста  нечетных  чисел,  а  справа  -  нечетное  число.  Противо-речие.

12. 3abc  > 0  (  a3 > b3 + c3  (  a > b,  a > c  (  4a > 2 ( b + c ) = a2  (  a2  < 4a,

a ( N  (  a  (  3.  Из  второго  уравнения  исходной  системы  получаем,  что

число  а  четно.  Следовательно,  а = 2  и  поэтому  b = c = 1.

ОТВЕТ: а = 2,  b = c = 1.

13.  q3 – 1 = ( q – 1 )( q2 + q + 1 )  делится  на  р.  Учитывая,  что  р  -  простое   и

        p  >  q   ( так  как  р – 1  делится  на  q ),  имеем   q2 + q + 1  =  (p,  где  (  -         

        натуральное  число.  Ясно  также,  что  для  некоторого  натурального  чис-

        ла  (  справедливо  равенство  р – 1 = (q.  Сложив  почленно  оба  уравне-

        ния,  получим:  q( q + 1 - ( ) =  p( ( - 1 ).  Так  как  ни  q,  ни  q + 1 - (  на   р

        не  делятся  ( оба  эти  числа  меньше  р ),  то  ( - 1 = 0.  Отсюда   q2  +  q  +

1 =  р.

14.  Среди  трехзначных  чисел,  делящихся  на  9,  только  у  числа  999  сумма

       цифр  равна  27  ( заметим,  что  999  делится  на  27 ),  а  у  остальных  чи-

       сел  указанного  вида  сумма  цифр  9  или  18  ( по  признаку  делимости  на

       9 ).  Рассмотрим  18  последовательных  трехзначных  чисел,  меньших  999.

       Среди  них  ровно  два  числа  делятся  на  9.  Выберем  из  этих  двух  чисел

       четное.   Оно  делится  на  9  и  на  2,  т.е.  на  18  -  сумму  своих  цифр.

15.  Покажем,  что  а + b + c  может  равняться  12.  Вот  одно  из  решений:  а  =

= 1 ( февраль ),   b  =  4 ( апрель,  июнь,  сентябрь,  ноябрь ),   с  =  7  ( все  остальные  месяцы  в  году ).  Еще  одно  решение:  a = 2,  b = 1,  c = 9.

Покажем,  что  12  -  единственное  возможное  значение  a + b + c.  Пусть

a + b + c ( 11.  Тогда   28a + 30b + 31c ( 11 ( 31  =  341  -  противоречие. 

Пусть  a + b + c  ( 13.  Тогда  28a + 30b + 31c  ( 13 (28  =  364,  причем

равенство  достигается  только  при  а = 13,  b = c = 0.  Во  всех  остальных

случаях  28a + 30b + 31c  (  366.  Противоречие.

16.  При  А = 0  имеем  хn = 0   при  любом  n  = 0, 1, 2, … .  Пусть  А ( 0.  Тогда

       х1  > 0  и  xn  > 0  при  любом  n.  Поскольку

                         xn+1 =  ( 3xn + ( 5xn2 + 4A2 )1/2 ) / 2   >  1,5xn  >  xn,
       то  последовательность  хn  монотонно  возрастает.  Выразим  хn  через  хn+1
                         xn  =  ( 3xn+1  (  ( 5xn+12 + 4A2 )1/2 ) / 2.

       Знак  плюс  перед  корнем  невозможен,  т.к.   последовательность  хn  моно-

       тонно  возрастает.  Поэтому,  заменяя  в  последнем  равенстве   n   на   n –1,

       получаем   xn – 1 =  ( 3xn - ( 5xn2 + 4A2 )1/2 ) / 2 ,  n  ( N.  Складывая  это  ра-  

       венство  с  равенством  из  условия  задачи,  приходим  к  рекуррентному  

       сотношению   xn + 1  = 3xn  -  xn - 1,   n ( N.   При  этом  х0 = 0  и  х1 = (А(.

       Следовательно,  все  члены  последовательности  хn  будут  целыми  чис-

       лами  тогда  и  только  тогда,  когда  число  А  целое.

       ОТВЕТ:  А  (  Z.
17.  Для  решения  задачи  используем  тот  факт,  что  для  любого  натураль-   

       ного  числа  s  многочлен  ts  -  1  делится  на  t  - 1.  Имеем

        x3m   +  x3n + 1  +  x3p + 2  -  ( x2  +  x  +  1 )  =  ( x3m  -  1 )  +  x( x3n  -  1 )  +

        +  x2( x3p  -  1 ) .  Выражения   в  скобках   в  правой  части  делятся  на

        х3  -  1,  поэтому  x3m  +  x3n + !  +  x3p + 2  =  x2  +  x  +  1  +  ( x3 – 1 )P(x),

        где  Р(х)  -  некоторый  многочлен.  Для  решения  задачи  остается   за- 

        метить,  что  правая  часть  последнего  выражения  делится  на  х2 + х + 1.

18. Очевидно,  пара  х = 0,  y = -10  -  решение  задачи.  Покажем,  что  других

решений  нет.  Случаи  х  = ( 1,  х =  ( 2,  х =  ( 3,  х = ( 4  проверяются  

непосредственно.  Если  же  (х( ( 5,  то  2х4  >  1000,   поэтому    х6  + 

+  2х4  -  1000  >  ( x2 )3.  С  другой  стороны,  для  всех  х  имеем   х6  +    

       +  2х4  -  1000  <  ( х2  + 1 )3.  Значит,  при  всех  х,  по  модулю  больших

       4,  выполнено  неравенство  х2  <  y  <  x2  +  1,  невозможное  для  натура-

       льных  чисел  х  и  y.

19. Пусть  а  -  первый  член, а  d  >  0  -  разность  данной  прогрессии.  Число

d  не  может  быть  нечетным,  так  как  иначе  среди  членов  прогрессии

будет  не  менее  двух  четных  чисел.  Кроме  того,  число  d  делится  на  3.

Действительно,  в  противном  случае  как  среди  чисел  а,  а  +  d,  а  + 2d,

так  и  среди  чисел  а  +  2d,  a  +  3d,  a  +  4d  найдутся  числа,  делящиеся

на  3.  Отсюда   а  +  2d  =  3,  а  так  как  d  >  1,  то  а  <  0.  Противоречие.

Значит,  d   делится  на  6,  и  поэтому  d  (  6.  Пример  такой  прогрессии

с   разностью  d  = 6:  5,  11,  17,  23,  29.

20.  Пусть  математик  возвел  в  сотую  степень  число  а.  Достаточно  дока-  

зать,  что  а99  делится  на  произведение  оставшихся  чисел  -  обозначим

его  через  Q.   Разложим  Q  на  простые  множители.  Допустим,  что  про-

стое  число  р  входит  в  разложение  Q  в  степени  n.  Тогда  какое-то  из

оставшихся  чисел  b   делится  на  р.  а100  делится  на  b,  значит,  а  делит-

ся  на  р.  Двузначное  число  может  делится  не  более,  чем  на  шестую

степень  простого  числа  ( так  как  27  = 128 ),  поэтому  произведение  

       16  двузначных  чисел  делится  не   более,  чем  на  р96.  В  то  же  время  

       а99  делится  на  р99.  Поскольку  это  верно  для  любого  простого  р,  то

       а99  делится  на  Q.   
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