Пятнадцатая Летняя многопредметная школа Кировской области

Вишкиль. 4-28.VII.99 г.

Задачи к зачету 9 класса (группы Б,В,Г)

Комплексные числа и многочлены
1. (3) Где на плоскости находятся точки w=(1+i)z-i?
2. (3-) Докажите для комплексных чисел неравенство
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3. (3-) Докажите, что для всякого числа вида 
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) существует обратное, то есть число такого же вида, которое, будучи умноженным на первоначальное, даст 1.

4. (3-) Докажите: 
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5. (3-) Доказать, что любой набор целых чисел зависим.

6. (3-) На комплексной плоскости найти множество точек, удовлетворяющих условию Re(z)=Im(–
[image: image7.wmf]z

).

7. (3-) Найти все точки комплексной плоскости, которые удовлетворяют соотношению:
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8. (3-) Найти все точки комплексной плоскости, которые удовлетворяют соотношению:
[image: image9.wmf]3
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9. (3-) Найти все точки комплексной плоскости, которые удовлетворяют соотношению: 
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10. (3+)  При каких m многочлен x2m+xm+1  делится на многочлен x2+x+1?
11. (3+) Выразить с помощью формулы Муавра cos(4() через тригонометрические функции аргумента (.
12. (3+) Выразить с помощью формулы Муавра sin(6() через тригонометрические функции аргумента (.
13. (3+) Доказать, что число n26+n+1 при любом натуральном n≠1 является составным.

14. (3+) Найти все комплексные корни многочлена x6-x5-12x4-x2+x+12.

15. (3+) Найти все пары комплексных чисел p и q,  при которых многочлен z3+i делится на многочлен z2+pz+q.
16. (3+) Разложить на линейные и квадратичные сомножители с действительными коэффициентами многочлен 
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17. (4-) Разложить на линейные множители многочлен 
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18. (4-) Выразить tg(5α) через tg(α).

19. (4-) Дан правильный треугольник ABC и точка D на дуге BC описанной около него окружности. Доказать, что BD+CD=AD.
20. (4) Доказать, что многочлен x39+(x2+x+1)(1-x13)x12-1 делится на x6-x5-x4+x2+x-1.
21. (4-) Если α – корень степени n из 1 – является также корнем степени m из 1, то αd=1, где d= НОД(n,m).

22. (4-) Представить многочлен x4+2x2+2  в виде суммы квадратов двух многочленов с действительными коэффициентами.

23. (4-) Решить систему 
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24. (4-) Решить систему 
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25. (4+) Докажите, что для любого натурального n функция cos(n() может быть представлена в виде многочлена с целыми коэффициентами от cos(. Для каких n функция sin(n() может быть представлена в виде многочлена с целыми коэффициентами от sin(()? В чем ее принципиальное отличие от cos(()?
26. (4+) Доказать, что многочлен x105-9 нельзя представить в виде произведения двух многочленов с целыми коэффициентами.

27. (4+) Записать в виде функции комплексного переменного симметрию относительно прямой y=x+1.
28. (4+) Найти все перемещения плоскости, переводящие в себя квадрат с вершинами в корнях четвертой степени из –1.

29. (4+) Определим "псевдоумножение" комплексных чисел следующим образом: (a+bi)(c+di)=(ac+bd)+(ad+bc)i. Чем хорошо и чем плохо такое определение? Укажите как можно больше свойств этой операции.

30. (4+) Числа a, b и c связаны равенством 
[image: image15.wmf]c

b

a

c

b

a

1

1

1

1

+

+

=

+

+

 . Доказать, что какие-либо два из них противоположны.

31. Верно ли, что многочлен второй степени всегда можно восстановить по значению в двух точках и значению производной в третьей точке?

32. Доказать что график функции y=x4+8x3+20x2+16x+a симметричен относительно вертикальной прямой, проходящей через точку (-2,b) при любых a и b.

33. Доказать, что ((x-a)n)'=n(x-a)n-1.

34. Доказать, что | u + v | ( | u |+| v |.

35. Доказать, что |uv|=|u||v|.

36. Доказать, что 1/(x2+1) – не многочлен.

37. Доказать, что c p'(x)= (cp(x))'.

38. Доказать, что sin(x) – не многочлен.

39. Доказать, что в результате применения схемы Горнера получающиеся числа есть коэффициенты частного и остаток от деления многочлена на приведенный линейный многочлен.

40. Доказать, что все корни многочлена x3-6x2+11x-5 меньше 3.

41. Доказать, что для любого действительного a многочлен p(x) может быть разложен по степеням x-a.

42. Доказать, что если p(x) = (x-a)q(x), то p'(x) = q(x) + (x-a)q'(x).

43. Доказать, что если p(x) и q(x) – многочлены, то (p(x)q(x))' = p'(x)q(x) + p(x)q'(x).

44. Доказать, что если величины углов треугольника независимы, то при разрезании его на подобные треугольники все они подобны исходному треугольнику.

45. Доказать, что если многочлен разложен по степеням z-a, то значение производной этого многочлена в точке a совпадает с коэффициентом при первой степени x-a в разложении.

46. Доказать, что если число z является корнем кратности k многочлена p(x), то оно является корнем кратности k-1 многочлена p'(x).

47. Доказать, что задача построения многочлена по его значениям в (n+1) точке имеет единственное решение среди многочленов степени не выше n.

48. Доказать, что множество комплексных чисел замкнуто относительно арифметических операций.

49. Доказать, что ни для одного многочлена p(x) c целыми коэффициентами не могут одновременно иметь место равенства p(7)=11 и p(11)=13.

50. Доказать, что при любом натуральном n можно подобрать такие целые коэффициенты A1, A2, ..., An, что cos(n()=Ancosn(()+...+A1cos(().

51. Доказать, что существуют треугольники, углы которых независимы.

52. Доказать, что три угла прямоугольного треугольника зависимы.

53. Доказать, что три угла равнобедренного треугольника зависимы.

54. Доказать, что числа 
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55. Записать с помощью комплексных чисел следующие преобразования плоскости:
а) симметрия относительно действительной оси; 

б) симметрия относительно оси Im(z) = a; 

в) симметрия относительно начала координат; 

г) симметрия относительно точки w;

56. Известно, что действительные числа A, B, C, ( и ( связаны соотношениями A=m11(+m12(, B=m21(+m22(, C=m31(+m32(, где mij – целые числа. Доказать, что числа A, B и C зависимы.

57. Какому преобразованию плоскости соответствуют следующие операции:
а) умножение на i;

б) умножение на действительное число k?

58. Можно ли многочлен x4+3x3+2x2-2x-4 представить в виде произведения многочленов первой степени с действительными коэффициентами?

59. Найти все комплексные корни многочлена x4+(2
[image: image19.wmf]3

-2)x3+(9-4
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-14)x+14, если известно, что число 1+i является его корнем.

60. Показать, что в вершине параболы многочлен второй степени имеет производную, равную 0.

61. Показать, что для вычисления значения многочлена степени n в точке достаточно n операций умножения и n операций сложения.

62. Построить многочлен минимальной возможной степени, проходящий через точки (0,1), (1,16), (2,81), (-1,0), (-2,1).

63. Построить многочлен минимальной возможной степени, проходящий через точки (-2,-2), (-1,0), (0,4), (1,10), (2,18).

64. Построить многочлен, принимающий в заданных точках x0, x1, x2, ..., xn заданные значения y0, y1,y2, ..., yn. Верно ли, что эта задача имеет единственное решение?

65. Построить множество, являющееся подмножеством множества всех действительных чисел и отличное от него, в котором содержатся все рациональные числа, 
[image: image22.wmf]2

, 
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, и которое замкнуто относительно арифметических операций.

66. При каком a график функции y=x3+9x2+18x+a симметричен относительно точки (‑3,1)?

67. Пусть прямая l – биссектриса первого и третьего координатных углов комплексной плоскости. На множестве комплексных чисел задано бинарное отношение (: z1(z2 тогда и только тогда, когда z1-z2 лежит на l. Доказать, что ( является отношением эквивалентности и указать на комплексной плоскости классы разбиения, соответствующие этому отношению эквивалентности.

68. Точки на комплексной плоскости, соответствующие числам z1, z2 и z3, находятся в вершинах параллелограмма. Найти число, соответствующее четвертой вершине.

69. Фирма имеет n сотрудников и число, составляющее секрет фирмы. Как можно добиться того, чтобы любые n-1 сотрудников, собравшись вместе, могли узнать это число, а любые n-2 – не могли?

70. (4) Найти все комплексные корни многочлена x6+2x5-11x4-13x3-2x2+11x+12.

71. (4) Сумма двух корней уравнения x3-2x2-5x+λ=0 равна 1. Найти λ и решить это уравнение.

72. (5) Даны два поворота 
[image: image24.wmf]2
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73. (5) Доказать формулу Тейлора для многочлена степени n.

74. (5) Записать в виде функции комплексного переменного скользящую симметрию, которая переводит точку 1+i в точку 1-i, а прямую y=1-x – в себя.

75. (4+) Найти все перемещения плоскости, переводящие в себя правильный треугольник с вершинами в кубических корнях из единицы.

76. (4) Вычислить 
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77. (4) Вычислить 
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78. (4+) Вычислить 
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79. (4) Докажите, что если каждое из двух чисел может быть представлено в виде суммы  квадратов двух целых чисел, то их произведение тоже может быть представлено в виде суммы квадратов двух целых чисел. 

80. (4) Доказать с помощью комплексных чисел, что четырехугольник, в котором сумма квадратов длин сторон равна сумме квадратов диагоналей, является параллелограммом.

81. (4) Доказать, что преобразование 
[image: image33.wmf]z
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 есть симметрия относительно некоторой прямой, и найти ее ось.

82. (4) Доказать, что число первообразных корней степени n из единицы равно количеству натуральных чисел, меньших n и взаимно простых с n.

83. (4) Имеются ли на окружности радиусом 
[image: image34.wmf]3
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 с центром в точке с целыми координатами точки с целыми координатами?

84. (4) Каким преобразованием плоскости может быть композиция двух скользящих симметрий?

85. (4+) Найти все действительные числа λ, при которых один из корней уравнения x3-7x+λ=0 равен удвоенному другому корню того же уравнения.

86. (4) Найти образ круга 
[image: image35.wmf]1
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87. (4) Найти образ круга 
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88. (4) Найти образ круга 
[image: image39.wmf]1
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89. (4) Найти с помощью комплексных чисел хотя бы одно целое решение уравнения x2+y2-8y=32061
90. (4) Найти сумму k-х степеней всех корней степени n из единицы.
91. (4) Разложить на линейные и квадратичные сомножители с действительными коэффициентами многочлен x2k+1.

92. (4) Разложить на линейные и квадратичные сомножители с действительными коэффициентами многочлен x2k+1+1.

93. (4) Решить систему 
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94. (3) Вывести формулу числа, обратного данному.

95. (3) Выразить аргумент комплексного числа через его действительную и мнимую часть.

96. (3) Докажите, что корни (k и (n-k  взаимно сопряжены

97. (3) Доказать, что два комплексных числа равны тогда и только тогда, когда равны их действительная и мнимая части.

98. (3) Доказать, что многочлен нечетной степени с действительными коэффициентами имеет хотя бы один действительный корень.

99. (3) Найдите необходимые и достаточные условия, при которых произведение двух комплексных чисел является действительным числом.

100. (3) Найти 
[image: image42.wmf]i
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101. (3) Найти все решения уравнения, не раскладывая комплексное число на его действительную и мнимую часть 
[image: image43.wmf]iz
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102. (3) Натуральное число k является делителем натурального числа n  тогда и только тогда, когда корень степени k из 1 является корнем степени n из 1.

103. (3) При каких натуральных n выполнено равенство Im
[image: image44.wmf]n
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104. (3+) Разложить на многочлены первой и второй степени с действительными коэффициентами многочлен xn-1.

105. (3) Решите уравнение 
[image: image45.wmf]iz
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106. (3) Решить уравнение 
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107. (3) Указать на плоскости множество точек, удовлетворяющих условию Im(1+i)z=1
108. (3) Указать на плоскости множество точек, удовлетворяющих условию 
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109. (3+) Указать на плоскости точки, удовлетворяющие условию 
[image: image48.wmf]z
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110. (3) Указать на плоскости точки, удовлетворяющие условию 
[image: image49.wmf]4
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111. (3) Указать на плоскости точки, удовлетворяющие условию 
[image: image50.wmf]0
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112. (4) Найти образ прямой y=2x-1 при преобразовании 
[image: image51.wmf]i
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113. (4) Разложить на множители многочлен x44+x33+x22+x11+1.
114. Найти многочлен p(x) третьей степени, если известно, что -2 – двукратный корень этого многочлена, p(1)=2 и p'(1)=0.

115. Доказать, что все действительные корни уравнения x5-3x4+5x3-3x2-x+3=0 меньше 1.

116. Доказать, что график функции y=x3-3x2+5x-3 симметричен относительно точки (1,0).

117. Найти многочлен p(x) второй степени, если p(0)=2, p(2)=0 и p'(1)=-1.

118. Построить многочлен, который равен 0 в точках x1, x2, ..., xn.

119. Доказать, что p'1'(x) + p2'(x) = (p1(x) + p2(x))'.

120. Доказать, что числа 1 и 
[image: image52.wmf]2

 независимы.

121. Построить многочлен, который равен 0 в точках x1, x2, ..., xn и 1 в точке x0.

122. Доказать, что график функции y=2x5-10x4+17x3-11x2+4 симметричен относительно точки (1,2).

123. Доказать, что любой многочлен степени 3 можно представить в виде a+bx+cx(x-1)+dx(x-1)(x-2), где a, b, c и d – некоторые числа.

124. Верно ли, что график функции y=2x4+8x3+8x2 имеет ось симметрии?

125. Найти вертикальную ось симметрии графика функции y=2x4+8x3+11x2+6x+5.

Геометрия.

1.  (3) В выпуклом пятиугольнике ABCDE сторона BC||AD, CD||BE, DE||AC и AE||BD. Докажите, что AB||CE.

2.  (3) В треугольнике ABC известны длины сторон: AB = c, BC = a, CA = b. Доказать, что если в точки  A, B, C поставлены массы a, b, c соответственно, то центром масс полученной системы является центр окружности, вписанной в треугольник АВС. Найти, в каком отношении центр вписанной окружности делит каждую биссектрису.

3.  (3) Верно ли, что центр масс системы точек А, В, С, D, никакие три из которых не лежат на одной прямой, принадлежит четырехугольнику ABCD?

4.  (3) Дан выпуклый четырехугольник 
[image: image53.wmf]ABCD

. Найдите на прямой 
[image: image54.wmf]BC

 такую точку 
[image: image55.wmf]O

, чтобы площадь треугольника 
[image: image56.wmf]ABO

 была равна площади четырехугольника 
[image: image57.wmf]ABCD

.

5.  (3) Докажите, что если движение ( таково, что точки a и B (a ( B) неподвижны при (, то и любая точка прямой aB неподвижная точка при отображении (. 

6. (3) Докажите, что центр масс системы точек X1, X2,..Xn, Y1, Y2,..Ym с массами a1, a2,..an, b1, b2,..bm совпадает с центром масс двух точек – центра масс X первой системы с массой a1+ a2+..+an и центра масс Y второй системы с массой b1+ b2+..+bn. 

7.  (3) Доказать, что 
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, если прямые l1 и l2 различны и не перпендикулярны.

8.  (3) Известно, что в треугольнике АВС стороны АВ и АС равны 12 и 15 см соответственно, AL – биссектриса угла А. Выразите вектор 
[image: image59.wmf]LA

 через вектора 
[image: image60.wmf]AB

 и 
[image: image61.wmf]AC

. 

9.  (3) Каким преобразованием является композиция переносной симметрии и центральной симметрии, если центр симметрии лежит на оси переносной симметрии?

10.  (3) М1, М2, … М6 – середины сторон выпуклого шестиугольника А1А2…А6. Докажите, что существует треугольник, стороны которого равны и параллельны отрезкам М1М2, М3М4, М5М6.

11. (3) На плоскости даны три прямые l, m, n. Каким движением является композиция Sl SmSn, если:

а) прямые l, m, n проходят через одну точку;

б) прямые l, m, n параллельны;

в) прямые l и m параллельны, а n их пересекает;

г) l, m, n – прямые общего положения;

д) l и n параллельны, а m их пересекает.

12.  (3) На сторонах АВ, ВС и АС треугольника АВС взяты точки С1, В1 и А1 так, что прямые СС1, АА1и ВВ1 пересекаются в точке О. Докажите, что 
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13.  (3) Пусть дан произвольный треугольник АВС и произвольная точка К, отличная от А. Записать с помощью векторов АВ, АС и АК следующие условия:

а) точка К лежат на стороне АВ; 

б) точка К лежит на медиане, проведенной  из точки А;

14.  (3) Пусть дан произвольный треугольник АВС и произвольная точка К, отличная от А. Записать с помощью векторов АВ, АС и АК следующие условия:

а) точка К лежит на биссектрисе, проведенной  из точки А;

б) точка К лежит на медиане, проведенной  из точки В;

15.  (3) Пусть точки a, B и C не лежат на одной прямой и являются неподвижными при отображении (. Докажите, что любая точка плоскости будет при данном отображении неподвижной.

16.  (3) Середины отрезков AB и CD, BC и DE соединены; середины полученных отрезков тоже соединены. Докажите, что последний отрезок параллелен отрезку AE и найдите его длину. 

17. (3+) Вокруг некоторой точки А проводится поворот на угол (, а затем проводится поворот вокруг другой точки В на угол (. Доказать, что найдётся точка, которая после двух этих поворотов вернётся на свое место.

18. (3+) Даны n попарно неколлинеарных векторов (n≥3), сумма которых равна нулю. Докажите, что существует выпуклый n-угольник, набор векторов сторон которого совпадает с данным набором векторов.

19. (3+) Даны две концентрические окружности. Проведите прямую, на которой эти окружности высекают три равных отрезка.

20. (3+) Докажите, что если многоугольник имеет несколько осей симметрии, то они пересекаются в одной точке.

21. (3+) Докажите, что если четырехугольник имеет 4 оси симметрии, то это квадрат.

22. (3+) Докажите, что если четырехугольник имеет две перпендикулярные оси симметрии, то это либо ромб либо прямоугольник. 

23. (3+) Доказать, что для любых двух отрезков равной длины AB и CD существует композиция не более чем двух осевых симметрий переводящих точку A в точку C, а точку B – в точку D.

24. (3+) Доказать, что если точку отразить симметрично относительно О1, О2, О3, а затем еще раз отразить симметрично относительно этих же точек, то она вернется на место.

25. (3+) Доказать, что композиция двух поворотов с различными центрами есть либо поворот, либо параллельный перенос.

26. (3+) Сумма четырех единичных векторов равна нулю. Доказать, что их можно разбить на две пары противоположных векторов.

27. (3+) Через точку пересечения двух окружностей провести прямую так, чтобы ее часть, заключенная внутри кругов была наибольшей.

28. (3+, 4) Постройте квадрат, две вершины которого лежат на данной окружности, а диагонали пересекаются в данной точке.

29. (4) Впишите в данную окружность n-угольник, стороны которого параллельны заданным n прямым.

30. (4) Даны четыре попарно непараллельных вектора, сумма которых равна нулю. Докажите, что из них можно составить а) невыпуклый четырехугольник; б) самопересекающуюся четырехзвенную ломаную.

31. (4) Движение плоскости имеет ровно одну неподвижную точку. Докажите, что это движение является поворотом.

32. (4) Докажите, что если движение плоскости, не являющееся тождественным, имеет две различные неподвижные точки, то оно является осевой симметрией 

33. (4) На прямоугольном бильярдном столе лежит шар. Постройте траекторию, при движении по которой шар, отразившись от каждой стенки по одному разу, вернется на исходное место.

34. (4) На сторонах AB, BC, CD и DA выпуклого четырехугольника ABCD взяты точки K, L, M и  N соответственно, причем AK:KB=DM:MC=α и BL:LC=AN:ND=β. Пусть  P – точка пересечения отрезков KM и LN. Докажите, что NP:PL=α и KP:PM=β.

35. (4) На сторонах АС и АВ равностороннего треугольника АВС взяты точки N и K так, что AN=BK=AB/3. Точка О – точка пересечения прямых BN и KC. Доказать, что угол АОС прямой. 

36. (4) Построить с помощью циркуля и линейки n-угольник, если известны n точек, являющихся вершинами равнобедренных треугольников, построенных на сторонах этого n-угольника и имеющих при вершинах данные углы (1, (2, ..., (n.

37. (4) Точка 
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 взята на высоте 
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 треугольника 
[image: image65.wmf]ABC

. Пусть 
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 – точка пересечения 
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 и 
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, а 
[image: image69.wmf]F

 – точка пересечения 
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38. (4) Три мухи равной массы ползают по сторонам треугольника так, что их центр масс остается на месте. Докажите, что он совпадает с точкой пересечения медиан треугольника, если известно, что одна из мух проползла по всей границе треугольника.

39. (4) Через точку М основания АВ равнобедренного треугольника АВС проведена прямая, пересекающая его боковые стороны СА и СВ (или их продолжения) в точках А1 и В1. Докажите, что АА1:А1М=В1В:В1М.

40. (4+) Во всяком треугольнике точка пересечения медиан лежит на отрезке, соединяющем центр описанной окружности с точкой пересечения высот, и делит этот отрезок в отношении 1:2.

41. (4+) На окружности дано n точек. Через центр масс n-2 точек проводится прямая, перпендикулярная хорде, соединяющей две оставшиеся точки. Докажите, что все такие прямые пересекаются в одной точке.

42. (4+, 5) На сторонах AB, BC и CA треугольника ABC взяты точки P, Q и R соответственно. Докажите, что центры описанных окружностей треугольников APR, BPQ и CQR образуют треугольник, подобный треугольнику ABC.

43. (4+, 5) На сторонах СА и СВ треугольника АВС вне его построены квадраты САА1А2 и СВВ1В2 с центрами О1 и О2. Точки М и Р – середины отрезков А1В1 и А2В2 соответственно. Докажите, что треугольники АВМ и О1О2Р – равнобедренные.

44. (5) В выпуклом пятиугольнике ABCDE сторона BC параллельна диагонали AD, CD║BE, DE║AC и AE║BD. Доказать, что AB║CE.

45. (5) Пусть M – конечное множество точек на плоскости. Точку O назовем "почти центром симметрии" множества М, если из М можно выбросить одну точку так, что О будет центром симметрии оставшегося множества. Сколько "почти центров симметрии" может иметь М?
46. (5) Через центр окружности проведено n прямых. Постройте описанный около окружности n-угольник, вершины которого лежат на этих прямых.

47. В вершинах параллелограмма размещены массы m1, m2, m3 и m4, такие, что центр масс параллелограмма находится в его центре симметрии. Доказать, что m1 = m3 и m2 = m4.

48. В вершинах треугольника ABC сосредоточены массы m1, m2, m3. Доказать, что барицентрические координаты центра масс треугольника равны m1/m, m2/m, m3/m, где m = m1 + m2 + m3.

49. В выпуклом n-угольнике проведены все диагонали. Доказать, что при любом нечетном n диагонали можно ориентировать так, чтобы сумма полученных векторов равнялась бы 0.

50. В окружность вписан четырехугольник ABCD, у которого AD=a и BD=b. M – точка пересечения его диагоналей, Q – середина стороны CD. В каком отношении прямая MQ делит сторону AB?

51. В треугольнике ABC проведена медиана CM. На сторонах CA и CB выбраны точки K и L так, что CK = 4KA, LB = 2CL. P – точка пересечения прямых KL и CM. В каких отношениях точка P делит медиану CM и отрезок KL?

52. В треугольнике ABC точка M является серединой стороны AC, а точка N делит сторону BC в отношении 1:2. Точка K – точка пересечения BM и AN. В каком отношении точка K делит отрезок BM?

53. Дан куб ABCDA1B1C1D1. Точки M и N – середины ребер BC и C1D1. Разложить вектор 
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 а) по векторам 
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54. Доказать, что барицентрические координаты точки определены однозначно.

55. Доказать, что в треугольной пирамиде отрезки, соединяющие вершины с точками пересечения медиан противоположных граней, пересекаются в одной точке. В каком отношении эта точка делит эти отрезки?

56. Доказать, что для любой точки M, лежащей внутри треугольника ABC, существуют такие числа (, ( и (, что (
[image: image80.wmf]MA
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, ( + ( + ( = 1.

57. Доказать, что если (, ( и ( – барицентрические координаты точки M, то для любой точки O выполнено равенство (
[image: image84.wmf]OA
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=
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.

58. Доказать, что если A – центр масс точек X1, X2,..., Xn, а B – центр масс точек Y1, Y2,..., Ym, то центр масс точек X1, X2, ..., Xn, Y1, Y2,..., Ym расположен на отрезке AB и делит его в отношении m:n, считая от точки A.

59. Доказать, что если сумма четырех единичных векторов равна 
[image: image88.wmf]0

, то их можно разбить на пары противоположных векторов.

60. Доказать, что если точка M лежит на отрезке AB, то для любой точки O плоскости существуют такие ( и (, что 
[image: image89.wmf]OM
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, причем (+(=1.

61. Доказать, что из медиан любого треугольника можно составить треугольник.

62. Доказать, что любой выпуклый центрально-симметричный многоугольник можно разрезать на параллелограммы.

63. Доказать, что отрезки, соединяющие середины противоположных ребер треугольной пирамиды, пересекаются в одной точке, и делятся этой точкой пополам.

64. Из медиан треугольника ABC составили треугольник A1B1C1, а из его медиан – треугольник A2B2C2. Доказать, что треугольники ABC и A2B2C2 подобны и найти коэффициент подобия.

65. Из точки, лежащей внутри выпуклого n-угольника, проведены лучи, перпендикулярные его сторонам (или их продолжениям). На этих лучах отложены векторы 
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, длины которых равны длинам соответствующих сторон. Доказать, что 
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66. Из четырех точек A, B, C и D никакие три не лежат на одной прямой. Точки пересечения медиан треугольников BCD, ACD, ABD и ABC обозначены соответственно через A', B', C' и D'. Доказать, что отрезки AA', BB', CC' и DD' пересекаются в одной точке.

67. Известны углы треугольника. Найти барицентрические координаты точки пересечения его высот.

68. На диагоналях AB1 и CA1 боковых граней треугольной призмы ABCA1B1C1 расположены точки E и F соответственно так, что EF||BC1. Найти отношение длин отрезков EF и BC1.

69. На окружности расположено n точек. Доказать, что все прямые, проходящие через центр масс некоторых из n-2 точек и перпендикулярные хорде, соединяющей две противоположные точки, проходят через одну точку.

70. На ребрах SA и SB треугольной пирамиды SABC выбраны соответственно точки A1 и B1, причем SB1:SB = m. Точки M и N лежат на отрезках A1B и CB1 соответственно, причем CN:CB1 = p, а отрезок MN параллелен плоскости ASC. Найти отношение BM:BA1.

71. На сторонах треугольника ABC построены параллелограммы ABB2A1, BCC2B1, CAA2C1. Доказать, что из отрезков A1A2, B1B2 и C1C2 можно составить треугольник.

72. На стороне BC параллелограмма ABCD лежит точка K, а на стороне CD – точка L, причем BK:KC = CL:LD. Доказать, что точка пересечения медиан треугольника AKL лежит на диагонали BD.

73. Около окружности описан четырехугольник ABCD, касающийся окружности в точках M, N, P и Q. Длины отрезков касательных, проведенных из вершин четырехугольника к точкам касания равны a, b, c и d. В каком отношении каждый из отрезков MP и NQ делится их точкой пересечения?

74. Отрезки, соединяющие середины противоположных сторон четырехугольника, пересекаются в точке O. Доказать, что а) точка O является серединой каждого их этих отрезков; б) точка O принадлежит отрезку, соединяющему середины диагоналей этого четырехугольника и делит этот отрезок пополам.

75. Плоскость пересекает боковые ребра SA, SB, SC, SD правильной четырехугольной пирамиды SABCD в точках M, N, P, Q соответственно. Доказать, что 1/SM+1/SP=1/SN+1/SQ.

76. Показать, что точка M – центр масс точек X1, X2, ..., Xn тогда и только тогда, когда 
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77. Показать, что центр тяжести трех точек, не лежащих на одной прямой, есть точка пересечения медиан треугольника с вершинами в этих точках.

78. Правильный восьмиугольник разрезан на параллелограммы. Доказать, что среди них есть по крайней мере два прямоугольника.
79. Предыдущая задача для случая правильного n-угольника при любом n.

80. Пусть (, ( и ( – барицентрические координаты точки X относительно треугольника ABC, M – центр масс этого треугольника. Доказать, что 3
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81. Пусть M – точка пересечения медиан треугольника ABC. Выразить 
[image: image107.wmf]OM

 через 
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, 
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. Доказать, что 
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82. Пусть M и M1 – точки пересечения медиан треугольных пирамид ABCD и A1B1C1D1. Доказать, что 
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83. Пусть X1, X2,..., Xn – некоторые точки плоскости, точка O – произвольная точка плоскости, точка M такова, что 
[image: image120.wmf]OM
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)/n. Доказать, что положение точки M не зависит от выбора точки O.

Теория графов

84. Точка M – середина отрезка AB, а N – середина отрезка CD. Выразить 
[image: image124.wmf]MN

 через 
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 и 
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.

85. Точка M лежит внутри треугольника ABC. Доказать, что 
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86. Точка M лежит внутри треугольника ABC. Прямые, проходящие через точку M параллельно AC и BC, пересекают сторону AB в точках K и L соответственно. Доказать, что барицентрические координаты точки M равны BL/AB, AK/AB, LK/AB.

87. Точка M, лежащая внутри треугольника ABC, имеет барицентрические координаты (, ( и (. Доказать, что 
[image: image128.wmf]AM
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88. Точка O – центр правильного 105-угольника A1A2... A105. Найти сумму всех векторов 
[image: image131.wmf]i

OA

, где i – все числа, взаимно простые с числом 105.

89. Точки A, B, C, D, E, F являются последовательными серединами сторон некоторого шестиугольника. Доказать, что точки пересечения медиан треугольников ACE и BDF совпадают.

90. Точки E и F – середины сторон AB и CD четырехугольника ABCD. Точки K, L, M, N – середины отрезков AF, CE, BF и DE. Доказать, что KLMN – параллелограмм.

91. Три мухи равной массы ползают по сторонам треугольника так, что их центр масс остается на месте. Доказать, что он совпадает с точкой пересечения медиан треугольника, если известно, что одна из мух проползла по всей границе треугольника.

92. Через вершину D параллелограмма ABCD проведена прямая, отсекающая 1/n часть от стороны AB, считая от вершины A. В каком отношении эта прямая делит диагональ AC?

93. Через концы трех ребер AB, AD, AA1 параллелепипеда ABCDA1B1C1D1 проведена плоскость A1BD. Доказать, что точка пересечения медиан треугольника ABC лежит на диагонали параллелепипеда. В каком отношении эта точка делит диагональ?

94. Через точку P, расположенную внутри параллелограмма ABCD, проведены прямые, параллельные его сторонам. Они пересекают стороны параллелограмма в точках K, L, M, N. Пусть Q – точка пересечения средних линий четырехугольника KLMN, а точка S – центр параллелограмма ABCD. Доказать, что точка Q лежит на отрезке PS и найти, в каком отношении она делит этот отрезок.

Графы

1. (3) а) Можно ли из проволоки длины 12 см сложить каркас кубика с ребром 1 см?

б) На какое наименьшее число частей надо разрезать эту проволоку, чтобы из них можно было сложить такой кубик ?

2. (3) В некоторой стране есть столица и еще 100 городов. Некоторые города (в том числе столица) соединены дорогами с односторонним движением. Из каждого нестоличного города выходит 20 дорог, и в каждый такой город входит 21 дорога. Докажите, что в столицу нельзя проехать ни из одного города.

3. (3) Доказать, что среди 9 человек обязательно найдется либо трое попарно знакомых, либо четверо попарно незнакомых.

4. (3+) Какое минимальное число компонент связности может быть в графе с n вершинами и k ребрами?

5. (3+) Постройте граф, который является картой, причем каждая страна граничит ровно с пятью другими.

6. (4) В графе 36 вершин, каждая имеет степень 34. Докажите, что вершины можно разбить на три группы так, чтобы внутри каждой группы все вершины были соединены друг с другом.

7. (4) В графе 9 вершин, степень каждой вершины равна 4. Докажите, что в этом графе есть треугольник.

8. (4) В полном ориентированном графе нет гамильтонова цикла. Докажите, что в нем есть исток и финал (исток – вершина, для которой все ребра выходящие, финал – вершина, у которой все ребра входящие).

9. (4) Город называется маленьким, если из него ведет менее 5 дорог. Город называеться захолустным, если из него все дороги ведут в маленькие. Докажите, что захолустных не больше, чем маленьких.

10. (4) Дано натуральное число N. Двое играют в следующую игру: первый отмечает на плоскости N точек, никакие три из которых не лежат на одной прямой. Второй для каждой пары различных точек А и В выбирает один из векторов АВ или ВА. Первый выигрывает, если сумма выбранных векторов отлична от 0 и проигрывает в противном случае. Кто из играющих имеет выигрышную стратегию?

11. (4) Докажите непланарность графа Петерсона.

12. (4) Докажите, что в любой карте есть либо вершина степени не более трех, либо грань с тремя ребрами.

13. (4) Кодовый замок имеет 5 кнопок, помеченных цифрами от 1 до 5 и открывается после нажатия трех определенных кнопок подряд (возможно, с повторениями). Математик не знает кода, и пробует открыть замок, перебрав все возможные варианты. На одно нажатие одной кнопки он тратит 1 секунду. За какое наименьшее время математик сможет гарантировано открыть замок?

14. (4) На дискотеке ни один мальчик не танцевал со всеми девочками, но каждая девочка танцевала хотя бы с одним мальчиком. Докажите, что есть мальчики M1 и M2, а также девочки Д1 и Д2 такие, что М1 и Д1 танцевали друг с другом, М2 и Д2 танцевали друг с другом, а М1 и Д2 не танцевали друг с другом, М2 и Д1 не танцевали друг с другом.

15. (4+) 17 ученых ведут переписку по трем темам, докажите, что из них можно выбрать троих, попарно переписывающихся по одной теме.

16. (4+) В графе 1000 вершин и не меньше, чем 2000 ребер. Докажите, что в этом графе есть два цикла, не имеющие общих ребер.

17. (4+) Двое играют в игру, один рисует полный граф из n вершин, а второй ориентирует их, причем стремиться добиться того, чтобы сумма получившихся векторов была равна нулю. Кто выигрывает при заданном n?
18. (4+) На острове расположено несколько стран. Докажите, что эти страны можно разбить на меньшие так, чтобы не появилось новых точек пересечения границ и чтобы новую карту острова можно было раскрасить в два цвета (соседние страны должны быть окрашены в разные цвета).

19. (5+) В Вишкиле каждый неженатый совершеннолетний юноша знаком ровно с k незамужними девушками, а каждая незамужняя девушка знакома ровно с k неженатыми юношами. Докажите, что можно сыграть свадьбы так, чтобы неженатых и незамужних совершеннолетних не осталось, причем каждый юноша женился на знакомой с ним девушке. 

20. (Формула Эйлера). Докажите, что для любого связного планарного графа v-e+f=2.

21. n команд играют однокруговой турнир по футболу. Докажите, что независимо от расписания матчей в любой момент есть две команды-участницы, сыгравшие равное число матчей.

22. а) В областной думе 100 депутатов. За год работы каждый из них подрался не менее, чем с 51 коллегами. Докажите, что можно выбрать трех депутатов, из которых любые два уже подрались.

б) Еще через год оказалось, что каждый депутат подрался не менее, чем с 67 коллегами. Докажите, что можно выбрать четырех депутатов, из которых любые два уже подрались.
в) А еще через год каждый депутат успел подраться не менее, чем с 77 коллегами. Докажите, что можно выбрать пять депутатов, из которых любые два уже подрались.

23. а) Доказать непланарность полного графа, в котором не менее 5 вершин.

б) Доказать непланарность полного двудольного графа, в долях которого не менее, чем по 3 вершины.

24. В выпуклом n-угольнике проведены все диагонали. Доказать, что при любом нечетном n диагонали можно ориентировать так, чтобы сумма полученных векторов равнялась бы 0.

25. В городе 10000 телефонов, номера которых задаются четырехзначными числами. В центральном районе установлено более половины всех телефонов. Доказать, что хотя бы один из номеров центральных телефонов равен сумме двух номеров других центральных телефонов (или удвоенному номеру такого телефона).
26. В государстве n городов, причем из каждого города выходит не менее (n-1)/2 дорог. Докажите, что из любого города можно доехать до любого другого.

27. В графе из любой вершины выходит хотя бы два ребра. Докажите, что в этом графе есть цикл.

28. В некотором государстве любые два аэропорта соединены беспосадочной авиалинией одной из двух авиакомпаний. Докажите, что рейсами одной из этих компаний можно долететь из любого аэропорта в любой другой.

29. Докажите, что в дереве c n вершинами ровно n-1 ребро.

30. Докажите, что в любом планарном графе есть вершина степени не более 5.

31. Докажите, что в произвольном графе количество вершин нечетной степени четно.

32. Докажите, что если в графе более двух нечетных вершин, то не существует пути, который проходил бы по каждому ребру ровно один раз.

а) Пусть у нас есть связный граф, и из каждой вершины выходит четное число ребер. Выберем любую вершину, и пойдем из нее по любому ребру. Ребра, по которым мы прошли будем удалять. Из той вершины, в которую мы попали, снова пойдем по любому ребру, и так далее, пока не придем в вершину, из которой не выходит ни одного ребра. Докажите, что рано или поздно мы остановимся, и это произойдет в той вершине, из которой мы начали.

б) Докажите, что в результате вышеописанной операции граф распадется на несколько связных графов, все вершины которых четны, и в каждом из них есть вершина, через которою мы проходили в пункте а).

в) Проделаем с каждым из графов процедуру, аналогичную описанной в пункте а), но начиная не из произвольной вершины, а из той, через которую мы уже проходили. Докажите, что в конце концов у нас не останется ни одного ребра.

г) Докажите, что если в связном графе из каждой вершины выходит четное число ребер, то в нем существует путь, начинающийся и заканчивающийся в одной и той же вершине, и проходящий по каждому ребру ровно один раз.

д) Докажите, что если в связном графе ровно две нечетных вершины, то существует путь, проходящий по каждому ребру ровно один раз, и любой такой путь начинается в одной и заканчивается в другой нечетной вершине.

33. Докажите, что из любого связного графа можно удалить несколько ребер так, чтобы осталось дерево.

а) Докажите, что среди любых 10 человек можно выбрать либо 4 попарно знакомых, либо троих попарно незнакомых.

б) Докажите, что среди любых 9 человек можно выбрать либо 4 попарно знакомых, либо троих попарно незнакомых.

в) Докажите, что среди любых 18 человек можно выбрать либо 4 попарно знакомых, либо 4 попарно незнакомых.

34. Докажите, что при v(3 выполняется неравенство 2e(3f.

35. Докажите, что при v(3 выполняется неравенство e(3v-6.

36. Доказать формулу Эйлера для деревьев.

37. Доказать, что из любого связного графа можно удалить несколько ребер так, что оттавшийся граф будет деревом.

38. Можно ли ребра связного планарного графа покрасить в 3 цвета так, чтобы ребра каждого из цветов образовывали связный граф (на всех вершинах)?

39. На плоскости дано 100 окружностей, составляющих связную (т.е. не распадающуюся на части) фигуру. Докажите, что эту фигуру можно нарисовать, не отрывая карандаша от бумаги и не проводя дважды одну и ту же линию.

40. Пусть в двудольном планарном связном графе v(4.

a) Доказать, что e(2f.

б) Доказать, что e(2v-4.


41. Степени всех вершин планарного графа четны. Докажите, что грани можно раскрасить в два цвета таким образом, чтобы любые две граничащие по ребру грани были разных цветов.

Теория множеств 

1. (3) Доказать, что любое множество попарно непересекающихся квадратов на плоскости конечно или счётно.

2. (3) Можно ли расположить на плоскости континуально много букв "А"?

3. (3+) Докажите равномощность круга (без границ) и плоскости 

4. (3+) Докажите равномощность окружности и прямой

5. (4) Докажите равномощность треугольника и квадрата

6. (4) Постройте биекцию треугольника (с границей) на множество его внутренних точек 

7. (5) Какова мощность множества всех последовательностей, состоящих из нулей и единиц?

8. (5) Постройте биекцию множества иррациональных чисел на числовую прямую 

9. На множестве вершин графа задано бинарное отношение "быть связанными некоторым маршрутом". Доказать, что это бинарное отношение есть отношение эквивалентности и указать классы разбиения, соответствующего этому отношению.

10. На плоскости расположен планарный граф. Для множества точек плоскости, не лежащих на ребрах графа задано бинарное отношение "быть связанными некоторой кривой, не пересекающей ребер графа". Доказать, что это отношение есть отношение эквивалентности и указать классы разбиения, соответствующего этому отношению.

11. Существует ли бинарное отношение, которое одновременно симметрично и антисимметрично? Не симметрично и не антисимметрично? Симметрично, транзитивно, но не рефлексивно? Транзитивно, рефлексивно, но не симметрично.
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_992809306.unknown

_993071589.unknown

_961704940.unknown

_961704346.unknown

_961703971.unknown

_961704008.unknown

_961704033.unknown

_961704134.unknown

_961704324.unknown

_961704044.unknown

_961704014.unknown

_961703995.unknown

_961703954.unknown

_961703962.unknown

_961703945.unknown

