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на трех турах Свердловской областной математической олимпиады школьни-ков. К первым 20 задачам приведены краткие решения. Номер класса и год, в котором предлагалась данная задача, указаны в скобках. Сборник предназнача-

ется, в первую очередь, слушателям Очно-заочной школы при ИММ УрО РАН 

( директор Е.В. Сидорова ) для самостоятельных занятий и подготовки к мате-

матическим олимпиадам.

                                 УСЛОВИЯ ЗАДАЧ

1. ( 8, 1994 )  В четырехугольнике ABCD точка М – середина стороны АВ, точка N – середина стороны AD и точка О – точка пересечения отрезков MD и BN. Докажите, что SMBO = SDON.

2. ( 8, 1998 )  Длина высоты АВ прямоугольной трапеции ABCD равна сумме длин оснований AD и ВС. Докажите, что биссектриса угла АВС делит сто-рону CD пополам.

3. ( 8, 1998 )  На стороне ВС треугольника АВС выбрана точка F. Оказалось, что отрезок AF пересекает медиану BD в точке Е так, что АЕ = ВС. Докажи-те, что BF = FE.
4. ( 8, 1999 )  В равнобедренном треугольнике АВС ( АВ = ВС ) на стороне АВ взята точка К, а на стороне ВС – точка L так, что АК = BL . Докажите, что KL не меньше половины АС.

5. ( 8, 1999 )  Бумажный треугольник АВС перегнули по прямой, в результате чего вершина С попала на сторону АВ, а непокрытая часть разбилась на два равнобедренных треугольника, у которых равные стороны сходятся в вер-

      шинах А и В. Найдите угол С.

6. ( 9, 1997 )  На плоскости заданы точки А1, А2, А3, …, А1999  так, что А1А2 = =10, А1А3 = 5, А2А3 = 7 и для всех натуральных чисел N, больших 3, АN – се-редина отрезка АN-3 АN-2. 

а) Найдите площадь треугольника А1997 А1998 А1999.

б) Какой из углов треугольника А1997 А1998 А1999 является наибольшим ? 

7. ( 9, 1997 )  На прямой заданы последовательно точки B, L, C, F так, что 

BL/LC = BF/FC. Через точки L и F проведена окружность так, что LF – диа-метр. Пусть А – произвольная точка окружности, не лежащая на прямой. До-казать, что AL – биссектриса угла ВАС.

8. ( 9, 1998 )  Докажите, что отрезок, соединяющий середины противополож-ных сторон выпуклого четырехугольника, делит его диагонали в равных отношениях. 

9. ( 9, 1999 )  Первой точкой Брокара в треугольнике АВС называется такая точка Р, что ( РАС = ( РСВ = ( РВА. Пусть прямые АР, ВР и СР пересе-

кают описанную окружность треугольника АВС в точках А1, В1 и С1. До-

кажите, что ( АВС = ( А1В1С1.

10. ( 9, 1999 )  Пусть О – центр вписанной окружности треугольника АВС. На прямой ВС отмечены точки А1 и А2, на прямой АС – точки В1 и В2, на пря-

мой АВ – точки С1 и С2 так, что ОА1 = ОА2 = ОА, ОВ1 = ОВ2 = ОВ, ОС1 =

 = ОС2 = ОС. Докажите, что А1А2 + В1В2 + С1С2 = АВ + АС + ВС.

11. ( 10, 1996 ) Точечный прожектор освещает угол 45(. Какое наименьшее ко-

личество прожекторов можно поставить внутри квадратной площадки так, чтобы полностью ее осветить ? На границу квадрата прожекторы ставить нельзя.

12. ( 10, 1997 ) Над планетой, имеющей форму шара, летают 3 спутника. Дока-

      жите, что в любой момент времени на поверхности планеты имеется точка, из которой ни один из спутников не виден. Спутники считаются точечными.

13. ( 10, 1997 ) В остроугольном треугольнике АВС проведены высоты:  АН, ВК и СL. Найдите периметр треугольника HKL, если известна высота АН = b и угол ( ВАС = (.

14. ( 10, 1997 ) Пусть А1 А2… А105 – правильный 105-угольник, О – центр впи-санной в него окружности. Рассматриваются все векторы ОАn, где номер вершины n взаимно прост с числом 105 ( натуральные числа называются взаимно простыми, если они не имеют общих делителей, отличных от еди-ницы ). Найдите сумму всех рассматриваемых векторов.   

15. ( 10, 1999 ) В круге отметили точку А, а на границе этого круга – точки В и С. С помощью циркуля и линейки постройте прямую, делящую на две рав-новеликие части выпуклую фигуру, ограниченную отрезками АВ и АС и ду-гой ВС.

16.  ( 11, 1997 ) Дан выпуклый четырехгранный угол. Всегда ли найдется плос-кость, сечение которой данного угла является параллелограммом ?
17.  ( 11, 1998 ) В прямоугольник вписан четырехугольник ( по вершине на каж-дой стороне ). Доказать, что его периметр не меньше удвоенной диагонали прямоугольника.

18.  ( 11, 1998 ) На окружности, описанной около треугольника АВС, отмечены точки А1, В1 и С1 – середины дуг САВ, АВС и ВСА соответственно. Докажи-те, что касательные к окружности в точках А1 и С1 и срединный перпендику-ляр к отрезку ВВ1 пересекаются в одной точке.

19.  ( 11, 1999 ) Выпуклый четырехугольник с площадью большей ½ заключен в квадрат со стороной 1. Докажите, что внутри четырехугольника найдется от-резок длины ½, параллельный данной стороне квадрата.

20.  ( 11, 1999 ) На горизонтальной плоскости из трех точек, отстоящих от точки основания вертикальной башни на расстояние 100, 200 и 300 метров, изме-рили угол, под которым видна башня. Измеренные углы в сумме составляют 90(. Можно ли по этой информации определить высоту башни ?
21.  ( 8, 1996 )  Можно ли расположить на плоскости 6 точек так, чтобы среди любых трех из них нашлись две, расстояние между которыми было бы в точности 1 метр ?
22.  ( 8, 1996 )  На стороне АС  ( АВС найти точку М такую, что отрезки пря-мых, проходящих через точку М параллельно сторонам АВ и ВС, заключен-ные между сторонами треугольника, были равны.

23.  ( 8, 1997 ) Докажите, что для всех внутренних точек правильного пятиуголь-ника сумма расстояний до сторон пятиугольника одинакова.

24.  ( 8, 1997 ) Прямоугольник вписан в квадрат таким образом, что его стороны не параллельны диагоналям квадрата. Докажите, что этот прямоугольник то-же является квадратом.

25.  ( 8, 1997 ) Медианой пятиугольника ABCDE назовем отрезок, соединяющий вершину с серединой противоположной стороны ( А – с серединой СD, В – с серединой DE и т. д. ). Докажите, что если четыре медианы выпуклого пяти-угольника перпендикулярны сторонам, к которым они проведены, то таким же свойством обладает и пятая медиана.

26.  ( 8, 1998 ) Пусть АВСD – квадрат, М – внутренняя его точка. Доказать, что точки пересечения медиан треугольников ( АМВ, ( ВМС, ( СМD, ( DМА также являются вершинами некоторого квадрата.

27. ( 8, 1998 ) В треугольнике АВС проведены биссектрисы АА1 и СС1. Докажи-

те, что если длины перпендикуляров, опущенных из вершины В на прямые АА1 и СС1 равны, то треугольник АВС  -  равнобедренный.

28. ( 8, 1999 ) Назовем диагональ многоугольника хорошей, если она делит его                                                                 на две фигуры равной площади. Какое наибольшее число хороших диагона-

       лей может иметь выпуклый пятиугольник ?

29. ( 7, 1999 )  Докажите, что если для сторон треугольника а, b и с выполнено неравенство а + b ( 3с, то с – наименьшая сторона треугольника.

30. ( 7, 1999 )  Через точку плоскости проведены три прямые, разбивающие плоскость на 6 углов. Известно, что один из образовавшихся углов не пре-восходит полусуммы наименьшего и наибольшего угла. Докажите, что этот угол не превосходит 60(. 

31. ( 9, 1994 )  Можно ли в пятиугольник с длинами сторон 1. 2, 3, 4 и 5 см, иду-

щими именно в таком порядке, вписать окружность ?

32. ( 9, 1994 )  В треугольнике АВС точка  М лежит на стороне АВ, причем 

АМ < ВМ. С помощью циркуля и линейки постройте на стороне ВС точку D

такую, что площади треугольников АМС и МDС были равны.

33. ( 9, 1996 )  На плоскости заданы отрезки длиной a см, b см и 1 см. С помо-

щью циркуля и линейки отложить отрезки длиной: a) a/b см, б) ab см.

34. ( 9, 1996 )  Дан треугольник АВС, в котором АВ = ВС. На стороне АВ выбра-

на точка Е, а на продолжении стороны АС за точку А  - точка  D  так, что

( ВDС = ( ЕСА. Докажите, что площади треугольников DЕС и АВС равны.

35. ( 9, 1997 )  Точки M, N и P симметричны центру описанной около треуголь-

ка АВС окружности относительно сторон АВ, ВС и СА. Доказать, что тре-

угольники АВС и MNP равны.

36. ( 9,1998 )  В трапеции АВСD с основаниями АD и ВС  ( АВD  = ( АСD.

Доказать, что  АВСD  -  равнобедренная трапеция.

37. ( 9, 1998 )  Треугольники ( АВС и ( ОВС – равносторонние. Точка М лежит на окружности с центром О и радиусом ОВ. Докажите, что МВ2 + МС2 =  

       = МА2 . 

38. ( 9, 1998 )  В треугольнике АВС, вписанном в окружность, АВ ( АС. На сто-роне АС отмечена точка D так, что AD = АВ. Докажите, что срединный пер-пендикуляр к отрезку DC делит пополам дугу ВС, не содержащую точку А.

39. ( 9, 1999 )  Выпуклый пятиугольник вписан в окружность. Известно, что все его диагонали равны между собой. Докажите, что все его внутренние углы равны между собой и что все его стороны также равны между собой.

40. ( 9, 1999 )  На продолжении стороны АС треугольника АВС за точку А отме-чена точка D. С помощью циркуля и линейки  постройте на стороне ВС точ-ку Е такую, что площади треугольников ( DEC и ( АВС равны.

41. ( 10, 1994 ) В трапеции АВСD AD – большее основание. С помощью цирку-ля и линейки через точку С провести прямую, делящую трапецию на две фи-гуры равной площади.

42. ( 10, 1995 ) В остроугольном треугольнике АВС точка О – точка пересечения высот, О1 – точка, симметричная точке О относительно стороны АВ. Дока-жите, что точки А, В, С и О1 лежат на одной окружности.

43. ( 10, 1995 ) В выпуклом четырехугольнике АВСD биссектрисы углов ( САD и ( CBD пересекаются на стороне СD. Докажите, что биссектрисы углов 

      ( ACD и ( ADB пересекаются на стороне АВ.

44. ( 10, 1996 ) Точка К делит сторону ВС треугольника АВС в отношении p : q, считая от вершины В. Точка F делит сторону АС в отношении ( : ( , считая от вершины А. В каком отношении прямая ВF делит отрезок АК ?
45. ( 10, 1996 ) В треугольнике АВС провели все медианы. Оказалось, что у че-тырех их шести полученных треугольников равны радиусы описанных ок-ружностей. Верно ли, что треугольник АВС:  а) равнобедренный ? б) равно-сторонний ?
46. ( 10, 1997 ) Точки А1, В1 и С1 взяты соответственно на сторонах АВ, ВС и АС треугольника АВС так, что АА1 + ВВ1 + СС1 = 0. Докажите, что 

      АА1 / AB = BB1 / BC = CC1 / AC.     

47. ( 10, 1998 ) Пусть М – точка внутри квадрата ABCD, причем ( ВАМ = 30(,      ( ВСМ = 15(. Найти ( MDA. 

48. ( 10, 1998 ) В выпуклый четырехугольник вписан параллелограмм, вершина которого делит стороны четырехугольника в постоянном отношении 1 : 4      ( считая по часовой стрелке ). Докажите, что исходный четырехугольник – тоже параллелограмм.

49. ( 10, 1998 ) В треугольнике АВС проведена биссектриса внешнего угла А      ( угла, образованного стороной АВ и продолжением стороны АС за точку    А ). Биссектриса пересекает продолжение стороны ВС в точке D. Докажите, что АВ / AC = BD / CD ( свойство биссектрисы внешнего угла треугольни-

      ка ).

50. ( 10, 1999 ) Пусть М – точка на диаметре АВ окружности с центром в точке О ; С и D – точки окружности, расположенные по одну сторону от АВ и та-кие, что ( СМА = ( DMB, ( ОСМ = (. Чему равен угол ( ODM ?
51. ( 11, 1994 ) Куб MNPQM1N1P1Q1 рассечен 

      плоскостью (, проходящей через точки А,                 M1    N1   B    P1      Q1
      В и С ( см. рис. 1 ). С помощью циркуля                

      и линейки постройте на развертке куба                  C                 

      линии пересечения граней куба с плос-                       M   N  N N    P       Q              

      костью (, если  а) А совпадает с N ;  

      б) А – произвольная точка ребра MN.                               Рис. 1

52. ( 11, 1997 ) Используя неравенство ( а + b + c )3 ( 27abc, справедливое для любых положительных чисел а, b и c, докажите, что из всех треугольников  с данным периметром наибольшую площадь имеет правильный треуголь-ник.

53. ( 11, 1997 ) На плоскости лежит три шара одинакового диаметра d, которые касаются друг друга и вписаны в конус высоты h, с основанием в той же плоскости. Найти длину образующей конуса.

54. ( 11, 1997 ) Пусть ABCD – произвольная треугольная пирамида и точка О принадлежит ей. Точка О соединена со всеми вершинами пирамиды. Рас-сматриваются 4 пирамиды АВСО, ABOD, AOCD, OBCD. Определить гео-метрическое место точек О, для которых сумма объемов двух каких-либо пирамид из указанных четырех равна сумме объемов двух оставшихся, если точка О лежит  а) на ребре;  б) на грани;  в) внутри пирамиды ABCD.

55. ( 11, 1998 ) Каким может быть наибольшее число вершин многоугольника, все стороны которого лежат на 6 прямых ?
56. ( 11, 1998 ) Существуют ли такие 100 треугольников, ни один из которых нельзя покрыть 99 остальными ?
57. ( 11, 1998 ) Ортогональные проекции  на плоскости всех граней треугольной пирамиды отрезка, соединяющего середины его противоположных ребер, имеют равные длины. Докажите, что таким же свойством обладает и любой из двух других отрезков, соединяющих середины противоположных ребер пирамиды.

58. ( 11, 1998 ) В пространстве расположены 4 попарно скрещивающихся пря-мые. Докажите, что найдется полуплоскость, границей которой является од-на из этих прямых, не пересекающаяся с остальными тремя прямыми.

59. ( 11. 1999 ) Докажите, что любую замкнутую ломаную на плоскости длина которой равна 1, можно покрыть кругом радиуса ¼ .
60. ( 11, 1999 ) Диагонали параллелограмма ABCD, отличного от прямоугольни-ка, пересекаются в точке О. Докажите, что точка О, а также основания пер-пендикуляров, опущенных из точки А на прямые ВС, BD и CD лежат на од-ной окружности.

                                        РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ
1. Из точек М и В опустим перпендикуляры                    В         С
      на сторону AD и пусть М1 и В1 – основа-

      ния перпендикуляров ( рис. 2 ). Тогда                 М                O

      ММ1 – средняя линия ( АВВ1 и ММ1 =           А                       

      = ½ ВВ1. Высота в ( ABN в 2 раза больше          М1В1    

      высоты в ( AMD, а основание в 2 раза                               N                   D                                   

      меньше. Поэтому SABN = SAMD и отсюда                        Рис. 2

      SBOM = SODN.                                                                      
2. Пусть EF – средняя линия трапеции                      В            С
      ( рис. 3 ). Тогда EF = ½ ( BC + AD ) = 

      =½AB. Кроме того, ВЕ = ½ AB, CF = 

      = ½ CD. Треугольник EBF – равнобе-                   Е                    F

      дренный ( ЕВ = EF ). Следовательно, 

      ( EBF = 45(. Поэтому BF – биссектриса 

      ( АВС и так как CF = FD, то утвержде-                A                        D

      ние задачи доказано.                                                          Рис. 3
3. На продолжении медианы BD отложим                              B
      DE = DE1 ( рис. 4 ). ( ADE = ( CDE1 по                            E      F

      первому признаку равенства треугольни-           A                    D

      ков. Поэтому ( DE1C = ( EBC,  ( AED =                                 

      = ( BEF ( вертикальные ). Отсюда ( EBF =                       E1

      = ( BEF и ( BFE – равнобедренный.                              Рис. 4  

4. Достроим ( АВС до параллелограмма АВDC                   В                   D
      и отметим на стороне CD точку М так, что                        

      СМ = АК ( рис. 5 ). ( BKL = ( CML по пер-

      вому признаку равенства треугольников, по-               K                       M

      этому KL = ML. Четырехугольник АКМС –

      параллелограмм ( стороны АК и МС равны                         L 

      и параллельны ), следовательно,  АС = КМ.

      В силу неравенства треугольника KL + ML(           A                 C

      ( KM, т.е. 2KL ( АС, что и требовалось до-                    Рис. 5 

      казать.   

5. Пусть треугольник перегнут по прямой KF,        А             С(                    В
      и С( – точка, симметричная С относительно

      KF. По условию С(( АВ ( рис. 6 ). Обозна-

      чим ( А = (, ( В = (, и ( С = (. Тогда                     F                      K

      ( КС(F = ( KCF, и, следовательно, ( КС(F =

      = (. Треугольники ВС(К и АС(F – равнобед-                    C
      ренные, поэтому ( ВС(К = ( ( - () ((,                              Рис. 6
      ( FС(A = ( ( - ( ) / 2. Имеем ( = ( ВС(К +                    Ak+1
      ( КС(F + ( FС(A = ( + ( - ( ( + () / 2,  т. е.                           Ak+4

      2( = ( + (. Но (, ( и ( - углы треугольника,             Ak+6

      то есть ( + ( = ( - (, отсюда 3( = ( и ( = (/3.         Ak+3                             Ak+2

      Ответ: ( С = (/3.                                                           Ak+5

6. Заметим ( рис. 7 ), что для любого k                     Ak               Рис. 7
       треугольники АkАk+1Ak+2 и Аk+4Аk+5Ak+6 подобны с коэффициентом подобия 4. Обозначим площадь ( АkАk+1Ak+2 через  Sk. Тогда S1= 42S5 = … = (4499)2S1997, а наибольший угол треугольника А1997А1998A1999 соответствует наибольшему углу треугольника А1А2A3, то есть является углом при вершине А1999.

7. Решим задачу методом координат. Пусть О – середина отрезка LF. Напра-вим ось Ох вдоль прямой ВL и примем радиус окружности за единицу мас-штаба. Тогда координаты точек L и F – ( -1; 0 ) и ( 1; 0 ) соответственно. Пусть ( - b ) – абсцисса точки В ( без ограничения общности, b( 0 ). Тогда  

      х – абсцисса точки С находится из уравнения ( b + 1 ) / ( b – 1 ) = ( 1 – x ) / 

      / ( 1 + x ). Отсюда х = - 1/b. Возьмем произвольную точку А окружности. Можно считать, что ордината точки А положительна, поэтому А ( а, ( 1-а2 ). Тогда ВА = (  b2 + 2ab +1  и СА = (   1/b2 + 2 a/b + 1  = ВА/b, откуда 
      ВА / CA = 1/b = BL / LC, то есть AL – действительно биссектриса угла ВАС.

8. Пусть  M и N – середины сторон АВ 

      и DС. Опустим перпендикуляры из                       В                         С

      всех вершин четырехугольника на  

      прямую МN : АА1, ВВ1, СС1 и DD1            А1   М     Е               F               N   D1

      ( рис. 8 ). Тогда АА1 = ВВ1, СС1 = DD1.                 

      Пусть точки Е  и F – точки пересече-                     B1                    C1 

      ния диагоналей четырехугольника с 

      прямой MN. Из подобия треугольни-          A                                                       D

      ков АА1Е и СС1Е имеем АЕ / EC = 

      = AA1 / CC1, а из подобия треугольни-                         Рис. 8

      ков ВВ1F и DD1F имеем BF / DF = BB1 / DD1. Из полученных равенств сле-      дует утверждение задачи, т. к. АА1 = ВВ1 и СС1 = DD1.

9. Углы ( А1АС, ( В1ВА и ( С1СВ                                 В
      равны и вписаны в одну и ту же                                                    А1
      окружность ( рис. 9 ), поэтому равны

      и дуги, на которые они опираются.                  С1

      Но тогда ( А1В1С1 получается из                                                    С

      треугольника СВА поворотом вокруг                 А                             

      центра описанной окружности против                                   В1  

      часовой стрелки на угол 2(САА1.                                Рис. 9
10. Пусть Р(ВС, К(АВ и Т(АС – точки                                  В
      касания вписанной окружности со 

      сторонами треугольника ( рис. 10 ). 

      Тогда ( АОТ = ( А1ОР ( по катету и 

      гипотенузе ), поэтому АТ = А1Р. Ана-                                        А1 

      логично, АК = А2Р, КВ = ВР = В1Т =                

      = В2Т, РС = ТС = С1К = С2К. Имеем                          К                        Р

      А1А2 + В1В2 + С1С2 = А1Р + РА2 + В1Т +                                        А2

      + ТВ2 + С1К + КС2 = АТ + АК + ВК +                      А            Т             С            

      + ВР + РС + СТ = ( АТ + СТ ) + ( АК +                           Рис. 10

      + КВ ) + ( ВР + РС ) = АС + АВ + ВС, что и требовалось доказать.

11.  Тремя прожекторами осветить всю площадку нельзя, так как в этом случае какой-то прожектор должен осветить 2 угла, а значит, полностью освещать некоторую сторону. Но тогда он должен находиться на окружности, описан-ной около квадрата, что невозможно.

       Четырех прожекторов хватит. В самом деле, если разместить прожекторы в точках пересечения вписанной окружности с диагоналями квадрата, то каж-дый прожектор полностью осветит противолежащую ему четверть площад-ки.

       Ответ: 4 прожектора.

12. Проведем окружность через 3 точки – спутника и восстановим к ней пер-пендикуляр из центра планеты. Пусть он пересекает поверхность планеты в точках А и В, а проведенную плоскость в точке С. Тогда, если АС ( ВС, то из точки А не видна вся проведенная плоскость, а поэтому и все спутники. Если же АС ( ВС, то таким свойством обладает точка В.

13. Прямые KL, KH, HL ( рис. 11 ) отсе-                               A     
      кают от треугольника АВС треуголь-

      ники, подобные ( АВС. Действитель-

      но ( СНА подобен ( СКВ по 1 приз-                                              H(
      наку подобия треугольников. Отсюда                                      K   

      СН/CA = CK/CB. Но тогда ( КНС по-             H(     L               

      добен ( ВАС по второму признаку по-                  B                        C

      добия треугольников. Аналогично                                  H                   

      доказывается, что ( AKL подобен ( АВС                Рис. 11

      и ( BHL подобен ( АВС. Поэтому имеем ( HCB = ( ALK = ( C, ( AKL = 

      = ( CKH = ( B. Пусть Н( и Н( - точки, симметричные точке Н относительно прямых АВ и АС. Докажем, что эти точки лежат на прямой КL. Действи-тельно, ( HLB =  ( H(LB ( т.к. ( HLB = ( H(LB ), но ( HLB = ( ALK, отсюда ( ALK = ( H(LB, а значит точки К, L, Н( лежат на одной прямой. Аналогично доказывается, что Н(, К, L лежат на одной прямой. Отрезок Н(Н( равен периметру ( KLH ( КН = КН(, LH = LH( ) . Рассмотрим ( Н(АН(. Он равнобедренный, т. к. АН( = АН = АН(, а (Н(АН( = 2 ( ( ( САН +

       + ( ВАН ) = 2(. Отсюда Н(Н( = 2АН(sin( = 2h sin(.

 Ответ: периметр ( KLH равен 2h sin(.       

14. Докажем, что ОА1 + ОА2 + … + ОАn = 0. В самом деле, пусть ОА1 + ОА2 + 

      + … + ОАn = а. Повернем все векторы на угол ( = 2(/105. Тогда вектор ОА1 перейдет в ОА2 и т. д. В результате сумма всех векторов останется той же самой. Но единственный вектор, не меняющийся при повороте на угол, не кратный 2( - это нулевой вектор.   

       Пусть k – делитель числа 105 и Sk – сумма всех векторов, номер которых де-лится на k. Как и выше, при k ( 105, все эти суммы равны нуль-вектору. Пусть х – сумма всех векторов с номерами, взаимно простыми с числом 105. Тогда  x = S1 – S3 – S5 – S7 + S3(5 + S3(7 + S5(7 – S3(5(7 = -S105 = -OA105 = 

       = A105O.

       Ответ: х = А105О. 

15.  Построим такую прямую, проходящую через точку М – середину дуги ВС. 

       Исследование.  Пусть задача решена и такая прямая l построена. Очевидно,                l не может пересекать дуги МВ и МС,  поэтому она пересекает ломаную  ВАС; обозначим точку пересечения буквой L. Пусть Т – середина хорды ВС ( рис. 12 ). Отрезок МТ делит сегмент ВМС на две равные части; отрезок АТ, будучи медианой треугольника ( АВС, делит его на два равновеликих треугольника. Следовательно, ломаная МТА делит рассматриваемую фигу-ру на две части равной площади. Но тогда отрезок АТ пересекает отрезок ML в некоторой точке ( обозначим ее О ), причем площадь треугольников 
     ( LOA и ( ТОМ равны. Значит равны                               М 

      площади треугольников ( АМТ и                                   T

      ( AML, поэтому точки L и Т равно-                В                                        C

      удалены от прямой АМ, т. е. четырех-                                    O

      угольник MTLA – трапеция.                                                L    A  

      Построение. Проведем через середину                            

      хорды ВС ( точку Т ) прямую, парал-

      лельную прямой МА и обозначим через 

      L точку ее пересечения с ломаной ВАС.                     Рис. 12

      Прямая ML – искомая.

      Доказательство. Пусть L ( АВ и О – точка пересечения диагоналей трапе-ции MALT. Имеем SMOT = SLOA и поэтому SMLB = SMTB + SMTO + SOTBL = 

       = SMTB + SLOA + SOTBL = SMTB + SBTA = ½ SBMCA.      

16. Проведем плоскости через противоположные ребра угла и отметим на их  пересечении произвольную точку О, отличную от вершины. В каждой из плоскостей существует отрезок с концами на ребрах угла  и с серединой в точке О. Данный отрезок есть основание равнобедренного треугольника, боковые стороны которого лежат на ребрах угла. Концы построенных от-резков являются вершинами искомого параллелограмма.

17.  Пусть четырехугольник EFGH                                                                    Н3
       вписан в прямоугольник АВСD 

       ( рис. 13 ). Продолжим сторону 

       АD и отложим на ней точки Н1 

       и Н2 так, что НD = DH1 и НА =                                B                      F     C          O

       = АН2. Тогда  НG = GH1 ( т. к. 

       ( HGD = ( H1GD ) и НЕ = Н2Е 

       ( т. к. ( НЕА = ( Н2ЕА ). Пусть                               E                                       G

       р – периметр четырехугольника                H2                 A                       H       D      H1    

       EFGH. Тогда р = ( FG + GH ) +                                         Рис. 13

       + ( HE + EF ) = ( FG + GH1 ) + ( FE + EH2 ) ( FH1 + FH2. Оценим FH1 + FH2. Проведем через точку Н1 прямую, перпендикулярную AD и отложим на ней точки О и Н3 так, что Н1О = ОН3 = АВ. Тогда FH3 = FH1 ( т.к. ( H1FO = 

       = ( H3FO ). Следовательно, р ( FH1 + FH2 = Н2F + FН3 ( Н2Н3.  Но Н1Н2 = 

       = 2AD, Н1Н3 = 2АВ. Следовательно, Н2Н3 = 2АС ( из подобия треуголь-ников ( ACD и ( Н2Н3Н1 ), и тогда р ( 2АС, что и требовалось доказать.   

18. Обозначим буквами х, у, z соответ-

       ственно величины дуг АВ, ВС и СА. 

       Тогда АВ1 = В1С = ( х + у )/2,  BC1 =                   А                            В

       = C1A = ( z + y )/2,  CA1 = A1B =                       А1                                    В1

       = ( x + z )/2. Без ограничения общ-

       ности, положим, что АВ ≤ ВС ( рис.

       14 ). Тогда ВВ1 = АВ1 – АВ =

       = ( у – х )/2, поэтому В1А1 = ВА1 +

       + ВВ1 = ( x + z )/2 + ( y – x )/2 = ( z +                        С1               С

       + y )/2 = ВС1. Но это означает, что                              Рис. 14

       точки С1 и А1 симметричны относительно диаметра, проходящего через се-редину дуги ВВ1. Точка пересечения касательных к окружности в точках А1 и С1 лежит на срединном перпендикуляре к отрезку А1С1, который в силу установленной симметрии совпадает со срединным перпендикуляром к отрезку ВВ1. Доказательство завершено.

19. Зафиксируем одну из сторон квадрата 
      и проведем через вершины четырех-                                 h2                                             угольника прямые, параллельные                                      b

       этой стороне. Эти прямые разбива-                     h3          a

       ют четырехугольник на 2 треуголь-

       ника и трапецию ( некоторые из                                     h1
       этих фигур могут быть вырожден-

       ными ). Обозначим через S1, S2  и 

       S3 площади треугольников и трапе-                        Рис. 15

       ции, через h1, h2 и h3 – их высоты, через а и b – основания трапеции. Тогда площадь четырехугольника равна S = S1 + S2  + S3 = ½ ( ah1 + ½bh2 +

       + ( a + b )/2 ( h3 ). Если предположить, что и а и b меньше ½ , то величина S будет меньше, чем ¼ h1 + ¼ h2 + ½ h3 = ¼ (h1 + h2 + h3 ) + ¼ h3 ( ½ , так как сумма высот не превосходит стороны квадрата. Противоречие.

20. Пусть высота башни равна Н, а углы, под которыми видна башня, равны со- ответственно (, ( и ( = (/2 - ( - (. Тогда tg ( = Н/100;  tg ( = H/200; Н/300 =  = tg ( (/2 - ( - ( ) = 1/ ( tg( ( + ( )) = ( 1 – tg ( tg ( )/( tg ( + tg ( ). Из уравне-   ния Н/300 = ( 1 – H2/20000 )/( H/100 + H/200 ) однозначно заключаем, что 

       Н = 100 м.
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