Пятнадцатая Летняя математическая школа Кировской области

Вишкиль. 4-28.VII.99 г.

1. Доказать, что 
· поворот,
· параллельный перенос,
· осевая симметрия,
действительно являются движениями.

2. Докажите, что четырехугольник имеет центр симметрии тогда и только тогда, когда он является параллелограммом. 

3. Дана прямая и две окружности, лежащие в одной полуплоскости от​но​сительно этой прямой. Найти на прямой такую точку, касательные из которой к данным окружностям образуют с данной прямой равные углы

4. Каким преобразованием является композиция переносной симметрии и центральной симметрии, если центр симметрии лежит на оси переносной симметрии?

5. Пусть дана Sl  – осевая симметрия относительно прямой l. Существуют ли точки плоскости, удовлетворяющие условию Sl(a) = a (такие точки называются неподвижными). Сколько их? Где они расположены?

6. Решить задачу 5 для поворота 
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, параллельного переноса на вектор 
[image: image2.wmf]a

, центральной симметрии, скользящей симметрии и тождественного преобразования. 

7. Докажите, что если движение ( таково, что точки a и B (a ( B) неподвижны при (, то и любая точка прямой aB – суть неподвижная точка при отображении (.

8. Верно ли, что если прямая aB при отображении ( переходит в себя (неподвижная прямая), то любая точка этой прямой неподвижная точка при отображении (.

9. Пусть точки a, B и C не лежат на одной прямой и являются неподвижными при отображении (. Докажите, что любая точка плоскости будет при данном отображении неподвижной. 
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Движения

1. Доказать, что 
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, если прямые l1 и l2 различны и не перпендикулярны.

2. Докажите, что если плоская фигура имеет ровно две оси симметрии, то эти оси перпендикулярны.

3. Докажите, что композиция двух осевых симметрий 
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 (если прямые l1 и l2 не параллельны) является поворотом.  Найдите центр и угол поворота, если известен угол ( между прямыми l1 и l2.

4. Пусть прямая  l1 параллельна l2. Каким движением является композиция 
[image: image5.wmf]2

1

l

l

S

S

o

?
5. Докажите, что любой поворот можно представить в виде композиции двух осевых симметрий. Является ли это представление единственным?

6. Верно ли утверждение задачи 4, если вместо поворота рассматривать параллельный перенос?

7. Вокруг некоторой точки А проводится поворот на 90 градусов, а затем такой же поворот проводится вокруг другой точки В. Доказать, что найдётся точка, которая после двух этих поворотов вернётся на свое место. Верно ли это утверждение, если повороты производятся на произвольные углы.

8. Даны пять точек – середины сторон пятиугольника. С помощью циркуля и линейки построить его вершины.

9. Каким движением является композиция: 

· двух параллельных переносов, 

· двух центральных симметрий?

10. Докажите, что если движение плоскости, не являющееся тождественным, имеет две различные неподвижные точки, то оно является осевой симметрией

11. Движение плоскости имеет ровно одну неподвижную точку. Докажите, что это движение – суть поворот.

12. Теорема (о классификации движений плоскости). Доказать, что любое движение плоскости есть либо поворот, либо параллельный перенос, либо осевая симметрия, либо скользящая симметрия.

Доказать, что композиция двух поворотов с различными центрами есть либо поворот, либо параллельный перенос.

На сторонах произвольного выпуклого четырёхугольника внешним образом построены квадраты с центрами А, В, С и Е соответственно. На отрезках АВ и СЕ внутренним образом построены равнобедренные прямоугольные прямоугольники. Доказать, что вершины их прямых углов совпадают.

Доказать, что в условиях предыдущей задачи отрезки АС и ВЕ равны и перпендикулярны.

На сторонах параллелограмма внешним образом построены квадраты. Доказать, что их центры образуют квадрат. 

На сторонах произвольного треугольника внешним образом построены правильные треугольники. Доказать, что их центры образуют правильный треугольник.

Построить с помощью циркуля и линейки  (-угольник, если известны  (  точек, являющихся вершинами равнобедренных треугольников, построенных на сторонах этого  (-угольника и имеющих при вершинах данные углы (1,  (2, ..., (n.

На сторонах произвольного треугольника АВС вне его построены равнобедренные треугольники А1ВС, АВ1С и АВС1 с вершинами и углами А1, В1, С1 при вершине, дающими в сумме 360 градусов. Найти углы треугольника А1В1С1.

Теорема Шаля. Классификация движений плоскости.

Доказать, что для любых двух точек плоскости существует осевая симметрия, переводящая одну из них в другую.

Доказать, что для любых двух отрезков равной длины AB и CD существует композиция не более чем двух осевых симметрий переводящих точку A в точку C, а точку B в точку D.

На плоскости даны равные треугольники ABC и A1B1C1 . Доказать, что композицией не более чем трех осевых симметрий можно перевести точку A в точку A1, точку B в точку B1, точку C в точку C1.

Движение плоскости оставляет на месте три точки, не лежащие на одной прямой. Доказать, что это движение оставляет на месте любую точку плоскости, то есть является тождественным.

Два движения плоскости переводят три точки, не лежащие на одной прямой в одну и ту же тройку точек. Доказать, что эти движения совпадают.

Теорема Шаля. Доказать, что любое движение плоскости есть композиция не более чем трех осевых симметрий.

На плоскости даны три прямые l, m, n. Каким движением является композиция 

Sl SmSn, если:

a) прямые l, m, n проходят через одну точку;

b) прямые l, m, n параллельны;

c) прямые l и m параллельны, а n их пересекает;

d) l, m, n – прямые общего положения;

e) l и n параллельны, а m их пересекает.

Теорема: 
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                                      ДОМАШНЕЕ ЗАДАНИЕ НА ТЕМУ

                                              "ДВИЖЕНИЯ ПЛОСКОСТИ"

1) Доказать, что композиция двух поворотов с различными центрами есть либо поворот, либо параллельный перенос.

2) На сторонах произвольного выпуклого четырёхугольника внешним образом построены квадраты с центрами А, В, С и Е соответственно. На отрезках АВ и СЕ внутренним образом построены равнобедренные прямоугольные прямоугольники. Доказать, что вершины их прямых углов совпадают.

3) Доказать, что в условиях предыдущей задачи отрезки АС и ВЕ равны и перпендикулярны.

4) Два движения плоскости переводят три точки, не лежащие на одной прямой в одну и ту же тройку точек. Доказать, что эти движения совпадают.

5) На сторонах параллелограмма внешним образом построены квадраты. Доказать, что их центры образуют квадрат. 

6) Построить с помощью циркуля и линейки  (-угольник, если известны  (  точек, являющихся вершинами равнобедренных треугольников, построенных на сторонах этого  (-угольника и имеющих при вершинах данные углы (1,  (2, ..., (n.

7) На сторонах произвольного треугольника АВС вне его построены равнобедренные треугольники А1ВС, АВ1С и АВС1 с вершинами и углами А1, В1, С1 при вершине, дающими в сумме 360 градусов. Найти углы треугольника А1В1С1.

8) Доказать, что для любых двух отрезков равной длины AB и CD существует композиция не более чем двух осевых симметрий переводящих точку A в точку C, а точку B в точку D.

9) Теорема Шаля. Любое движение плоскости есть композиция не более чем трех осевых симметрий.

 Доказать теорему Шаля. 

10) На плоскости даны три прямые l, m, n. Каким движением является композиция 

Sl SmSn, если:

f) прямые l, m, n проходят через одну точку;

g) прямые l, m, n параллельны;

h) l, m, n – прямые общего положения;

i) прямые l и m параллельны, а n их пересекает;

j) l и n параллельны, а m их пересекает.
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Говорят, что отображение f действующее из множества X  во множество Y инъективно, если из того, что A и B различные элементы множества X, следует, что f(A) ( f(B) (то есть "разные переходят в разные").

Говорят, что отображение f, сюръективно если для любого B ( Y найдется A ( X, такое, что f(a) = B.

Отображение f является биекцией (иначе взаимно-однозначным отображением), если оно инъективно и сюрьективно одновременно. 

1. Приведите примеры отображений:

· сюрьективного, но не инъективного,

· инъективного, но не сюрьективного,

· биективного.

2. Пусть A, B и C – множества, и f –  биекция из А на В, а g – биекция из В на С. Всегда ли существует биекция из А на С. 

3. Дан список учеников некоторого класса. Каждому ученику сопоставлен его порядковый номер по журналу. К какому из вышеизложенных типов относится данное отображение? А если даны списки нескольких классов?

4. Каждому натуральному числу поставлен в соответствие его остаток от деления на 1999. Является ли данное отображение сюрьективным, инъективным, биективным?

Определение. Множества A и B называются равномощными, если существует отображение из A в B, являющееся биекцией. 

5. Некоторое число делится на 2, но не делится на 4. Докажите, что количество четных делителей этого числа равно числу нечетных делителей этого числа.

6. Докажите, что граница квадрата и вписанная в него окружность являются равномощными множествами.

7. Докажите, что два любых отрезка равномощны.

"Гостиница Гильберта" 

8. Докажите равномощность отрезка  [0,1] и интервала (0,1).

9. Являются ли равномощными отрезок и числовая прямая? 
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Определение 

Множество, равномощное множеству натуральных чисел называется счетным

1. Доказать, что любое бесконечное множество содержит счётное подмножество.

2. Докажите равномощность интервала (0,1) и луча [1,+()

3. Занумеруйте множество всех целых чисел. Какой номер получит число 1999? Число -9991? Произвольное целое число (?

4. Доказать, что любое подмножество счётного множества счётно или конечно.

5. Постройте биекцию множества всех положительных рациональных чисел на натуральный ряд. 

6. Можно ли построить такую же биекцию для множества всех многочленов первой степени с натуральными коэффициентами? С рациональными?

7. Доказать, что любое множество попарно непересекающихся интервалов числовой прямой конечно или счётно.

8. Доказать, что объединение счетного числа счетных множеств счетно.

9. Является ли счетным множество точек плоскости обе координаты которых –  рациональны?

10. Является ли счетным множество всех многочленов с рациональными коэффициентами? 

11. Доказать, что множество точек отрезка [0,1] несчетно. 

Определение 

Множество, равномощное отрезку [0,1] называется множеством мощности континуум. 

12. Докажите, что отрезок [0,1]  и числовая прямая равномощны.

13. Точки квадрата раскрашены в синий и зеленый цвета. Докажите, что точек одного из цветов (возможно обоих) – континуально много.

14. Доказать, что любое бесконечное множество непересекающихся кругов ненулевого радиуса на плоскости счётно.

15. Можно ли расположить на плоскости континуально много букв "С"? Букв "Г"? Букв "Р"?

16*. На первом шаге из отрезка  [0,1] вырезают средний интервал длины 1/3 – (1/3,2/3), на втором – из каждого из оставшихся отрезков удаляют средние интервалы длины 1/9,... на n-ом – из каждого из оставшихся отрезков средние интервалы длины 1/3n. Множество, полученное после счетного числа шагов называется канторовым множеством. 

а) докажите, что канторово множество непусто;

б) является ли это множество счетным?

Определение 

Говорят, что мощность множества А (записывается |A|) не меньше, чем мощность множества В (|А|(|В|), если существует биекция из множества В в некоторое подмножество множества А.

Теорема Кантора-Бернштейна (без доказательства): Если |А|(|В| и |А|(|В|, то множества А и В равномощны. 

Теорема Кантора 
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1. Из точки, лежащей внутри выпуклого n-угольника проведены лучи, перпендикулярные его сторонам и пересекающие стороны или их продолжения. На этих лучах отложены векторы 
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 длины которых равны длинам соответствующих сторон. Докажите, что 
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 = 0. 
2. На сторонах треугольника АВС построены параллелограммы (см. рисунок). Докажите, что из отрезков А2 В1, В2 С1 и С2 А1 можно составить треугольник. 
 3. В выпуклом пятиугольнике ABCDE сторона BC||AD, CD||BE, DE||AC и AE||BD. Докажите, что AB||CE. 

4. Середины отрезков AB и CD, BC и DE соединены; середины полученных отрезков тоже соединены. Докажите, что последний отрезок параллелен отрезку AE и найдите его длину. 

5. М1, М2, … М6 – середины сторон выпуклого шестиугольника А1А2…А6. Докажите, что существует треугольник, стороны которого равны и параллельны отрезкам М1М2, М3М4, М5М6.

6. Пусть точка М делит отрезок АВ в отношении m : n. Доказать, что для произвольной точки О верно 



.

7. Пусть дан произвольный треугольник АВС и произвольная точка К, отличная от А. Записать с помощью векторов АВ, АС и АК следующие условия:

а) точка К лежат на стороне АВ;

б) точка К лежит на медиане, проведенной  из точки А;

в) точка К лежит на биссектрисе, проведенной  из точки А;

г) точка К лежит на медиане, проведенной  из точки В;
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Геометрия масс

1. Пусть О  – центр масс системы точек А1, А2... Аn. Докажите, что для любой точки X выполняется равенство: 
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. Выведите отсюда, что центр масс для любой системы единственный. 

2. Пусть О1  – центр масс системы точек А1, А2... Аm, а О2  – центр масс системы точек Аm+1, А m+2... А m+n. Тогда центр масс О  всей системы точек лежит на отрезке О1О2 и делит его в отношении m:n  считая от О1.

3. Верно ли, что центр масс системы точек А, В, С, D,  никакие три из которых не лежат на одной прямой принадлежит четырехугольнику  ABCD?

4. В произвольном четырехугольнике отрезки, соединяющие середины противоположных сторон пересекаются в точке О. Докажите, что О лежит на отрезке, соединяющие середины диагоналей четырехугольника и делит этот отрезок пополам. 

5. Пусть 
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 – середины сторон 
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 произвольного шестиугольника 
[image: image17.wmf]ABCDEF

. Докажите, что точки пересечения медиан треугольников 
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 совпадают. 

6. В треугольнике ABC AB = c, BC = a, CA = b. Доказать, что если в точки  A, B,C поставлены массы a, b, c соответственно, то центром масс полученной системы является центр окружности, вписанной в треугольник АВС. Найти в каком отношении центр вписанной окружности делит каждую биссектрису.

7. На сторонах АВ, ВС и АС треугольника АВС взяты точки С1, В1 и А1 так, что прямые СС1, АА1и ВВ1 пересекаются в точке О. Докажите, что:
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Q [
[image: image21.wmf]2

]

1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ: Множество A называется замкнутым относительно сложения (аналогично вычитания, умножения, деления) , если для  любых двух элементов A их сумма (соответственно разность, произведение, частное) содержится во множестве A.

2. Приведите примеры подмножеств числовой прямой, замкнутые относительно

a) сложения 

б) сложения и вычитания

в) умножения и деления

г) всех четырех арифметических действий.

3. Рассмотрите множество всех чисел вида 
[image: image22.wmf]2

b

a

+

 (а) 
[image: image23.wmf]N

b

a

Î

,

;б) 
[image: image24.wmf]Q

b

a

Î

,

). Будет ли оно замкнуто относительно операций сложения, умножения, вычитания и деления?

4. Докажите, что для всякого числа вида 
[image: image25.wmf]2

b

a

+
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[image: image26.wmf]Q

b
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, 
[image: image27.wmf]0
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) существует обратное, то есть число такого же вида, которое, будучи умноженным на первоначальное, даст 1. 

5. Докажите, что на числовой прямой существуют числа, не представимые в виде 
[image: image28.wmf]2

b
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[image: image29.wmf]Q
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6. Что изменится в утверждениях с 3 по 5, если рассматривать числа вида 
[image: image30.wmf]11

b

a

+

?

7. Поставим всякому числу 
[image: image31.wmf]2

b
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[image: image32.wmf]Q
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) точку плоскости 
[image: image33.wmf]m

Z

с координатами (a, b). Докажите, что точка, соответствующая 
[image: image34.wmf]N
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+

 получается как сумма векторов 
[image: image35.wmf]ON
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+

, где 
[image: image36.wmf]O

 – начало координат.
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комплексные числа

1. Вычислить:


а) 
[image: image37.wmf]i
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2. Найти все точки комплексной плоскости, которые удовлетворяют соотношению:


a)
[image: image41.wmf]10
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; б)
[image: image42.wmf]3
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 ; в) 
[image: image43.wmf]p
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3. Квадрат комплексного числа равен –1, хотя само число не равно i. Возможно ли такое?

4. На комплексной плоскости найти множество точек, удовлетворяющих условию a)Re(z)=Im(z); б) Re(z2)=Im(z).
5. На комплексной плоскости нарисовать множество точек, заданное условием: а) Im(z2)=0; б)Im(z2)= Im(z). 

6. Выразите действительную и мнимую часть через модуль и аргумент комплексного числа.
7. Докажите для комплексных чисел неравенство





  



[image: image44.wmf]n

n

c

c

c

c

c

c

+

+

+

£

+

+

+

K

K

2

1

2

1


Докажите следующие войства сопряженных чисел:

· 
[image: image45.wmf]w
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[image: image46.wmf]w
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z

zw

×

=

; 
[image: image48.wmf]w

z

w

z

=

 (
[image: image49.wmf]0
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[image: image50.wmf]2
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[image: image51.wmf]z

z

=

 тогда и  только тогда, когда z –  действительное число; 
[image: image52.wmf]z
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 тогда и  только тогда,  когда z –  чисто мнимое число.
8. Решите уравнение  
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Разнобой – 2
1. На плоскости выбрано 5 точек с целыми координатами. Доказать, что хотя бы одна из середин отрезков, соединяющих эти точки, также имеет целые координаты.

2. Сумма цифр числа N равна 98. Может ли число N быть точным квадратом?

3. На доске написаны числа от 1 до 121. За один ход можно стереть два числа и написать модуль их разности. Может ли в конце получиться 0?

4. Можно ли равносторонний треугольник покрыть двумя меньшими равносторонними треугольниками?

5. У Вадика имеется 4005–3992((4003+2(4002+3(400+4) рублей. Мороженое стоит 2000 рублей. Хватит ли у Вадика денег на мороженое? (калькулятором пользоваться запрещено). 

6. Дан 
а) произвольный 2n+1–угольник; 

б) правильный 2n–угольник.

Докажите, что его стороны и диагонали можно ориентировать таким образом, что сумма полученных векторов равна 
[image: image54.wmf]0

.

7. Правильный 105-угольник А1А2...А105 вписан в окружность с центром О. Рассматриваются все вектора 
[image: image55.wmf]i

OA

 где i и 105 взаимно простые числа. Найдите сумму рассматриваемых векторов. 

8. Доказать, что при любом натуральном n
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9. Доказать, что ни для одного многочлена p(x) c целыми коэффициентами не могут одновременно иметь место равенства p(7) = 11 и p(11) = 13.

10. С помощью циркуля и линейки построить прямоугольный треугольник по гипотенузе и сумме катетов.

11. В шахматном турнире (проходящим по круговой системе в один круг) участвовало n шахматистов – гроссмейстеры и мастера. После окончания турнира оказалось, что каждый участник набрал ровно половину своих очков в партиях против мастеров. Доказать, что n – точный квадрат.
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Разнобой – 1

1. Можно ли разбить бесконечный лист клетчатой бумаги на прямоугольники размером 1(2 так, чтобы каждая линия сетки разрезала лишь конечное число прямоугольников?

2. В группе Б 18 человек. Каждому нравится m человек из группы. При каком минимальном m можно утверждать, что обязательно найдутся два человека, которые нравятся друг другу?

3. Найдите численное значение выражения 
[image: image57.wmf]1
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, если известно, что xSYMBOL 185 \f "Symbol"y и третье слагаемое равно сумме первых двух.

4. За круглым столом сидят 2n человек: n математиков и n информатиков, причем некоторые из них всегда говорят правду, а остальные всегда лгут. Известно, что количество информатиков-лжецов равно количеству математиков-лжецов. На вопрос: "Кто ваш сосед справа?" все сидящие за столом ответили: "Математик". Докажите, что n - четно.

5. Число 
[image: image58.wmf]abc

 – простое. Докажите, что число b2-4ac не может быть точным квадратом.


[image: image59.png]



6. На сторонах квадрата со стороной 
[image: image60.wmf]a

 как на диаметрах построены полуокружности внутрь квадрата. Найти площадь заштрихованной части (см. рисунок).
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Геометрический разнобой 

Дан треугольник 
[image: image61.wmf]ABC

. Точка 
[image: image62.wmf]M

 – центр вписанной окружности, 
[image: image63.wmf]N

 – центр вневписанной окружности, касающейся стороны CB. Докажите, что точки 
[image: image64.wmf]M

, 
[image: image65.wmf]N

, 
[image: image66.wmf]C

 и 
[image: image67.wmf]B

 лежат на одной окружности.

На сторонах 
[image: image68.wmf]AB

 и 
[image: image69.wmf]AC

 правильного треугольника 
[image: image70.wmf]ABC

 взяты точки 
[image: image71.wmf]E

 и 
[image: image72.wmf]F

 так, что 
[image: image73.wmf]AF

BE

=

. Пусть 
[image: image74.wmf]O

 – точка пересечения 
[image: image75.wmf]BF

 и 
[image: image76.wmf]CE

. Найдите величину угла 
[image: image77.wmf]EOF

.

Дан выпуклый четырехугольник 
[image: image78.wmf]ABCD

. Найдите на прямой 
[image: image79.wmf]BC

 такую точку 
[image: image80.wmf]O

, чтобы площадь треугольника 
[image: image81.wmf]ABO

 была равна площади четырехугольника 
[image: image82.wmf]ABCD

.

1. Через точку пересечения двух окружностей провести прямую так, чтобы ее часть, заключенная внутри кругов была наибольшей.

2. Дан правильный шестиугольник. Найдите множество движений плоскости, переводящих этот шестиугольник в себя.

На сторонах 
[image: image83.wmf]BC

 и 
[image: image84.wmf]CD

 квадрата 
[image: image85.wmf]ABCD

 выбраны точки 
[image: image86.wmf]E

 и 
[image: image87.wmf]F

 так, что 
[image: image88.wmf]EF

 касается окружности с центром в точке 
[image: image89.wmf]A

 радиуса 
[image: image90.wmf]AB

. Докажите, что диагональ квадрата 
[image: image91.wmf]BD

 делит площадь треугольника 
[image: image92.wmf]AEF

 пополам.

Точка 
[image: image93.wmf]K

 взята на высоте 
[image: image94.wmf]AD

 треугольника 
[image: image95.wmf]ABC

. Пусть 
[image: image96.wmf]E

 – точка пересечения 
[image: image97.wmf]BK

 и 
[image: image98.wmf]AC

, а 
[image: image99.wmf]F

 – точка пересечения 
[image: image100.wmf]CK

 и 
[image: image101.wmf]AB

. Докажите, что 
[image: image102.wmf]FDA
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.
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Геометрический разнобой 

3. Дан треугольник 
[image: image103.wmf]ABC

. Точка 
[image: image104.wmf]M

 – центр вписанной окружности, 
[image: image105.wmf]N

 – центр вневписанной окружности, касающейся стороны CB. Докажите, что точки 
[image: image106.wmf]M

, 
[image: image107.wmf]N

, 
[image: image108.wmf]C

 и 
[image: image109.wmf]B

 лежат на одной окружности.

4. На сторонах 
[image: image110.wmf]AB

 и 
[image: image111.wmf]AC

 правильного треугольника 
[image: image112.wmf]ABC

 взяты точки 
[image: image113.wmf]E

 и 
[image: image114.wmf]F

 так, что 
[image: image115.wmf]AF

BE

=

. Пусть 
[image: image116.wmf]O

 – точка пересечения 
[image: image117.wmf]BF

 и 
[image: image118.wmf]CE

. Найдите величину угла 
[image: image119.wmf]EOF

.

5. Дан выпуклый четырехугольник 
[image: image120.wmf]ABCD

. Найдите на прямой 
[image: image121.wmf]BC

 такую точку 
[image: image122.wmf]O

, чтобы площадь треугольника 
[image: image123.wmf]ABO

 была равна площади четырехугольника 
[image: image124.wmf]ABCD

.

6. Через точку пересечения двух окружностей провести прямую так, чтобы ее часть, заключенная внутри кругов была наибольшей.

7. Дан правильный шестиугольник. Найдите множество движений плоскости, переводящих этот шестиугольник в себя.

На сторонах 
[image: image125.wmf]BC

 и 
[image: image126.wmf]CD

 квадрата 
[image: image127.wmf]ABCD

 выбраны точки 
[image: image128.wmf]E

 и 
[image: image129.wmf]F

 так, что 
[image: image130.wmf]EF

 касается окружности с центром в точке 
[image: image131.wmf]A

 радиуса 
[image: image132.wmf]AB

. Докажите, что диагональ квадрата 
[image: image133.wmf]BD

 делит площадь треугольника 
[image: image134.wmf]AEF

 пополам.

Точка 
[image: image135.wmf]K

 взята на высоте 
[image: image136.wmf]AD

 треугольника 
[image: image137.wmf]ABC

. Пусть 
[image: image138.wmf]E

 – точка пересечения 
[image: image139.wmf]BK

 и 
[image: image140.wmf]AC

, а 
[image: image141.wmf]F

 – точка пересечения 
[image: image142.wmf]CK

 и 
[image: image143.wmf]AB

. Докажите, что 
[image: image144.wmf]FDA
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1. На сторонах ВС, СА и АВ треугольника АВС взяты точки А1, В1 и С1 так, что 
[image: image145.wmf]В
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. Докажите, что центры масс треугольников АВС и А1В1С1 совпадают.

2. В треугольнике CAB проведена медиана CD. На сторонах CA и CB выбраны точки K и L так, что CK = 4KA, LB = 2CL. P – точка пересечения прямых KL и CD.  В каком отношении точка P делит медиану CD и отрезок KL?

3. Около окружности описан четырехугольник ABCD, касающийся окружности в точках M, N, P, Q. Длины отрезков касательных, проведенных из точек A, B, C, D к окружности, равны соответственно a, b, c, d. В каком отношении каждый из отрезков MP и NQ делится их точкой пересечения?

4. Теорема Менелая. Пусть на сторонах(или продолжениях сторон) треугольника ABC выбраны точки: A1 на прямой BC, B1- на прямой CA, С1 на прямой AB, причем на самих сторонах лежат либо две из них, либо ни одной. Для того чтобы эти три точки лежали на одной прямой необходимо и достаточно, чтобы выполнялось следующие условие 
[image: image146.wmf]1
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5. В таблице 10(10 записаны числа от 1 до 100. В первой строчке 1, 2 ... 10, во второй 11, 12 ... 20 и т.д. Разрешена такая операция, за один ход можно выбрать три соседние(по горизонтали, вертикали или диагонали) клетки и изменить в них числа, причем среднее увеличить на два, а каждое крайнее уменьшить на 1 или наоборот, крайние увеличить на один. а среднее уменьшить на два. Случилось так что после некоторого количества ходов, в таблице опять стояли числа от 1 до 100. Докажите, что они стоят в том же порядке.

6. На сторонах BC и CD параллелограмма ABCD взяты точки K и L так, что 
[image: image147.wmf]LD

CL
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=

. Докажите, что точка пересечения медиан треугольника AKL лежит на диагонали BD.

7. Центрально симметричная фигура на клетчатой бумаге состоит из n "уголков" и k прямоугольников размером 1(4, изображенных на рисунке. Докажите, что n четно.
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Умножение комплексных чисел в тригонометрической форме записи:

1. а) Выведите формулу для произведения комплексных чисел в тригонометрической форме записи. Придумайте геометрическую интерпретацию умножения на комплексной плоскости.

б) Выведите формулу для возведения в степень комплексного числа (формула Муавра). 

2. Найдите условия, при которых а) сумма двух комплексных чисел является действительным числом; б) произведение двух комплексных чисел является действительным числом: в) сумма и произведение двух комплексных чисел является действительным числом.

3. При каких натуральных n число  
[image: image148.wmf]n
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– действительное.
4. Решить уравнение 
[image: image149.wmf]z
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5. Доказать, что из любого комплексного числа можно извлечь квадратный корень.

6. Выразить с помощью формулы Муавра cos(( через тригонометрические функции аргумента (.

7. Докажите, что если каждое из двух чисел может быть представлено в виде суммы  квадратов двух целых чисел, то их произведение тоже может быть представлено в виде суммы квадратов двух целых чисел. 

8. Имеются ли на окружности радиусом 
[image: image150.wmf]5
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 с центром в точке с целыми координатами точки с целыми координатами?
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Извлечение корней из комплексных чисел

Пусть w- корень n-ной степени из комплексного числа z. Тогда 
[image: image151.wmf]z
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=

. Используя формулу Муавра для возведения комплексного числа в натуральную степень, получите формулу для извлечения корня n-ной степени. Сколько корней получится?

1. Вычислите все корни 
[image: image152.wmf]3
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. Нарисуйте их на комплексной плоскости. Какую фигуру будут образовывать 
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? Аналогичный вопрос для 
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Корни степени n из 1 принято обозначать (k, то есть 
Докажите следующие свойства корней из 1

a) wk = w0 (k, то есть для получения всех корней из комплексного числа необходимо взять корень с наименьшим аргументом и постепенно умножать его на все корни из 1;

b) (k=(1k, то есть всякий корень из1 является степенью первого корня.

c) корни (k и (n-k взаимно сопряжены

d) сумма всех корней степени n из 1 равна 0 (докажите это и алгебраическим, и геометрическим способом).

3. Указать на плоскости множество точек, для которых сумма квадратов расстояний до вершин заданного правильного многоугольника равна d.

4. Натуральное число k является делителем натурального числа n  тогда и только тогда, когда корень степени k из 1 является корнем степени n из 1.

5. Корень α степени n из единицы называется первообразным, если αk(1 ни при каком 1(k<n. Доказать, что всякий корень n-ной степени из единицы есть степень первообразного корня α.

6. Решить систему 
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7. Разложить на многочлены первой и второй степени с действительными коэффициентами многочлен xn-1.
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1. В некоторый момент в течение однокругового чемпионата по футболу оказалось, что все команды одержали разное число побед. Докажите, что каждая команда уже провела матчи со всеми остальными. 

2. В некоторой стране есть столица и еще 100 городов. Некоторые города (в том числе столица) соединены дорогами с односторонним движением. Из каждого нестоличного города выходит 20 дорог, и в каждый такой город входит 21 дорога. Докажите, что в столицу нельзя проехать ни из одного города. 

3. В некотором государстве каждый город соединен с каждым дорогой. Сумасшедший король хочет ввести на дорогах одностороннее движение так, чтобы выехав из любого города, в него нельзя было вернуться. Сможет ли он это сделать?

4. n команд сыграли круговой турнир по волейболу. Докажите, что команды можно занумеровать числами от 1 до n так, чтобы i команда  выиграла у i+1.

5. Будем говорить, что игрок А сильнее, чем В, если А выиграл у В, или есть такой игрок С, который выиграл у В, но проиграл А. (Отметим, что возможно ситуация, когда А сильнее В, и В сильнее А одновременно.) 

а) Прошел однокруговой чемпионат по настольному теннису. Докажите, что игрок, одержавший наибольшее число побед сильнее всех. 

б) Назовем победителем игрока, который сильнее всех. Может ли в чемпионате быть ровно два победителя. 

6.  В стране несколько городов, некоторые пары городов соединены дорогами с односторонним движением. Для любого множества (не из всех) городов существует дорога, ведущая из города, входящего в это множества, в город не из этого множества.  Следует ли отсюда, что из любого города можно проехать в любой другой. 
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Многочлены (повторение).

1. Докажите, что если многочлен А делится на многочлен В, то все корни многочлена В являются корнями многочлена А. Верно ли обратное утверждение?

2. Разделите с остатком 2х4 – 3x3 + 4x2 – 5х + 6 на х2–3х+1.

3. Докажите, что деление многочленов с остатком всегда возможно.

4. Докажите, что многочлен А(х) делится на х–s тогда и только тогда, когда А(s) = 0.

5. a) Пусть А(1) = А(2) = 0. Докажите, что A(x) делится на (x-1)(x-2). б) Докажите, что число различных корней многочлена не больше его степени.

6. Пусть значения многочленов А и В совпадают при п различных значениях переменной, и степени этих многочленов меньше п. Докажите, что тогда А=В.
7. (Теорема Безу). Докажите, что остаток от деления многочлена А(х) на двучлен х – а равен значению многочлена А(х) при х = а.
Определение. Корень а многочлена f(x) имеет кратность k (k – натуральное), если f(x)=(x–a)kg(x), где g(a)(0.
8. Докажите: а) если z – комплексный корень многочлена с действительными коэффициентами, то 
[image: image158.wmf]z

 – также его корень; б) кратность 
[image: image159.wmf]z

 и 
[image: image160.wmf]z

 одна и та же.
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Основная теорема алгебры (теорема Гаусса). Всякий многочлен степени n(1 с комплексными коэффициентами имеет по крайней мере один комплексный корень.

9. a) Всякий многочлен степени n(1 с комплексными коэффициентами раскладывается в произведение n линейных сомножителей с комплексными коэффициентами; б) всякий многочлен степени n(1 с комплексными коэффициентами имеет n комплексных корней, если считать каждый корень столько раз, какова его кратность.

10. Всякий многочлен степени n(1 с действительными коэффициентами раскладывается в произведение линейных двучленов и квадратных трехчленов с отрицательными дискриминантами и действительными коэффициентами.

11. Многочлен f(x) делится на многочлен g(x) тогда и только тогда, когда всякий корень f(x) является корнем g(x) и кратность его в g(x) не больше кратности в f(x).

12. Доказать, что при любых натуральных p и q число (p+1)2q+1+p q+2 делится на p2+p+1.

13. При каких целых n число n44+n+1 является простым?

14. Разложить на множители многочлены a) x5+x+1; б) x10+x5+1; 
в) x44+x33+x22+x11+1.

15. Можно ли многочлен x4+x2+1 представить в виде суммы квадратов двух многочленов с действительными коэффициентами? Верно ли, что любой многочлен f(x) с действительными коэффициентами, принимающий положительные значения при любом x(R, можно представить в виде суммы квадратов двух многочленов?
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Комплексные функции и планиметрия
1. Докажите, что для произвольного комплексного числа z треугольник с вершинами  0, z, iz прямоугольный и равнобедренный.

2. Установить вид геометрического преобразования, задаваемого следующими функциями:  а) f(z) = z + b; б) f(z) = az, |a| = 1.

3. Какая функция комплексного переменного задает поворот вокруг точки z0 на угол (?

4. Доказать, что функция f(z) задает поворот плоскости тогда и только тогда, когда она имеет вид f(z) = az + b, где |a| = 1 и a(1.
5. Доказать на языке комплексных чисел, что композиция двух поворотов есть либо поворот, либо параллельный перенос.

6. Какой функцией задается осевая симметрия относительно оси Ox?  А относительно оси Oy?
7. Какой функцией задается осевая симметрия, ось которой проходит через начало координат?

8. Какой функцией задается осевая симметрия относительно произвольной прямой? Указание. Вида az +b.

9. Какой функцией задается произвольная скользящая симметрия?

10. Дана функция 
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. Найти преобразование, задаваемое этой функцией.

11. Точки, соответствующие комплексным числа z1, z2, z3 коллинеарны (лежат на одной прямой) тогда и только тогда, когда 
[image: image162.wmf]1
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 есть действительное число.

9. Доказать, что любая функция вида $f(z) = a\ol z +b,$ где |a|=1 и a
[image: image163.wmf]¹

1 задает осевую или скользящую симметрию.

На плоскости дан произвольный равносторонний треугольник ABC и точка M. Доказать, что отрезки MA, MB, MC образуют треугольник. В каком случае этот треугольник вырождается?

Доказать, что функция $f(z) =a\ol z +b,$ где $|a|=1,$ задает осевую симметрию тогда и только тогда, когда $b/(a-1)$ является действительным числом. ВЫВОД: типы преобразований, задаваемые функциями вида $f(z)=a\ol z + b.$

15. Найти преобразование, определяемое функцией $f(g(z)),$ где  $f$ и $g$ ---функции вида $a\ol z + b,$ $|a|=1.$
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