Пятнадцатая Летняя многопредметная школа Кировской области

Вишкиль. 4-28.VII.99 г.

Решения задач по теме "Механика жидкости"

1. б) После полного замерзания воды её поверхность будет плоской. Она не может быть вогнутой, так как в процессе замерзания "вогнутость" будет залита ещё оставшейся жидкостью. Для образования выпуклой поверхности в сосуде в какой-то момент должен образоваться "остров". Покажем, что в случае с водой этого быть не может. В самом деле, пусть возникла такая ситуация, изображённая на рисунке. Так как при температуре замерзания воды (0 (C) плотность жидкости больше плотности льда, образовывающийся по краям лёд, занимая при этом больший объём, будет вытеснять оставшуюся воду, и она зальёт так и не появившийся "остров". Таким образом, вплоть до полного замерзания, поверхность воды будет оставаться плоской.
а) Ртуть, наоборот, в твёрдом состоянии имеет более высокую, чем в жидком, плотность. Поэтому, после образования "острова" он будет разрастаться (оставшаяся по краям жидкая ртуть в результате замерзания "ужимается"), образовав после замерзания всей жидкой ртути выпуклую поверхность.

2. Сила давления жидкости на поршень должна уравновешивать силу атмосферного давления. Так как давление жидкости у поршня линейно зависит от высоты, а поршень имеет горизонтальную плоскость симметрии, проходящую через его центр, для этого необходимо и достаточно, чтобы давление на уровне центра поршня было равно атмосферному. То есть в открытом сосуде поверхность жидкости должна располагаться на этом уровне, следовательно h=r.

Если (водыgr>pатм, то давление воды в верхней части цилиндра окажется отрицательным. Правда, оно не может быть существенно ниже 0, т. к. иначе вода просто закипит. Кроме того, наличие отрицательного давления означает, что молекулы воды находятся достаточно далеко друг от друга (так, что силы притяжения между ними больше сил отталкивания; вспомните соответствующий график F(r) ). Но тогда плотность воды так же должна быть меньше обычной, поэтому формулу p=(gh следует применять с осторожностью.

3. Решение будет в следующем листке (там будут подробно рассмотрены свойства параболы и их анализ школьными методами). 

4. Рассмотрим трубку тока, одной границей которой является поверхность жидкости (1), а другой – поперечное сечение отверстия (2).

Уравнение Бернулли для этих поверхностей: p1+(gh1+(v12/2 = p2+(gh2+(v22/2.
p1 = p2 = pатмосф.

h2 = 0 (отсчёт высоты от этого уровня)
h1 = h

v1 = 0 (считаем, что площадь поверхности сосуда много больше площади отверстия, поэтому v1 << v2)

v2 = v

(gh = (v2/2

v = (2gh)1/2

Эту же задачу можно решить (как бы) “точно” с помощью закона сохранения энергии, связав скорость уменьшения потенциальной энергии воды в сосуде в связи с понижением уровня с потоком кинетической энергии в струе и в результате получить тот же самый ответ. На первый взгляд может показаться странным, что мы получили один и тот же результат как приближённым, так и точным методом. Связано это с тем, что во втором случае мы не учли кинетическую энергию потоков жидкости внутри сосуда.
5. p0 – давление в водопроводной сети 

pА – атмосферное давление

l – длина шлангов

R > r – радиусы шлангов

px – давление воды в точке соединения шлангов

Q – расход воды

Сначала рассмотрим случай "водопровод – толстый шланг – тонкий шланг"

Q = (π/8)(p0-px)R4/(ηl) = (π/8)(px-pА)r4/(ηl)

(p0-px)R4 = (px-pА)r4

p0R4 - pxR4 = pxr4 - pАr4

px = (p0R4  + pАr4)/(R4 + r4)

Q = (π/(8ηl))(p0 - ((p0R4  + pАr4)/(R4 + r4)) ) R4 = 

= (π/(8ηl))( (p0R4 + p0r4 - p0R4  - pАr4)/(R4 + r4) ) R4 =

= (π/(8ηl(R4 + r4)))( p0  - pА) r4R4

Так как величины R и  r  входят в это выражение симметрично, в случае "водопровод – тонкий шланг – толстый шланг" результат будет тем же, т. е. расход воды (эффективность полива) от порядка подсоединения шлангов не зависит.

6. Так как конструкция (а, следовательно, и геометрическая форма) подводных лодок одинакова, при всплытии на них действуют одинаковые силы гидродинамического сопротивления (Fсопр) и силы Архимеда (FАрх). Силу натяжения троса обозначим T.

Условия установившегося движения:

FАрх - mg - T - Fсопр = 0 (верхняя лодка)

FАрх - Mg + T - Fсопр = 0 (нижняя лодка)

Вычтем из первого уравнения второе:

- mg + Mg - T - T = 0

Mg - mg = 2T

T = (M - m)g/2

8. График можно условно разбить на к участка:


1. линейное возрастание расхода в соответствии с формулой Пуазейля.


2. более круто возрастающий участок, соответствующий турбулентному течению.


3. переходный участок.


4. горизонтальный участок, соответствующий скорости течения большей скорости звука. В этом случае давление у конца трубки, из которого вытекает жидкость, никак не сказывается на скорости течения жидкости по трубке, т. к. скорость распространения упругих взаимодействий не может превышать скорость звука. Точнее говоря, при турбулентном течении могут возникать обратные ударные волны, распространяющиеся с большей скоростью, но всё равно по порядку величины она не отличается от "обычной" скорости звука в воде.

9. Расход воды увеличивается по двум причинам:

1. увеличение линейных размеров потока


2. увеличение скорости воды в геометрически подобных точках потока

Очевидно, что если по первой причине расход воды увеличится в a раз, а по второй – в b раз, то расход при одновременном наличии этих двух причин возрастёт в ab раз.


1. Линейные размеры потока увеличиваются в N раз (обратите внимание: высота увеличивается, а ширина остаётся прежней, поэтому площадь поперечного сечения потока увеличивается только в N раз, а не в N2). Следовательно, расход воды по этой причине возрастает в N раз.


2. Рассмотрим какой-нибудь элементарный объём потока жидкости. Из характеризующих его величин ( l[м] – линейный размер, v[м/с] – его локальная скорость, g[м/с2] – ускорение свободного падения) можно составить единственную безразмерную комбинацию gl/v2 [(м/с2) м / (м/с) 2 = 1] При увеличении l в N раз величина gl/v2 должна сохраниться, следовательно, скорость увеличивается в N1/2 раз (g, естественно, не меняется)

Совокупное увеличение расхода воды – в NN1/2 = N3/2 раз.

10. Пусть при уровне жидкости h0 (над вершиной треугольника) расход воды составляет Q0. Найдём расход при произвольном уровне h. В этом случае струя будет подобна струе, соответствующей уровню h0, так как сечения струй плоскостью стенки чана являются подобными треугольниками. Линейные размеры струи изменятся в h0/h раз, скорости подобных участков – (h0/h)1/2 раз (см. объяснение в п. 2 решения задачи 9). Расход воды изменится в (h0/h)(h0/h)1/2=(h0/h)5/2 раз.

Q(h) = Q(h0) (h/h0)5/2
11. Нет. Жидкость (идеальная), описываемая уравнением Бернулли, вообще не должна испаряться. В отдельных случаях, когда течение жидкости в целом ламинарное, но имеются отдельные турбулентные области, в которых происходит переход кинетической энергии в тепловую (внутреннюю) и наоборот, уравнение Бернулли можно "приспособить", записав его в виде

p + (gh + (v2/2 + αλρ = const,

где λ – удельная теплота парообразования, α = 0, если вещество находится в жидком состоянии, или α = 1, если в газообразном.

12. Вода и сахарный сироп обладают очень близкими тепловыми свойствами (теплопроводность, теплоёмкость) и существенно различаются плотностью (у сиропа она больше) и, что гораздо менее существенно, вязкостью. 

Теплопроводность воды очень маленькая, во время кипения теплообмен происходит по механизму конвекции, т. е. жидкость, непосредственно примыкающая ко дну сосуда, нагревается, уменьшая при этом свою плотность, и, оторвавшись ото дна в виде вихрей, всплывает вверх. Теплоперенос осуществляется путём смешивания этих вихрей с остальной, более холодной, жидкостью.

Если же на дне имеется сироп, а над ним – вода, такой механизм не осуществляется. Образующиеся на дне горячие вихри сиропа имеют плотность меньшую, чем окружающий их сироп, но большую, чем вода над ним, поэтому они не могут всплыть сквозь воду и нагреть её. Передача теплоты от горячих участков сиропа, находящихся непосредственно под границей сироп/вода, к вышележащим слоям воды также затруднена, т. к. при передаче незначительного количества теплоты от всплывшего к границе конвективного вихря сиропа плотность жидкости в нем уменьшается и он "тонет", не имея таким образом возможности передать воде всё избыточное количество теплоты (относительно среднего значения по всему сиропу). В результате теплота, отобранная сиропом ото дна, в основном идёт на нагревание сиропа.

13. На соломинку действуют силы :
1) сила тяжести Mg, приложенная к центру соломинки и направленная вертикально вниз ;
2)сила реакции стенки стакана N1 ( действует на упирающийся в стенку конец соломинки ; ввиду отсутствия силы трения между стенкой и соломинкой направлена перпендикулярно стенке, т.е. горизонтально ) ; 

3) сила реакции края стакана N ( ввиду отсутствия трения направлена перпендикулярно соломинке ) ; 

4) сила Архимеда FA = (0gv  ( v - объём той части соломинки, которая находится в воде ). v = m/( ( m – масса погруженной в воду части соломинки). m = (l / L)M  ( l - длина этой части). l = 2R/sin (. Итак, FA = (0gv = (0gm/( = (0g(l/L)M/( = (0glM/L( = = (0Mg(2R/sin ()/L( = 2R(0Mg/L( sin (. Сила Архимеда приложена к центру находящейся в воде части соломинки и направлена вертикально вверх.
Введём обозначения: a = L/R = 9,6 ; b = (0/( = 1,92 ; s = sin ( ( тогда FA = 2Mgb/as ). В состоянии равновесия сумма проекций всех сил на вертикальную ось y равна 0 :

(N1)y + (FA)y + (N)y + (Mg)y = 0

0 + 2Mgb/as + Ns - Mg = 0 ( Ns = Mg - 2Mgb/as = Mg(1-2b/as)  (*)

Сумма моментов всех сил относительно упирающегося в стенку стакана конца соломинки также равна 0 : 

MN1 + MFA + MN + MMg = 0 
0 + 2RMgb/as + 2RN/s - Mg(L/2)s = 0

Умножим это уравнение на s3/2R

Mgs2b/a + Ns2 - Mgs4L/4R = 0

Mgs2b/a + sNs - Mgas4/4 = 0

Подставим суда Ns из (*) :

Mgs2b/a + sMg(1-2b/as ) - Mgas4/4 = 0

Делим это уравнение на Mga/4 :

4s2b/a2 + 4s/a - 8b/a2 - s4 = 0

s4 - s24b/a2 - s4/a + 8b/a2 = 0
Подставим численные значения a и b :

s4 - s2(4(1,92/(9,6)2 - s(4/9,6 - 8(1,92/(9,6)2 = 0 

s4 - (1/12)s2 - (5/12)s + 2/12 = 0

12s4 - s2 - 5s + 2 = 0     Заметим, что корнем этого уравнения является s=1/2. Разделим это уравнение на ( 2s - 1 ). Получается 

6s3 + 3s2 + s - 2 = 0      Корнем этого уравнения опять является s = 1/2. Опять делим уравнение на ( 2s - 1 ). Получается 

3s2 + 3s +2 = 0         Дискриминант этого квадратного уравнения D = 32 - 4(3(2 = 9 - 24 < 0, т.е. больше действительных корней нет. Таким образом, исходное уравнение имеет двукратный действительный корень s = 1/2 и других действительных корней не имеет.
Окончательно получаем  s = sin ( = 1/2 ( ( = 30 (.

О том, что корнем получившегося уравнения четвёртой степени является число 1/2 (если бы это не было дано в условии), догадаться не так трудно. Прежде всего его можно сократить на 2, при этом коэффициенты при s4 и s0 останутся целыми и будут равны соответственно 6 и 1. Для всех рациональных корней этого уравнения числитель должен быть делителем (без учёта знака) свободного члена (т. е. в нашем случае может быть только +1 или –1), а знаменатель – делителем старшего коэффициента. 
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