Билет №1.


Правило произведения на примерах задач


Доказать, что если a делится на b, a делится на c и b и c взаимно просты, то a делится на bc.


Найдите на плоскости точку, для которой сумма расстояний до всех вершин выпуклого четырехугольника минимальна?


В ряд стоят 40 сапог: 20 левых и 20 правых. Докажите, что среди некоторых восьми подряд стоящих сапог левых и правых поровну. 
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Билет №2.


Правило суммы на примерах задач


Доказать: если a делится на c и b делится на c, то a+b делится на c и a–b делится на c.


Доказать, что медианы треугольника пересекаются в одной точке, делятся точкой пересечения в отношении 2:1, считая от вершины, и разрезают треугольник на 6 равновеликих треугольников


школьников на олимпиаде  решили  44 задач, причем известно, что среди них есть школьник, решивший ровно одну задачу, школьник, решивший ровно две задачи, и школьник, решивший ровно три задачи.  Докажите, что есть школьник, решивший не менее 5 задач.
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Билет №3.


Метод дополнения в комбинаторике на примерах задач 


Натуральные числа a, b и c таковы, что числа a+b, b+c, a+c – простые. Доказать, что среди них найдутся равные.


Найти геометрическое место четвертых вершин квадратов таких, что остальные три вершины лежат на двух данных перпендикулярных прямых.


Докажите, что среди степеней пятерки есть две, разность которых делится на 1996. 
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Билет №4.


Метод дополнения в теории вероятностей на примерах задач


Доказать, что если ab делится на c, а числа b и c взаимно просты, то a делится на c.


Найти геометрическое место точек, которые ближе к середине данного прямоугольника, чем к любой из его вершин.


Докажите, что  существует  степень  семерки, оканчивающаяся на 0007. 
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Билет №5.


Определение вероятности. Примеры задач.


Даны сумма, разность и произведение двух натуральных чисел. Доказать, что среди них найдется хотя бы одно число, кратное трем.


Дан угол AOB и внутри него две точки M и K. Соединить эти точки ломаной линией наименьшей длины так, чтобы две ее вершины лежали на сторонах угла.


В строку выписано произвольным образом 1996 целых чисел. Докажите, что всегда найдутся несколько  идущих  подряд чисел, сумма которых делится на 1996. 
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Билет №6.


Натуральные числа a и b взаимно просты. Какие общие делители могут иметь их сумма и разность?


Двое играют в морской бой. Найдите вероятность того, что первые два произвольные выстрела успешны.


O -  точка пересечения диагоналей выпуклого четырехугольника АВСD. Доказать, что   если ABCD – трапеция, то площади AOD и BOC равны, и наоборот, если площади AOD и BOC равны, то этот четырехугольник - трапеция.


Доказать, что существует кратное 1997 число, которое оканчивается на 1996.











Билет №7.


Четное число q делится на простое число p, а q–1 делится на p–1. Найдите p.


Из полной игры лото наудачу извлекаются два бочонка. На бочонках написаны числа от 1 до 90 включительно. Какова вероятность того, что на извлеченных бочонках написаны числа от 20 до 30 включительно ?


Найти ГМТ, для которых расстояние до первой из двух параллельных прямых больше, чем до второй.


В классе 28 учеников, а сумма их возрастов 425  лет. Справедливо ли утверждение, что в классе найдутся 10 учащихся, сумма возрастов которых больше 150? 
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Билет №8.


Доказать, что если сумма двух натуральных чисел равна 1001, то их произведение не делится на 1001.


Кубик бросают дважды. Что вероятнее: то, что сумма выпавших очков равна 9, или 10 ?


В четырехугольнике ABCD: (ABC=(BCD. (BAD>(ADC. Докажите, что CD>AB.


24мальчика собрали 270 грибов. Докажите, что какие-то два из них собрали поровну орехов. 
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Билет №9.


Найти остаток от деления натурального числа на 30, если известно, что остаток от деления его на 15 равен 7, а остаток от деления на 6 равен 4.


Из колоды, состоящей из 36 карт, вытаскивают 3 карты. Какова вероятность того, что среди них есть король и туз?


Даны две пересекающиеся прямые и отрезок длины а. Постройте окружность радиуса а, касающуюся двух данных прямых.


В компании 10 человек. Каждому  из них нравится 5 человек из компании. Доказать, что есть двое, которые нравятся друг другу. 
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Билет №10.


Найти остаток от деления 51996+81996 на 13.


В урне лежат 8 красных и 5 желтых шаров. Шары одинакового размера. Из нее наудачу вытаскивают два шара. Какова вероятность того, что шары разного цвета?


Даны три прямые. Постройте окружность, которая касается двух первых прямых и центр которой принадлежит третьей прямой.


Докажите, что среди любых 6 человек есть либо трое знакомых, либо трое попарно незнакомых. 
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Билет №11.


Найти остаток от деления 31995+51995 на 4.


В урне лежат 7 красных и 6 желтых шаров. Шары одинакового размера. Из нее наудачу вытаскивают два шара. Какова вероятность того, что шары одного цвета?


В четырехугольнике  ABCD соединены середины сторон. Доказать, что полученный четырехугольник - параллелограмм, и что  его площадь равна половине площади исходного.


Можно ли прямоугольную доску размером 3x1996 разрезать на уголки �EMBED PBrush \s  \* MERGEFORMAT���?
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Билет №12.


Доказать, что любое натуральное число и его пятая степень оканчиваются одной и той же цифрой.


Сколько можно построить различных прямоугольников, длины ребер которых – целые числа от 1 до 100.


Доказать, что сторона треугольника не больше суммы двух других сторон, и не меньше  модуля их разности.


Можно ли доску размером 50x50 покрыть фигурами вида �EMBED PBrush \s  \* MERGEFORMAT���?














Билет №13.


Доказать, что не существует натуральных a и b таких, что a2–3b2=8.


Сколько существует пятизначных чисел , в записи которых есть хотя бы одна четная цифра?


Доказать, что площадь треугольника равна произведению полупериметра на радиус вписанной окружности .


Можно ли обойти шахматную доску ходом шахматного коня, начав в левом нижнем углу и закончив в правом верхнем углу?
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Билет №14.


Доказать, что n3–n делится на 24 при любом нечетном n.


Сколькими способами можно сделать трехцветный флаг с полосами одинаковой ширины, если имеется материя 5 различных цветов? 


На биссектрисе внешнего угла B треугольника ABC взята точка D. Доказать, что |CA|+|CB| > |DA|+|DB|.


Можно ли доску размером 10x10 с четырьмя вырезанными угловыми клетками разрезать на триминошки �EMBED PBrush \s  \* MERGEFORMAT��� ?
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Билет №15.


Натуральные x, y, z таковы, что x2+y2=z2. Доказать, что хотя бы одно из них делится на 3.


В футбольной команде (11 человек) нужно выбрать капитана и двух заместителей. Сколькими способами это можно сделать?


Доказать, что против большей стороны в треугольнике лежит больший угол, и наоборот, против большего угла лежит большая сторона.


Пете подарили набор "Юный паркетчик", состоящий из 27триминошек �EMBED PBrush \s  \* MERGEFORMAT���. Хулиган Вася заменил одну из них на уголок �EMBED PBrush \s  \* MERGEFORMAT���. Сможет ли Петя сложить квадрат 9x9?





�





Билет №16.


Принцип Дирихле на примерах задач на остатки


Докажите, что число, составленное из 27 единиц делится на 27.


Докажите, что расстояние до любой вершины квадрата меньше суммы расстояний до остальных вершин.


Из листа клетчатой бумаги размером 11x11 вырезали 15 квадратиков размером 2x2. Докажите, что можно вырезать еще один такой квадратик.














Билет №17.


Принцип Дирихле на примерах задач с разбиением на части


Докажите, что число, составленное из 81 единицы делится на 81. 


Постройте треугольник по стороне и опущенным на нее высоте и медиане.


По кругу расставлены 100 положительных чисел так, что каждое является средним арифметическим своих соседей. Доказать, что все числа равны. 
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Билет №18.


Раскраски в несколько цветов на примерах задач


Вы пришли в магазин и решили купить 8 одинаковых авторучек, несколько карандашей по 4 копейки, линейку за 9 копеек, 2 общие тетради по 18 копеек и 12 тонких тетрадей. Продавец сообщил общую сумму – 5 рублей 27 копеек. Не ошибся ли он?


Постройте треугольник по двум сторонам и медиане опущенной на первую сторону.


Вася пишет в ряд цифры. Доказать, что у него встретятся два одинаковых участка по n  цифр в каждом?
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Билет №19.


Специфика раскраски в три цвета на примерах задач


Можно ли составить точный квадрат, используя 10 раз цифры 2, 4, 5?


Две деревни находятся по разные стороны от реки, берега которой - параллельные прямые. В каком месте реки необходимо построить мост, перпендикулярный берегам так, чтобы длина пути из одной деревни в другую была бы минимальна?


В конкурсе «Прогноз» 7000 участников угадывали, какие команды займут первое, второе, третье места в чемпионате России по футболу (в чемпионате участвуют 16 команд). Доказать, что по крайней мере три участника дали одинаковый прогноз.
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Билет №20.


Различные виды раскраски в два цвета на примерах задач


На доске написана единица. Каждую секунду к числу на доске прибавляют сумму его цифр и результат записывают на доску вместо предыдущего числа. Через какое время на доске может появиться число 123456? 


Постройте окружность заданного радиуса, если даны принадлежащая ей точка и касающаяся ее прямая.


Сколько различных натуральных делителей имеет число 15101015 ?   	
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Билет №21.


Сумма трех натуральных чисел, являющихся точными квадратами, делится на 9. Доказать, что из них можно выбрать два, разность которых также делится на 9 


Провести через вершину A выпуклого четырехугольника ABCD прямую, которая делит его площадь пополам.


В  классе учится 32 ученика. Было организовано 33 кружка, причем каждый кружок  состоит из трех человек, и никакие  два кружка не совпадают по составу. Доказать,  что найдутся такие два кружка, которые пересекаются ровно по одному человеку. 
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Билет №22.


Пусть a1, a2, ... , a7 — целые числа, а числа b1, b2, ..., b7 — те же числа, но взятые в другом порядке. Докажите, что число (a1–b1)(a2–b2)...(a7–b7) делится на 2.


Найти геометрическое место третьих вершин правильных треугольников таких, что одна из вершин находится в данной точке, а другая лежит на заданной прямой.


На плоскости даны 1002 точки, никакие 3 из которых не лежат на одной прямой. Доказать, что через две из этих точек  можно провести прямую, по разные стороны от которой находится по 500 точек.











Билет №23.


Известно, что p, 4p2+1, 6p2+1 – простые числа. Найти p. 


6. На  одной прямой  взяты  точки A,B,C так,  что  C -  середина отрезка AB, а на другой  прямой  -  точки  K и L. Доказать, что сумма площадей AKB и ALB равна удвоенной площади CKL.


Можно ли доску 10x10  покрыть доминошками так, чтобы горизонтальных и вертикальных доминошек было поровну ?
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Билет №24.


Доказать, что число 6n3+3 не является шестой степенью целого числа ни при каком натуральном n. 


Дан острый угол и точка внутри него. Провести через эту точку прямую так, чтобы она отсекала треугольник наименьшей площади.


Доску 7x7 покрыли 16 триминошками 3x1. Доказать, что непокрытая клетка находится либо в центре, либо с краю доски. 
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Билет №25.


Доказать, если (n-1)!+1 делится на n, то n простое число. 


Найти все прямые на плоскости такие, что они отстоят на равных расстояниях от трех заданных точек, не лежащих на одной прямой.


Можно ли ящик 6x6x6 уложить полностью брикетами мороженого размером 4x1x1 так , чтобы они не выпирали из ящика?
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Билет №26.


Дано некоторое трехзначное число, записанное различными цифрами. К нему прибавили 7 и оно разделилось на 7, затем прибавили 8 и оно разделилось на 8, затем прибавили 9 и оно разделилось на 9. Найти исходное число.


Доказать, что во всяком треугольнике сумма длин трех медиан меньше периметра и больше полупериметра треугольника.


На клетчатой бумаге даны произвольные 100 клеток. Докажите, что из них можно выбрать не меньше 25 клеток, не имеющих общих точек.
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Билет №27.


У натуральных чисел a и b последние k цифр одинаковы. Доказать, что у их n-ных степеней последние k цифр также одинаковы.


Даны два прямоугольника так, что один находится внутри другого. Доказать, что периметр внутреннего не превосходит периметра внешнего.


На столе лежат монеты одинакового радиуса. Доказать, что найдется монета, касающаяся не более трех других.
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Билет №28.


Доказать, что n7–n делится на 42 при любом натуральном n.


�Две прямые, параллельные основаниям трапеции, делят каждую из боковых сторон на три равные части. Вся трапеция разделена ими на три части. Найти площадь средней части, если площади крайних частей равны S1 и S2.


В таблице 50x50 расставлены числа, причем известно, что в любой фигуре вида           сумма чисел одна и та же. Доказать, что все числа равны.
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Билет №29.


При каких натуральных n число � EMBED Equation.2  ���делится на 5?


На стороне AB треугольника ABC взята точка M такая, что AM=3MB, а на стороне AC точка N такая, что 2AN=NC. Найти площадь четырехугольника BCNM, если площадь треугольника ABC равна S.


В квадратной таблице 10x10 клеток отмечено 9 клеток. Доказать. Что перестановками строк и столбцов можно добиться того, чтобы все отмеченные клетки лежали ниже диагонали таблицы.
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Билет №30.


Доказать, что 3099+61100 делится на 31.


На плоскости даны две параллельные прямые и третья, перпендикулярная им. Найти геометрическое место четвертых вершин квадратов таких, что оставшиеся три вершины лежат на данных прямых, по одной вершине на каждой прямой.


Можно ли из 1997 квадратных плиток уложить в замкнутую цепочку так, чтобы соседние плитки имели общую сторону?
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Задачи:





Доказать, что сумма расстояний от точки, лежащей на основании равнобедренного треугольника, до его боковых сторон равна длине высоты, опущенной на боковую сторону треугольника.


Построить треугольник по основанию и двум медианам, исходящим из концов основания.


