Двенадцатая Летняя математическая школа Кировской области�г. Омутнинск, 5-29.VII.96





Делимость


6-7 июля


Натуральные числа a, b и c таковы, что числа a+b, b+c, a+c – простые. Доказать, что среди них найдутся равные.


Натуральные числа a и b взаимно просты. Какие общие делители могут иметь их сумма и разность?


Четное число q делится на простое число p, а q–1 делится на p–1. Найдите p.


Петя складывает числа: 1+2!+3!+... с целью когда-нибудь получить число а) 19961996 ; б) 19971997. Сможет ли он добиться этого?


Может ли НОК двух чисел равняться их сумме?


Можно ли вычеркнуть один сомножитель из произведения 1!.2!.3!.....100! так, что произведение оставшихся чисел будет квадратом натурального числа?





7-8 июля





Длины сторон прямоугольника выражаются целыми числами, а его периметр численно равен его площади. Найдите стороны прямоугольника.


Доказать, что если сумма двух натуральных чисел равна 770, то их произведение не делится на 770.


Существуют ли такие целые a и b, не равные нулю, что одно из них делится на их сумму, а другое – на их разность? 


В 1000-значном числе все цифры, кроме одной – пятерки. Доказать, что оно не является полным квадратом.


Существуют ли 1000 натуральных чисел, сумма которых равняется их произведению?


Число вида 100...001 кратно 19. Докажите, что оно кратно 13.


10-11 июля





Основная теорема арифметики.





Найти все делители числа  770. Почему 9, 28 и 13 не являются делителями 770?


Верно ли, что:


Если a делится на 21 и a делится на 13, то a делится на 273?


Если a делится на 2 и a не делится на 6, то a не делится на 3?


Если a делится на 3 и a не делится на 18, то a не делится на 6?


3. Найти трехзначное число, записанное с помощью одинаковых цифр, такое, что оно 


a) делится на 18; 


b) делится на 27.


4. Сумма любых двух из трех данных натуральных чисел делится на 1997. Доказать, что сумма всех трех чисел делится на 1997.


5. Доказать, что


a) если a делится на b и a делится на с, причем b и c взаимно просты, то a делится на bc.


b) если ab делится на c и b и c взаимно просты, то a делится на c.








Остатки


11-12 июля





Запись деления одного числа на другое с остатком.


      Определение. Разделить  число а на число b с остатком, значит представить а в виде a=bq+r, где а - делимое, b - делитель, q - неполное частное, r - остаток, причем 0 <= r < b.





Из чисел 2, 3, 9, 27, 81, 243, 567  выбрать делимое, делитель, неполное частное и остаток.


Известно, что делимое 100, остаток от деления равен 3. Найти делитель и неполное частное.


Какие из утверждений верны: 


		а) если число при делении на 8 дает остаток 3, то при делении на 4 оно также дает 	остаток 3;


		б) если число при делении на 4 дает остаток 3, то при делении на 8 остаток сохраняется;


		в) если число при делении на 15 дает остаток 7, то при делении на 5 остаток не равен трем;


		г) если число при делении на 15 дает остаток 3, то при делении на 9 остаток не равен шести?


Найти наименьшее натуральное число, меньшее 1, такое, что оно 


		а) при делении на 2, 3, 5, 7 дает остаток 1;


		б) при делении на 4, 5, 6 дает остаток 1?


Найти остаток от деления натурального числа на 30, если известно, что остаток от деления его на 15 равен 7, а остаток от деления на 6 равен 4.


Доказать:


a) Сумма любых двух чисел и сумма их остатков имеют одинаковые остатки при делении на одно и то же число.


b) Произведение любых двух чисел и произведение их остатков имеют одинаковые остатки при делении на одно и то же число.


7. Найти остаток от деления 2n на 3, где n – натуральное.





13-14 июля





Вводные задачи:


Найти остаток от деления числа 1994 . 1995 . 1997 . 1998 на 1996.


Найти остаток от деления 9100 на 8.


Найти наименьшее натуральное число, дающее остаток 1 при делении на 2, остаток 2 при делении на 3, остаток 3 при делении на 4, остаток 4 при делении на 5 и остаток 5 при делении на 6.


Доказать, что 3100+4100 не делится на 11.


Доказать, что для любого натурального k 1996k–1 делится на 3.


Делится ли 31995+51995 на 4? А 31996+51996?











Идея перебора остатков:


Доказать, что при любом натуральном n 


а) n3+2n делится на 3


b) n5+4n делится на 5.


2. Доказать, что n2+1 не делится на 3 ни при каком натуральном n.


3. Доказать, что n3–n делится на 24 при любом нечетном n.


4. Натуральные x, y, z таковы, что x2+y2=z2. Доказать, что хотя бы одно из них делится на 3.


5. Натуральные a и b таковы, что a2+b2 делится на 21. Доказать, что a2+b2 делится на 441.





Какие остатки могут давать квадраты целых чисел при делении на 3? на 4?


Может ли сумма квадратов двух нечетных чисел быть квадратом целого числа?


Может ли сумма квадратов трех нечетных чисел быть квадратом целого числа?


Доказать, что не существует натуральных a и b таких, что a2–3b2=8.





15-16 июля





�Десятичная запись числа:   anan-1...a1a0=10nan+10n-1an-1+...+10a1+a0





Признаки делимости на 10, 2, 5, 9, 3 (с доказательством).





Можно ли составить точный квадрат, используя 10 раз цифры 2,3,6? А цифры 1,2,3?


К числу 15 приписать слева  и справа по цифре так, чтобы получившееся число делилось на 15.


Найти наименьшее натуральное число, делящееся на 36, в записи которого встречаются все 10 цифр.





Признаки делимости на 4, 2n, 5n. 





Доказать: степень двойки не может оканчиваться четырьмя одинаковыми цифрами.


Предпоследняя цифра квадрата натурального числа нечетна. Доказать, что его последняя цифра 6.


Обратная задача.


Вы пришли в магазин и решили купить 8 одинаковых авторучек, несколько карандашей по 4 копейки, линейку за 9 копеек, 2 общие тетради по 18 копеек и 12 тонких тетрадей. Продавец сообщил общую сумму – 5 рублей 27 копеек. Не ошибся ли он?





17-18 июля





Может ли квадрат натурального числа состоять из одной единицы, двух двоек, трех троек, ..., девяти девяток?


Вначале на доске написана единица. Каждую секунду к числу на доске прибавляют сумму его цифр и результат записывают на доску вместо предыдущего числа. Через какое время на доске может появиться число 123456? 


Из четырех различных цифр составили два четырехзначных числа – наибольшее и наименьшее из возможных, причем цифры в каждом числе не повторяются. Сумма чисел равна 10477. Найти цифры.


Найти все натуральные p, при которых  число  � EMBED Equation.2  ���+9 – простое.


Доказать, что для любого натурального n  выражение � EMBED Equation.2  ���  принимает целочисленные значения. 


Существует ли семизначное натуральное число, записанное с помощью различных цифр и делящееся на все эти цифры? Существует ли восьмизначное число с теми же свойствами?








18, 20 июля





Признак делимости на 11.





Доказать, что число вида 111...11 (2n единиц) – составное.


a, b, c, d  различные цифры. Доказать, что число � EMBED Equation.2  ��� не делится на � EMBED Equation.2  ���.


Шестизначное число А записано с помощью цифр 1,2,3,4,5,6, использованных ровно по одному разу. Доказать, что А не делится на 11.


Доказать, что разность числа, имеющего в своей записи нечетное количество цифр, и числа, записанного теми же цифрами в обратном порядке, делится на 99.


Доказать, что среди 39 последовательных натуральных чисел найдется одно, сумма цифр которого делится на 11.





Алгоритм Евклида


20-21 июля





НОД(a, b)=НОД(a-b, b), где a>b.


Если a=bq+r, то НОД(a, b)=НОД(b, r).





Найти НОД(2n+13, n+7).


При каких n дробь � EMBED Equation.2  ��� несократима?


Доказать: НОД(a, b)=НОД(5a+3b, 13a+8b).


Найти наибольший общий делитель чисел 7 777 777 777 и 777 777.


Найти НОД(26-1, 215-1).


Найти НОД(n4+12n3+54n2+108n+81, n3+8n2+21n+18).


Найдите наибольшее трехзначное число z, для которого НОД(z, 540)=36.


Доказать: НОД(2n-1, 2m-1)=2НОД(n, m)-1.





22 июля





Контрольная работа.


