Билет №1


1. Теорема о совпадении ортоцентра остроугольного треугольника с центром окружности, вписанной в его ортотреугольник.


2. Найти все натуральные решения уравнения 1/x+1/y+1/z =1. 


3. Найти количество способов, которыми можно раздать трем  мальчикам 3 яблока, 4 банана и 5 груш.





БИЛЕТ №2


1. Прямая Симсона.


2. Найти все натуральные решения уравнения x(x+1)=y2.


3. Возвести в степень (x/2-3)5.





БИЛЕТ №3


1. Понятие графа. Связь между степенями вершин и количеством ребер. Лемма о рукопожатиях.


2. Из точки M, двигающейся по дуге окружности, на неподвижные диаметры опускаются перпендикуляры MP и MK. Доказать, что длина отрезка PK  не зависит от положения точки M.


3. Число x выбрано так, что величина x+1/x – целое число. Доказать, что при любом натуральном n число xn+1/xn – тоже целое.





БИЛЕТ №4


1. Дерево и лес. Существование висячих вершин. Связь между числом вершин и числом ребер.


2. В треугольнике ABC угол В равен 600, биссектрисы AD  и CE пересекаются в точке О. Доказать, что OD=OE.


3. Доказать, что два последовательных числа Фибоначчи взаимно просты.


�БИЛЕТ №5


1. Скелеты связного графа: существование и примеры. Формула для числа ребер связного графа, которые необходимо удалить, чтобы получить скелет.


2. Вершины А и В треугольника АВС с прямым углом С скользят по сторонам прямого угла. Доказать, что точка С при этом перемещается по отрезку.


3. Найти какое-нибудь целочисленное решение уравнения 28x+89y=2.





БИЛЕТ №6


1. Теорема Эйлера о связных плоских графах.


2. В треугольнике АВС  проведены медианы AK и BM, при этом уголы CAK и CBM  равны. Доказать, что AC =BC.


3. Доказать, что при любом натуральном n число 4n+15n-1 делится на 9.





БИЛЕТ №7


1. Неравенства, связывающие количество вершин, ребер и граней плоского графа.


2. На 10 елках сидят 10 чижей, на каждой елке – по чижу. Если какой-то чиж перелетает с одной елки на другую, то какой-то другой  чиж обязательно перелетает на столько же метров, но в обратном направлении. Могут ли все чижи собраться на одном дереве?


3. Что больше, 2100+3100 или 4100?





БИЛЕТ №8


1. Доказать, что полный граф, у которого число вершин больше 4, не является плоским.


2. Что больше, � EMBED Equation.2  ��� или� EMBED Equation.2  ���?


3. На сторонах CB и CD квадрата ABCD выбрали точки M и K 	так, что периметр треугольника CMK равен удвоенной стороне квадрата. Найти угол MAK.


�
БИЛЕТ №9


1. Среднее геометрическое, арифметическое и гармоническое нескольких чисел. Задачи на движение, приводящие к понятиям среднего арифметического и среднего гармонического. Неравенство между средними для 2, 3 и 4 чисел.


2. На сторонах BC и CD квадрата ABCD взяты точки M и K так, что углы BAM и MAK равны. Доказать, что BM+KD=AK.


3. Доказать, что � EMBED Equation.2  ���.





БИЛЕТ №10


1. Задача о честном купце.


2. Точка C лежит на отрезке AE. По одну сторону от этого отрезка построены равносторонние треугольники ABC и CDE. Точки M и P – середины отрезков AD и BE. Доказать, что треугольник CPE равносторонний.


3. Доказать, что любое количество квадратов можно разрезать на части, из которых складывается один квадрат.





БИЛЕТ №11


1. Модельные задачи метода математической индукции: задача о Ханойской башне, задача о сплетниках.


2. Два квадрата BCDA и BKMN имеют общую вершину B (вершины квадратов перечисляются по часовой стрелке). Доказать, что медиана BE треугольника ABK перпендикулярна отрезку CN.


3. Сколькими способами можно представить число 25 в виде суммы четырех натуральных слагаемых (перестановки, которые отличаются порядком слагаемых, считаются различными)?





БИЛЕТ №12


1. Последовательность Фибоначчи. Задача о лягушке. Формула Бине.


2. Внутри окружности выбраны две точки. Построить с помощью циркуля и линейки прямоугольный треугольник, вписанный в данную окружность, у которого через каждую из выбранных точек проходит один из катетов.


3. Найти НОД(245-1, 225-1).


БИЛЕТ №13


1. Доказать, что из всех треугольников, вписанных в данный остроугольный треугольник, наименьший периметр имеет ортотреугольник.


2. Квадрат разбит на 100 маленьких одинаковых квадратиков. На каждую из общих сторон двух соседних квадратиков положили спичку. Сколько спичек нужно оставить, чтобы с каждого квадратика можно было пройти единственным образом на каждый, не перепрыгивая через спичку.


3. Найти все целые решения уравнения xy=x+y+3.





БИЛЕТ №14


1.Эллипс. Фокальное свойство эллипса. 


2. Доказать, что число четноэлементных подмножеств любого множества равно числу его нечетноэлементных подмножеств.


3. Найти какое-нибудь решение диофантова уравнения 29x+75y=5. 





БИЛЕТ №15


1. Алгоритм Евклида.


2. Найти сумму двумя способами � EMBED Equation.2  ���


3. Что больше 242 или 332?





БИЛЕТ №16


1. Множество целочисленных линейных комбинаций и его свойства.


2. Доказать неравенство 1+1/4+1/9+...+1/n2 < 2.


3. Точка С движется по дуге окружности с концами в точках А и В. По какой линии движется ортоцентр треугольника АВС?


�



БИЛЕТ №17


1. Критерий существования решения линейного диофантова уравнения с двумя неизвестными.


2. Доказать, что натуральное число n можно выбрать таким образом, что будет выполнено неравенство 1+1/2+1/3+...+1/n > 1996.


3. Точка С движется по дуге окружности с концами в точках А и В. По какой линии движется центр вписанной окружности треугольника АВС





БИЛЕТ №18


1. Основная теорема арифметики.


2. У царя  Гвидона было три сына. Из его потомков сто имели по двое сыновей, а остальные умерли бездетными. Сколько потомков имел царь Гвидон?


3. По одну сторону от некоторой прямой зафиксированы различные точки А и В. Построить с помощью циркуля и линейки точку M, принадлежащую данной прямой так, чтобы сумма расстояний AM + BM была минимальной.





БИЛЕТ №19


1. Декартово произведение. Число элементов декартова произведения. Правило произведения.


2. Н а плоскости зафиксированы две различные точки: А и В. Вокруг точки А вращается прямая. По какой траектории движется основание перпендикуляра, опущенного из точки В на эту прямую?


3. Доказать, что число � EMBED Equation.2  ��� при любом натуральном n – четное натуральное число.


�БИЛЕТ №20


1. Биномиальные коэффициенты: определение, формулы для вычисления, простейшие свойства и их комбинаторные интерпретации.


2. Как нужно выбирать точку на окружности, описанной около данного треугольника, чтобы ее прямая Симсона совпала с одной из сторон треугольника?


3. Произведение двух натуральных чисел делится на простое число. Доказать, не ссылаясь на основную теорему арифметики, что на него делится один из сомножителей.





БИЛЕТ №21


1. Сочетания с повторениями: три модельные задачи; вывод формулы в общем виде. Случай непустых ящиков.


2. Плоский граф состоит из k связных частей. Найти величину В-Р+Г.


3. На доске написаны числа 1, 2, 3, ..., 333. Разрешается стереть любые два числа и написать  вместо них разность между этими числами. Можно ли после нескольких таких операций  получить строчку из одних нулей? 





 БИЛЕТ №22 


1. Принцип построения треугольника Паскаля. Связь с биномиальными коэффициентами. Бином Ньютона.


2. По разные стороны от прямой зафиксированы точки А и В. Построить с помощью циркуля и линейки точку M на данной прямой, для которой разность расстояний до точек А и В минимальна по абсолютной величине.


3. Числа а и b взаимно просты. Какие общие делители могут иметь их сумма и сумма их квадратов?


 


БИЛЕТ №23


1. Возведение в степень суммы нескольких слагаемых: число неподобных слагаемых; вид общего члена.


2. В круге зафиксирована точка. На какой линии расположены середины всевозможных хорд, проходящих через эту точку?


3. Натуральные числа x и y удовлетворяют равенству 19x=96y. Доказать, что их разность – составное число.


�
БИЛЕТ №24


1. Количество частей, на которые плоскость разбивается прямыми общего положения; окружностями общего положения.


2. В четырехугольнике два противоположных угла – тупые. Доказать, что соединяющая их диагональ короче другой диагонали.


3. Автомат работает с карточками, на которых записаны пары натуральных чисел. Он может заменить большее из чисел пары на разность между большим и меньшим, а также заменить любое число на сумму двух чисел на карточке. Первоначально на карточке были записаны числа 75 и 98. Можно ли, используя этот автомат, получить числа 19 и 96?





БИЛЕТ №25


1. Поворот. Доказать, что при повороте расстояния сохраняются. Доказать, что при повороте отрезки переходят в отрезки.


2. Какое наименьшее число вершин может иметь связный граф, имеющий более одного скелета?


3. Доказать, что при любом натуральном n число 22n-1-6n+13 делится на 9.


