Программа зачета по теме "Делимость"


   


Определение делителя натурального числа, простого и составного числа, НОД, НОК, взаимно простых чисел.


Разложение натурального числа на простые множители. Основная теорема арифметики (формулировка).


Свойства: 


Если a делится на b, a делится на c и b и c взаимно просты, то a делится на bc.


Если ab делится на c и b и c взаимно просты, то a делится на c.


Если a делится на c и b делится на c, то a+b делится на c и a–b делится на c.


Если a делится на b и b делится на c, то a делится на c.


Определение деления одного натурального числа на другое натуральное число с остатком (понятие делимого, делителя, неполного частного и остатка). 


Утверждения:


Сумма (произведение) любых двух чисел и сумма (произведение) их остатков от деления на данное число имеют одинаковые остатки при делении на данное число.


Десятичная запись числа. Признаки делимости на 2, 5, 10, 3, 9, 4 (доказательство). Признак делимости на 11 (формулировка).


Алгоритм Евклида.





Задачи к зачету





Можно ли целые числа от 1 до 17 выписать в строчку так, что сумма любых двух соседних чисел будет простым числом?


Есть ли среди натуральных чисел такое, что при умножении суммы его цифр на произведение его цифр получится 1995 ?


Любые две соседние цифры натурального числа образуют двузначное число, делящееся на 23. Какое наибольшее количество цифр может иметь это число?


Доказать, что если число делится на 99, то сумма его цифр не меньше 18.








"3"





Даны сумма, разность и произведение двух натуральных чисел. Доказать, что среди них найдется хотя бы одно число, кратное трем.


Доказать, что любое натуральное число и его пятая степень оканчиваются одной и той же цифрой.


Натуральные числа a, b и c таковы, что числа a+b, b+c, a+c – простые. Доказать, что среди них найдутся равные.


Натуральные числа a и b взаимно просты. Какие общие делители могут иметь их сумма и разность?


Четное число q делится на простое число p, а q–1 делится на p–1. Найдите p.


Доказать, что если сумма двух натуральных чисел равна 1001, то их произведение не делится на 1001.


Сумма любых двух из трех данных натуральных чисел делится на 1997. Доказать, что сумма всех трех чисел делится на 1997.


Найти остаток от деления натурального числа на 30, если известно, что остаток от деления его на 15 равен 7, а остаток от деления на 6 равен 4.


Найти остаток от деления 51996+81996 на 13.


Найти остаток от деления 31995+51995 на 4.


Найти наименьшее натуральное число, дающее остаток 1 при делении на 2, остаток 2 при делении на 3, остаток 3 при делении на 4, остаток 4 при делении на 5 и остаток 5 при делении на 6.


Доказать, что 3100+4100 не делится на 11.


Доказать, что при любом натуральном n число n3+2n делится на 3


Доказать, что при любом натуральном n число n5+4n делится на 5.


Доказать, что n3–n делится на 24 при любом нечетном n.


Натуральные x, y, z таковы, что x2+y2=z2. Доказать, что хотя бы одно из них делится на 3.


Доказать, что не существует натуральных a и b таких, что a2–3b2=8.


Можно ли составить точный квадрат, используя 10 раз цифры 1,2,3?


Вы пришли в магазин и решили купить 8 одинаковых авторучек, несколько карандашей по 4 копейки, линейку за 9 копеек, 2 общие тетради по 18 копеек и 12 тонких тетрадей. Продавец сообщил общую сумму – 5 рублей 27 копеек. Не ошибся ли он?


Вначале на доске написана единица. Каждую секунду к числу на доске прибавляют сумму его цифр и результат записывают на доску вместо предыдущего числа. Через какое время на доске может появиться число 123456? 


a, b, c, d  различные цифры. Доказать, что число � EMBED Equation.2  ��� не делится на � EMBED Equation.2  ���.


Найти НОД(26-1, 215-1).


Найти НОД(n4+12n3+54n2+108n+81, n3+8n2+21n+18).


Докажите, что число, составленное из 27 единиц делится на 27.


Докажите, что число, составленное из 81 единицы делится на 81. 
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Сумма трех натуральных чисел, являющихся точными квадратами, делится на 9. Доказать, что из них можно выбрать два, разность которых также делится на 9. (найдутся два одинаковых остатка)


Пусть a1, a2, ... , a7 — целые числа, а числа b1, b2, ..., b7 — те же числа, но взятые в другом порядке. Докажите, что число (a1–b1)(a2–b2)...(a7–b7) делится на 2.


Известно, что p, 4p2+1, 6p2+1 – простые числа. Найти p. (рассмотреть остатки от деления на 5) 


Доказать, что число 6n3+3 не является шестой степенью целого числа ни при каком натуральном n. (рассмотреть остатки от деления на 7)


Доказать, если (n-1)!+1 делится на n, то n простое число. (иначе (n–1)! делится на n) 


Существует ли прямоугольный параллелепипед, длины ребер которого выражаются натуральными числами, а площадь поверхности – простым числом.


Дано некоторое трехзначное число, записанное различными цифрами. К нему прибавили 7 и оно разделилось на 7, затем прибавили 8 и оно разделилось на 8, затем прибавили 9 и оно разделилось на 9. Найти исходное число.


У натуральных чисел a и b последние k цифр одинаковы. Доказать, что у их n-ных степеней последние k цифр также одинаковы.


Доказать, что n7–n делится на 42 при любом натуральном n.(остатки от деления на 2, 3, 7)


Найти последнюю цифру числа � EMBED Equation.2  ���.


Найти последнюю цифру числа � EMBED Equation.2  ���.


При каких натуральных n  число � EMBED Equation.2  ���делится на 5?


Доказать, что 3099+61100 делится на 31. (остатки от деления на 31)


Доказать, что 43101+23101 делится на 66. (остатки от деления на 11 и 6)


Могут ли 1996 подряд идущих натуральных чисел быть составными? (1996!+1, 1996!+2 и т.д.)


Можно ли из произведения 1! . 2! . 3! ... , 100! Вычеркнуть один сомножитель так, что произведение оставшихся будет полным квадратом? (да, 50!)


Существует ли прямоугольный параллелепипед с высотой 1 такой, что сумма всех его ребер численно равняется его объему?
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Доказать, что существует число, записанное с помощью только единиц, такое, что оно делится на 1997.


Доказать, что 11n+2+122n+1 делится на 133 при любом натуральном n.


1996-значное число оканчивается на 221. Может ли оно быть полным квадратом? (рассмотреть остаток от деления на 8)


Некоторое натуральное число, большее 0, но меньшее 60, при делении на 3, 4, 5 дает остатки a, b, c соответственно. Доказать, что число 20a+45b+36c делится на 60.


В 1000-значном числе все цифры, кроме одной пятерки. Доказать, что оно не является полным квадратом.


В натуральном числе переставили цифры и получили число в три раза меньше. Доказать, что исходное число делится на 27.
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Числа a и b взаимно просты. Доказать, что найдутся такие целые x и y, что ax+by=1. (алгоритм Евклида)


Дана последовательность чисел: x1=ax0+b, x2=ax1+b, ... Числа a и b – натуральные. Доказать, что в этой последовательности найдется бесконечно много чисел, не являющихся простыми.(доказательство от противного + принципы Крайнего и Дирихле)


Доказать, что n! не делится на 2n ни при каком натуральном n. (оценки количества двоек в разложении n!)


Число вида 100...01 кратно 19. Доказать, что оно кратно 13. (перебор остатков от деления на 19 и 13)
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Доказать, что уравнение Ax+By=C, где A<B, C<B,  A и B взаимно просты, имеет решение (x0,y0) такое, что x0   и y0 по модулю меньше 2B.


Существуют ли семь различных натуральных чисел таких, что произведение любых шести из низ плюс 1 делится на седьмое число? (1, 2, 3, 7, 43, 1807, 3263443)


Доказать, что среди 39 последовательных натуральных чисел найдется одно, сумма цифр которого делится на 11. (плюнь на неё...)


