Дорогой друг!





	Высылаю Вам решения задач конкурсной вступительной работы в ЛМШ-96 с разбором типичных ошибок, допущенных в работах. Решения задач 17-19 мы высылаем только ученикам 10 классов.





Общий смысл оценок, выставлявшихся за решение конкурсных задач, таков:


"+" - задача решена правильно; � EMBED PBrush  ��� - решение верно, но содержит небольшие погрешности;


"�EMBED Equation ���"(" � EMBED PBrush  ���") - решение в целом верно, но содержит недочеты (значительные недочеты);


"+/2" - задача решена примерно наполовину;


" � EMBED Equation.2  ���" - решения нет, но есть заметное продвижение в правильном направлении;


�"�EMBED PBrush \s  \* MERGEFORMAT���" ("  ") - есть некоторое (незначительное) продвижение;


"(" - решение полностью неверно.


Восклицательный знак, добавленный к оценке, указывает на красоту или нестандартность решения.


	Там, где это возможно, я буду уточнять смысл оценок за отдельные задачи. Условия задач не приводятся, ибо они у Вас есть.





				С уважением


							И.С.Рубанов, завуч ЦДООШ и ЛМШ.





Решения задач





	1. Почти все, кто верно решил эту задачу, делали это с помощью уравнения. Но мне больше нравится такое арифметическое решение. По условию Сережа старше Вовы на 9 лет. Когда он станет в 4 раза старше Вовы, эти 9 лет будут составлять утроенный возраст Вовы. Стало быть, Вове тогда будет 9:3=3 года, а Сереже – 3+9=12 лет. 


	Комментарий. Неверные ответы встречались очень редко. Но часто попадалось решение подбором: “Пусть Сереже 11 лет. Не подходит. Пусть ему 12 лет. Подходит. Пишем ответ.” Оно, как и ответ без всякого обоснования, оценивалось в +/2. Дело в том, что такое решение неполно: из него неясно, почему задача не имеет других ответов.





	2. Идея любого верного решения этой задачи – каким-то путем очертить круг возможных ответов, а потом отобрать из попавших в этот круг чисел искомые. При этом помогают такие соображения:


	1) Искомое число должно быть делителем числа 1995.


	2) Разложим число 1995 на простые сомножители. Получится 3(5(7(19. Поэтому среди цифр искомого числа могут быть только тройки, пятерки, семерки и единицы. Произведение таких цифр не делится на 19. Значит, искомое число делится на 19.


	3) Поскольку 1995 делится на 5, среди цифр искомого числа обязательно есть пятерка. Но она не может быть последней его цифрой, иначе число 1995 разделилось бы на 25.


	Дальше можно рассуждать по-разному. Можно просто по очереди испытать все 16 делителей числа 1995, и найти среди них искомый. Так иногда делали те, которые из трех приведенных выше соображений учитывали только первое. Наоборот, те, кто не заметил первого соображения, перебирали числа, составленные из нечетных цифр, одна из которых – пятерка. Такие решения редко бывали полными, т.к. многие их авторы не учитывали, что в круг допустимых цифр искомого числа кроме 3, 5 и 7 входит еще и 1, а также не рассматривали трехзначные числа (последним, впрочем, грешили и те, кто перебирал делители). Нередко встречались комбинированные решения, например, перебор делителей числа 399, равного 1995:5. Но проще всего учесть все соображения 1)–3) и испытывать только те делители числа 1995, которые удовлетворяют условиям 2) и 3). Их оказывается всего два – 57 и 133, а подходит из них только одно – 57. Это – единственный возможный ответ. 


	Комментарий. За ответ без обоснования или найденный простым подбором ставился +/2. При неполном переборе оценка снижалась до ( или � EMBED PBrush  ���, в зависимости от степени неполноты. В частности, когда перебирались только двузначные числа, содержащие пятерку, ставился � EMBED PBrush  ���.





	3 . Если бы Петя сказал правду, то правду сказали бы и два других брата. Значит, Петя говорит неправду, а Коля и Вася – правду. Отсюда следует, что мальчики поймали больше 15, но не больше 18 рыб, т.е. 16, 17 или 18 рыб.  


	Комментарий. В конкурсных работах рассуждения обычно были длиннее нашего, поскольку в них перебирались три возможности (“Вася врет”, “Петя врет”, “Коля врет”). При этом некоторые авторы так увлекались перебором, что забывали о вопросе задачи и ограничивались ответом “Петя врет”. Такие решения оценивались не выше, чем в +/2 . Если варианты только перечислялись, но не объяснялось, какой из них подходит, то ставился минус. За верный ответ с проверкой, но без обоснования ставился +/2. При неполном обосновании (скажем, из трех мыслимых возможностей рассматривались только две) ставился ( . 


	Были решения (они оценивались в� EMBED Equation.2  ���), где верно объяснялось, что Петя говорит неправду, но неверно указывалось возможное число рыб. Обычно в таких решениях давался ответ “16 или 17 рыб” , их авторы считали, что если Петя неправ, то рыб должно быть меньше 18. На самом же деле неправота Пети означает, что рыб не больше 18, т.е, их могло быть и ровно 18. Иногда неправильный ответ был “от 11 до 18”. Здесь авторы забывали учесть, что правду сказал не только Вася, но и Коля.





	4. Можно: два способа показаны на рисунках справа. Чтобы получить “+”, достаточно было верного рисунка, обосновывать равенство частей не требовалось.


	Комментарий. Верных решений было подавляющее большинство. Однако, были и попытки доказать, что разрезать четырехугольник нужным образом нельзя. Авторы таких решений считали, что резать надо по сторонам клеточек, либо полагали, что площадь каждого куска должна измеряться целым числом клеточек. С соблюдением таких требований разрезать четырехугольник и в самом деле нельзя, но в условии задачи их нет. Поэтому такие решения не засчитывались.





	5. Обозначим задуманные числа буквами a, b. c и d так, чтобы неизвестная сумма равнялась c+d. Заметим, что (a+b)+(c+d) = (a+c)+(b+d) = (a+d)+(b+c) (*). Суммы  a+c, b+d, a+d и b+c находятся среди чисел 13, 15, 16, 20 и 22. Короткий перебор показывает, что выбрать из этих пяти чисел две пары так, чтобы суммы входящих в них чисел были одинаковыми, можно только так: 13, 22 и 15, 20. Сумма чисел в паре при этом равна 35. Поэтому непарная сумма a+b может равняться только 16, а неизвестная сумма c+d –  только 35 – 16 = 19 . Чтобы завершить решение, надо проверить, что неизвестная сумма действительно может равняться 19, т.е., что существуют числа a, b. c и d, дающие такие суммы. Если это не так, то ответом задачи будет “Петя ошибся”. Но Петя не ошибся: годятся, например. числа a=6, b=9, c=7, d=13. и a=4,5, b=11,5, c=8,5,  d=10,5 . Итак, неизвестная сумма может равняться 19, и только 19.


	“Короткий перебор”, упомянутый в решении, можно провести, например, так. Сумма четырех чисел, входящих в пары, должна быть четной. Поэтому четным должно быть и непарное число. Кроме того, ясно, что из четырех “парных” чисел одну пару образуют наибольшее и наименьшее, а другую – два средних по величине. Теперь заметим, что непарными числами не могут быть 22 (13+20 ( 15+16) и 20 (13+22 ( 15+16), а 16 подходит: 13+22 = 15+20.


	Комментарии. Наше решение, благодаря использованию равенства (*), не требует нахождения всех возможных наборов задуманных чисел. Но равенство (*) позволяет легко сделать и это: достаточно всеми возможными способами приравнять пары сумм a+c, b+d и a+d, b+c парам чисел 13, 22 и 15, 20, а затем решить четыре получившиеся системы уравнений. Все четыре получающиеся при этом набора чисел подходят (т.е., дают a+b = 16), однако существенно различными оказываются лишь два: a=6, b=9, c=7, d=13. и a=4,5, b=11,5, c=8,5,  d=10,5, а другие два получаются из них перестановками чисел. Заметим, что во втором наборе числа оказались дробными. Хотя бы поэтому решения, где предполагалось и существенно использовалось, что задуманные числа – целые, неполноценны и оценивалось не выше. чем в � EMBED Equation.2  ���. Но даже если бы задуманные числа и в самом деле не могли быть дробными, это надо было бы сначала доказать.


	Задача оказалась трудной и породила целую коллекцию неверных и неполных решений. Некоторые авторы заметили “закономерность”: 15–13=2, 16–15=1, 22–20=2, и сделали вывод, что неизвестная сумма равна 23, ибо 23–22=1. (Вот еще одна закономерность: после 1-го декабря идет 2-е, после 2-го – 3-е и т.д. Значит, после 31 декабря идет 32-е?!). Другие, найдя подбором одну возможную четверку задуманных чисел, сразу выписывали ответ, даже не пытаясь убедиться, что других ответов нет. Поскольку последнее составляет основную трудность решения, за такие рассуждения ставился только минус с точкой. Выше оценивались рассуждения, содержащие попытку найти все возможные четверки. Но перебор возможностей в таких решениях обычно был более или менее “дырявым”, что оценивалось в �EMBED PBrush \s  \* MERGEFORMAT���или � EMBED Equation.2  ���. Так же оценивалось решение, если в нем из-за неполноценной проверки (или ее отсутствия) получались посторонние ответы вроде 13. Правда, при отборе в ЛМШ � EMBED Equation.2  ��� по этой задаче “весил” больше, чем некоторые плюсы.


	Вот одна из типичных “дыр”. Если расположить задуманные числа в порядке возрастания: a<b<c<d (все неравненства тут строгие, ибо легко видеть, что все задуманные числа различны). то ясно, что a+b<a+c<b+d<c+d, а суммы b+c и a+d находятся между a+c и b+d, Но какая из сумм b+c и a+d больше, по данным задачи установить невозможно, а многие рассматривали тут только одну из имеющихся возможностей (например, b+c>a+d). За такие решения также ставилась оценка не выше, чем � EMBED Equation.2  ���.





	6. Будем рассуждать “от противного”. Если бы не было слова, которое выписали все трое, то слова вычеркивались бы парами, и общее число вычеркнутых слов было бы четным. Но по условию было вычеркнуто (100–45)+(100–68)+(100–54)=133 слова, т.е. нечетное число. Противоречие.


	Комментарий. Во многих работах рассматривались только отдельные частные случаи, например такой, когда все слова. вычеркнутые вторым, были у него общими с первым. Такие решения не засчитывались, как и решения со ссылками на делимость на 3, которая тут совсем не при чем. Решения, где соображения четности использовались без должного обоснования оценивались в +/2 или (. В ( оценивались и решения, где при верном ходе рассуждений допускались не повлиявшие на него арифметические ошибки.





	7. Рассмотрим движение велосипедиста и мотоциклиста относительно пешехода. Из условия видно, что за время, прошедшее от момента, когда пешехода догнал велосипедист, до момента, когда его догнал мотоциклист, велосипедист переместился относительно пешехода на 3 км, а мотоциклист – на 9 км. Таким образом, относительно пешехода скорость мотоциклиста втрое больше, чем скорость велосипедиста. Пока мотоциклист догонял пешехода, он переместился относительно него на 6 км. Значит, велосипедист за это время обогнал пешехода на расстояние, втрое меньшее, т.е. на 2 км.


	Задача имеет также красивое графическое решение, которое мы опускаем по недостатку места. 


	Комментарий. Многие авторы решали эту задачу, выбрав какие-то конкретные значения скоростей (или отношений скоростей) персонажей задачи (очень популярным почему-то был вариант, когда пешеход движется вдвое медленнее велосипедиста и вчетверо медленнее мотоциклиста). Если все остальное было сделано верно, за такие решения ставился � EMBED Equation.2  ���. Так же оценивались решения, в которых авторы писали, что велосипедист движется втрое медленнее мотоциклиста, не уточняя, что эти скорости берутся относительно пешехода.





	8. Все числа от 1 до 9, кроме числа 5, можно разбить на пары так. что сумма чисел в каждой паре будет равна 10: 1+9, 2+8, 3+7, 4+6. Допустим, первым своим ходом первый игрок взял карточку с числом 5, а потом на каждый ход партнера отвечает взятием карточки, парной к той, которую только что взял партнер. Тогда, независимо от ходов второго, после второго хода первого игрока сумма чисел на отложенных карточках будет равна 15, а после третьего его хода – 25, после чего любой ход второго игрока приводит к его проигрышу. Таким образом, при правильной игре выигрывает первый игрок.


	Комментарий. У первого игрока есть и другие выигрышные стратегии. Например, при правильной игре можно выиграть, начав с карточки с цифрой 1. Но обоснование правильности этих стратегий требуют перебора большого числа вариантов, и многие, кто описывал такие стратегии, не смогли довести этот перебор до конца. В зависимости от того, насколько неполным был перебор, такие решения оценивались в пределах от (–( до (+/2(.


	К сожалению, многие участники конкурса неверно поняли условие этой задачи, решив, что каждый участник суммирует номера лишь тех карточек, которые отложил сам. Некоторые не поняли даже, что такое «правильная игра», решив, что это такая игра, когда участники берут числа в порядке их возрастания. Такие решения не засчитывались. Не засчитывались и решения, где указывались ответы первого только на такие ходы второго, которые казались автору решения «наиболее правильными». Разумеется, не засчитывался и ответ «выиграет первый» без обоснования.


	9. Первое решение. Будем решать задачу «с конца». Число 76 могло получиться только из числа 38, ибо получающееся из него перестановкой цифр число 67 нечетно. По той же причине число 38 могло получиться только из числа 19. А число 19 уже не может получиться ни из какого числа, ибо нечетны и оно само, и число 91, получающееся из него перестановкой цифр.


	Второе решение. Найдем все двузначные числа, которые можно получить из числа 1 по правилам задачи. Сначала без вариантов: 1 ( 2 ( 4 ( 8 ( 16. Затем начинается ветвление: из 16 получается 32 и 61. Число 61 – тупиковое: из него можно получить либо снова 16, либо трехзначное число 122, которое уже никогда не даст двузначного. Из 32 можно получить 23 или 64. Из 64 – 46 (128 – тупик). Из 23 – тоже 46. Далее, отсекая тупиковые ветви, имеем 46 ( 92 ( 29 ( 58 ( 85 ( тупик! Мы разобрали все возможности, и числа 76 не получили.


	Комментарий. Главным недостатком многих решений была неполнота перебора. Некоторые участники конкурса вообще не учитывали, что операции умножения на 2 или перестановки цифр можно выполнять не по одному разу, и заканчивали перебор на числе 67 (при решении «с конца») или на числе 2 (при решении «с начала»). Другие пользовались почему-то только одной из двух данных операций. Такие решения не засчитывались. К менее тяжелым можно отнести случай, когда перебор «с начала» обрывался на числе 92 (видимо, авторы таких решений были так обрадованы появлением столь близкого к 100 числа, что начисто забывали о возможности переставить его цифры). Такие решения оценивались в  � EMBED Equation.2  ���, как и решения, по идее верные, но с арифметическими ошибками. Бывало, наконец. что перебор обрывался совсем незадолго до конца, на числе 85. В этом случае за решение ставился (.





	10. Рассмотрим прямоугольные треугольники ВСМ и ВКМ. Они равны по гипотенузе и катету. Поэтому катет ВС равен отрезку ВК, т.е. половине гипотенузы АВ. Значит, лежащий против катета ВС угол А равен 30(. 


	Комментарий. Эту простую задачу верно решила большая часть участников конкурса. Но некоторые невнимательно прочитали условие и вместо того, чтобы опускать из точки М перпендикуляр на гипотенузу АВ, проводили через нее перпендикуляр к катету АС, получая неверный ответ 45(. За такое ставился минус, и, поскольку ошибка грубейшая, он при переводе в баллы превращался не в 0, как обычно, а в –1. За верный ответ без обоснования или с неверным обоснованием (например, ссылками на признаки равенства треугольников, для применения которых не хватает данных) ставился +/2.





	11а. Будем кодировать ответы депутатов нулями (ответ «нет») и единицами (ответ «да»). Тогда каждый набор ответов закодируется строкой из нулей и единиц, длина которой равна числу вопросов. Если бы депутатов было не 256, а четверо, и в зале заседаний было бы два ряда по два кресла, то рассадить депутатов можно было бы, как на рис.1. 


�	а) 


	Комментарий.
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	Комментарий.


	17.


	Комментарий.
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	Комментарий.





	( И.С. Рубанов, 1996.








Любой набор ответов на 8 вопросов можно закодировать строкой из восьми нулей и единиц, где нуль означает ответ «нет», а единица – ответ «да» на соответствующий вопрос. Всего такую строку можно составить 28 = 256 различными способами. Таким образом, возможных наборов ответов на 8 вопросов столько же, сколько мест в зале. Поэтому если депутатов можно рассадить в соответствии с условиями, то все возможные наборы ответов должны быть даны депутатами ровно по разу.


