Двенадцатая летняя математическая школа Кировской области. г.Омутнинск, 4-29.07.96


Группа "Профи-8"


Зачетный билет №1





1. Коллинеарность, со- и противоположная направленность направленных отрезков. Равенство направленных отрезков, его рефлексивность, симметричность и *транзитивность. Векторы и их изображения. Сложение векторов, его коммутативность и ассоциативность, правила параллелограмма, многоугольника и замкнутой цепочки. Противоположные векторы, вычитание векторов.





2. Счетность N2, Z2, Q, Z3, Q2, различные способы ее доказательства. Счетность декартова произведения конечного числа счетных множеств.





3. Построение дуальных, двойных и комплексных чисел. Запись операций над ними с помощью "достойных представителей". В каком смысле Du, Дв и C содержат действительные числа? Обратимость элементов в Du, Дв и C, деление в этих числовых системах, делители нуля как препятствие к обратимости, примеры невозможности и неоднозначности деления. Сопряжение в Du, Дв и C, его свойства, деление с помощью сопряженного элемента.





4. Задача (геом)
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Группа "Профи-8"


Зачетный билет №2





1. Умножение вектора на число, существование и единственность произведения. Признак коллинеарности двух векторов. Векторный способ задания прямой, луча, отрезка. Простое отношение трех точек одной прямой.





2. Счетность конечного и счетного объединений счетных множеств (два случая) и счетного объединения непустых конечных и счетных множеств. Декартово произведение множеств, декартова степень множества, примеры. Счетность декартова произведения конечного числа счетных множеств и другие аналогичные теоремы.





3.Лемма Бернсайда.





4. Задача (компл)
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1. Геометрическое (векторно-точечное) представление комплексного числа. Геометрический смысл сложения и вычитания комплексных чисел и умножения их на действительные числа. Модуль и аргумент комплексного числа, задачи. Синус и косинус произвольного действительного числа, тригонометрическая форма комплексного числа. Формулы приведения и синуса и косинуса суммы и разности. Модуль и аргумент произведения и частного комплексных чисел. Геометрический смысл умножения на комплексное число; аргумент как класс вычетов; приложения к решению геометрических задач.





Счетность словарей над конечным и счетным алфавитами, множества всех многочленов с целыми (рациональными) коэффициентами. Алгебраические числа, примеры, счетность множества всех алгебраических чисел.





3. Сочетания с повторениями: модельная задача, идея перегородок и вывод формулы, связь с перестановками с повторениями, примеры решения задач. Задачи о числе разбиений и решение некоторых диофантовых уравнений и неравенств (задачи 8 и 9 из "Комб.-2"), применение идей фиктивного элемента и выхода в следующую размерность.





4. Задача(геом)
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1.Прямая Эйлера и окружность девяти точек.





2.Отображения. Биекции, их свойства. Примеры биекций из комбинаторики, геометрии и алгебры. Как биекции помогают решать задачи (примеры).





3. Определение подгруппы и ее действия на группе. Теорема Лагранжа и следствие из нее.





4. Задача(компл)
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1. Приложения гомотетии к решению задач на нахождение ГМТ, доказательство, построение (для каждого вида задач привести примеры и показать, какие свойства гомотетии и как здесь применяются).





2. Несчетность интервала (0;1) (два способа доказательства). Задача о доносчиках, неравномощность множества и совокупности всех его подмножеств. Мощность континуума.





3. Определение группы преобразований множества и ее действия на множестве, общая теорема о разбиении на орбиты. Как можно больше примеров действия групп преобразований на множествах (из теории чисел, геометрии, алгебры, теории множеств). Задачи о нахождении орбит по группам и групп по орбитам.





4. Задача(комб)
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1.Определение и свойства центра масс конечной системы материальных точек.





2. Сравнение мощностей, его транзитивность и рефлексивность. Антисимметричность сравнения мощностей, теорема Кантора-Бернштейна.





3. Перестановки, размещения, размещения с повторениями, перестановки с повторениями, сочетания: модельные задачи, формулы, взаимосвязь, примеры решения задач сведением к модельным с помощью кодировки. Задача о числе счастливых билетов. Подсчет числа всех отображений, инъекций, биекций и сюръекций из одного конечного множества в другое.





4. Задача(компл)
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1.Теоремы Чевы (прямая и обратная).





2.Определение и примеры отображений. Образ и прообраз точки и множества; полный прообраз точки. Сюръекции, инъекции, биекции; примеры. Обратное соответствие, обратимость отображения и ее равносильность биективности, биективность обратного отображения. Композиция отображений, сохранение сюр-, ин- и биективности при композиции. Отображение, обратное к композиции. Примеры композиций и обратных отображений из комбинаторики и геометрии. Подсчет числа всех отображений, инъекций, биекций и сюръекций из одного конечного множества в другое.





3. Группа, ее простейшие свойства. Примеры групп. Факторгруппа коммутативной группы, примеры факторгрупп.





4. Задача(компл)
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1.Теоремы Менелая (прямая и обратная).





2. Прямой и косвенный способы сравнения мощностей конечных множеств. Перенос на бесконечные множества, определение равномощности произвольных множеств. Рефлексивность, симметричность и транзитивность отношения равномощности.


	Счетные множества, счетность множеств Z, Z\(2N), всех простых чисел. Счетность множества непересекающихся восьмерок на плоскости.





3. Кольца и поля, примеры. Подкольца. Фактормножество кольца по подкольцу, критерий корректности умножения классов, понятие идеала, факторкольцо по идеалу. Примеры факторколец.





4. Задача(комб)
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1. Приложения центров масс к решению задач (для каждого вида задач привести примеры и показать, какие свойства центров масс и как здесь применяются).





2. Отношение эквивалентности. Доказательство теоремы о разбиении на классы, понятие фактормножества, примеры. Два способа получения отношений эквивалентности: тождество по признаку (и его определение с помощью отображения) и действие группы на множестве. Примеры ситуаций, когда тождество есть, а признака нет. Введение новых объектов и понятий как "ярлыков" на классах эквивалентности (как можно больше примеров). 





3. Возведение комплексного числа в целочисленную степень. Формула Муавра, примеры возведения в степень с ее помощью. Выражение  cos n(  и  sin n(  через  cos (  и  sin ( . Выражение степеней  cos (  и  sin (  через синусы и косинусы кратных углов. Корни из единицы, геометрия их расположения. Задача о произведении длин сторон и диагоналей правильного п-угольника, проведенных из одной его вершины. Нахождение некоторых сумм биномиальных коэффициентов.





4. Задача(мощн)
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1.Барицентрические координаты на плоскости, их существование и единственность. Задача про муку.





2. Счетные множества. Счетность бесконечного подмножества счетного множества. Теорема: любое бесконечное множество содержит счетное подмножество. Задача: объединение бесконечного множества А и счетного множества В равномощно множеству А.





3. Доказательства теоремы о линейном представлении НОД, малой теоремы Ферма и теоремы Эйлера как следствий теоремы Лагранжа.





4. Задача (компл)
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1. Возведение комплексного числа в целочисленную степень. Формула Муавра, примеры возведения в степень с ее помощью. Выражение  cos n(  и  sin n(  через  cos (  и  sin ( . Выражение степеней  cos (  и  sin (  через синусы и косинусы кратных углов. Корни из единицы, геометрия их расположения. Задача о произведении длин сторон и диагоналей правильного п-угольника, проведенных из одной его вершины. Нахождение некоторых сумм биномиальных коэффициентов.





2. Алгебраические числа, примеры, счетность множества всех алгебраических чисел. Счетность бесконечного семейства непересекающихся: интервалов числовой прямой, кругов на плоскости, восьмерок, букв "Х", букв "Т".





3. Определение группы преобразований множества и ее действия на множестве. Необходимые и достаточные условия равномощности всех орбит, применение к решению комбинаторных задач.





4. Задача(геом)
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1. Гомотетия и ее свойства.





2. Теорема Кантора-Бернштейна. Равномощность интервала и внутренности квадрата, равномощность 2N и интервала (0;1).





3. Решение комбинаторных задач с помощью разбиения на равномощные классы (правило деления), примеры. Случай орбит различной длины: задачи 13 и 14 из "Комб.-2".





4. Задача(компл. ч.)





